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MATHÉMATIQUE  S*'3* 


]Si  O u s avons1  expliqué  dans  la  fedion  pré- 
cédente les  principes  généraux  du  Calcul  Inté- 
gral , nous  allons  maintenant  en  faire  l’applica- 
tion à la  Géométrie. 

SECTION  II. 

« 

Des  ufages  du  Calcul  Intégral  dans  la  Géométrie- 

i°.  Selon  ce  qu’on  a dit  vers  le  commence- 
ment de  la  fedion  précédente , la  différentielle 
de  xm  eft  mxm~‘  dx  & [on  intégrale  xm,fe  trouve 
en  augmentant  l'expojant  de  x aune  unité , £r  en 
divifant  par  dx  , & par  cet  expofant  ainji  aug -, 
menté , c3 eft  ce  que  nous  appellerons  la  régie  fon- 
Tome  IF.  A 
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damentale.  La  différentielle  de  ^ eft 

& S xiy—?±x.  = l iSL  repréfente  la  difle- 

rentielle  du  logarithme  hyperbolique  de  x , ou 

(L  x 

la  différentielle  de  L.  x.  de  forte  que  S.  — =Lr. 

X 

La  différentielle  de  y x eft  y d x -f~  x dy , &c 
S(ydx-+-xdy')  = y x*.  x & y peuvent 
repréfenter  dans  ces  formules  des  variables  quel- 
conques , fimples  ou  compofées  , comme  on 
voudra  ; donc  fi  une  différentielle  peut  fe  ré- 
duire par  fubftitution  à quelqu’une  de  ces  for- 
mules générales  de  différentielles  , on  en  trou- 
vera tout  d’un  coup  l’intégrale , en  faifant  les 
mêmes  fubftitutions  dans  l’intégrale  commune  de 
cette  formule  générale  ; c’eft  ainfi  qu’en  compa- 
rant la  différentielle  mu*  d x-\-nxmu”~\  du 

avec  la  formule  de  même  efpèce  y d x — j— 
x dy , on  trouve  qu’en  fubftituant  u”  pour  y 
& xm  pour  x , elle  fe  réduit  à la  différentielle 
proposée  **  ; d’où  l’on  conclud  que  faifant  les 
mêmes  fubftitutions  dans  y x , intégrale  de  y d x 
— f-  x d y y l’on  aura  u ■ xm.  poür  l’intégrale  de 
la  différentielle  propofée  : on  voit  de  même 
_ mu” . zm~\  d 7 - 4-  n?m  utt~l  d u 

qUe  S*  — =3 

\ m . u " 

* En  relifant  les  commencemens  de  la  feélion  pré- 
cédente > on  comprendra  tout  cela  facilement. 

?n~  I 

**  Car  alors  on  doit  fubûituer  mx  dx  pour  d * 

n-j 

& nu  du  pour  dj. 
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L.  i ".  u”.  * : car  en  fubftituant  ? "*  u*  au 
lieu  de  x la  différentielle  de^—  fe  réduit  à la  di£* 

X 

férentielle  propofée  ; d’où  l’on  conclut  qu’en 
fubftituant  aufli  \m.  u*.  au  Heu  de  x dans  L.  x, 

• d X 

qui  eft  l’intégrale  de  — , l’on  aura  L.  f".  u"  pour 

X 


l’intégrale  de  la  différentielle  propofée  ; mais  ce 
moyen  d’intégration  qui  eft  fouvent  utile  , n’eft 
pas  toujours  facile  , parce  qu’on  n’a  pas  de  mé- 
thode fûre  pour  les  choix  des  formules  & pour 
. les  fubftitutions/  Nous  donnerons  dans  la  fuite 
d’autres  méthodes. 

On  peut  intégrer  toute  formule  dont  la  quan- 
tité hors  du  ligne  ( qui  indique  une  puiffance  , 
ou  une  racine  ) eft  la  différentielle  de  la  quan- 
tité fous  le  ligne. 

Par  exemple,  l’intégrale  de  12  a x\  d x x 

i S 

( b -+-  a x 4 ) eft  =( b -4-  a x*)  ; car  en  fubfti- 
tuant b -4-  a x 4 au  lieu  de  x , m f au 

lieu  de  2&4«r!  d a : , au  lieu  de  d x , m au 
lieu  de  3 , l’on  aura  m x"~'  d x égale  à la 

différentielle  propofée , Sc  xm=  (b- h-  a x4)  ; 
c’eft-à  dire  que  dans  ce  cas  on  trouve  l’inté- 
grale en  augmentant  l’expofant  de  la  quantité 
fous  le  ligne  d’une  unité , & divifant  par  cet 
expofant  & par  la  différentielle  de  la  quantité 
fous  le  ligne. 


* L défigne  le  logarithme  hyperbolique. 
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On  peut  intégrer  algébriquement  * ou  par 
logarithmes  , toute  quantité  binôme  **  de  cette 
forme  a xm.  d x.  ( b -t-  g.  x " ) p , toutes  les 
fois  que  p eft  un  nombre  entier  pofitif.  Car 
en  élevant  le  binôme  à la  puiflance  p l’on  aura 
un  nombre  p H-  l de  termes  qui  étant  mul- 
tipliés par  a xm.  d x feront  tous  de  cette 
forme  c xT  dx  j 8c  feront  tous  intégrables  al- 
gébriquement , fi  l’expofant  r eft  différent  de  — i, 
8c  par  les  logarithmes  , lorfque  cet  expofant 


fera  = — i . Si  p= 2 , l’on  aura  (b  -+-  g *").'= 
b 1 -i—  2 b g.  x*  -+-  g1  xln.  multipliant  chacun 
des  termes  de  cette  quantité  par  a xm.  dx  , 
on  trouve  a b b xm.  d x 2 b g a xm  n dx 
— f—  a g g x d x.  L’intégrale  du  premier  terme 

eft,  par  la  règle  fondamentale,  . r"+l 


celle  du  fécond  terme  eft - .xm~t~n^\ 

m-+-n-+- 1 

Celle  du  troifième  qui,  en  faifant  2n  + m= 

..  c » 

r 8c  a g g=c,  devient  c * r.  d,x  fera xr~*~\ 


Si  r = — i , l’on  a S.  c.  xr  d j;=S  c x~l  dx 


* C’eft-à-dire,  trouver  pour  intégrale  une  ex- 
prefliort  algébrique  qui  ne  contienne  ni  logarithmes 
ni  fuites  infinies , ni  aucune  quantité  non  algébrique. 
~ **  C’eft-à-dire,  dont  la  quantité  complexe  la  plus 
«ompofée  eft  une  puiflance  d’un  binôme. 

£ £ 
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cdx  à x „ _ d x 
aura  — — ==  — &S.  c — - 
xx  x 


c L. x.  Sia g g = c =5  i , Ion 
= L.  jf.  On  voit 


bien  aifément  que  fi  la  quantité  fous -le  ligne 
étoit  un  trinôme  , un  quadrino’me  , ou  un  po- 
linome  quelconque,  d’un  nombre  fini  des  termes 
& p un  nombre  entier  pofitif  en  élevant  le  po- 
lynôme à la  puiffance  p & multipliait  enfoite 
chacun  des  termes  par*  a d x , l’oti  auroit 
une  différentielle  intégrable,  puifque  chacun  des 
termes  de  cette  différentielle  feroit  intégrable. 

On  peut  intégrer  toute  quantité  bîhometfont 
l’expofaot.  de  x hors  du  , binôme  étant  aug- 
menté d’une  unité  eft  égal  â l’expofant  de  x 
dans  te'/binome  quelque -foit  Texpofant  p dç 
la  quantité  foüs  le  ligne.  Ainfi  , fi  m ±=±t  n — i 

t JJ  9 

Ion  aura  a x?~ \ d Xi  'Çb~& g x”  ) ( A)  mais 
la  différence  do  è -4— g i • éftæ=  gn:xn-'  dx* 
Augmentant  d’une  unité  l’expofant  n de  la 
quantité  fous  le  ligne  , divifant  par  la  différen- 
tielle de  la  même  quantité  , & par  Fexpofant 
ainfi'  augmenté , l’on  aura  Si  a x*~  d x x 

(fc-t-g*».  / = _! .( b-t-g x')**-' 

, “ ' ^ gn . p — f—  i 

En  effet  f,  en  différentiant;  cette  quantité,  l’on 
trouvera  la  différentielle  A. 

On  peut  intégrer  toute  différentielle  binôme 
dans  laquelle  l’expofant  de  la  quantité  hors  du 

figne  étant  augmenté  d’une  unité , eft  divifible 

;■£  --  sept  ■ !*•  T.-Vb;*»  . 

A 3 


Digitized  by  Google 


6 Cours  de  Mathématiques. 


par  l’expofant  de  la  quantité  fous  le  ligne,  & 
donne  un  membre  entier  pofitif.  Soit  la  diffé- 
rentielle a d x,  ( b -+-  gx"  ) f.  Je 

- S 

fais  ( b -f-  g xn  )*  = i,  ou 


ou  x* 


? P 


S 


; donc  x *“* . d x 


■ n.  g p 
or,  x 


'—<r 


2 ; 


4 = ( 


? P 


— b 


jn  . »-t~»  - 1 


d x ==  x 


g ’ 


)"» 


m . » 


x x ' 


d x ; 


donc  la  différentielle  propofée  deviendra  ( A ) 


a 


l * • î-  ( f * 


m n -4~n  — I — f— i 


- b )m. 

771  n ■ l-B 


nP  s 

Maintenant  fi 

v n n 

e=  m -4-  i eft  un  nombre  entier , m fera  un 
nombre  entier , ou  o ; fi  m eft  = o , la  quan- 

t 

tité  fous  le  figne  m fera  *=  i , 8c  S.  ip.  d i 


*-ï 

. P 


T -h  i 


• / 

, étant  multipliée  par  le  faéteur 


confiant , donnera  l’intégrale  cher- 

nP  g 

chée  exprimée  en  8i  fubftituant  la  valeur 

de  ? = ( b.  H—  .g x",  ) i l’on  aura  l’intégrale 

exprimée  en  x.  Si  m = I , ou  2 , ou  3 j &c. 
l’on  aura  facilement  l’intégrale  , parce  qu’on 
pourra  toujours  élever  la  quantité  tous  le  ligne 
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m , à la  puiftânce  m , & en  général  puifque  m- f-î 
eft  le  quotient  de  l’expofant  de  y hors  du  ligne  , 
en  augmentant  d’une  unité  * par  l’ej pofant  de  x 
fous  le  ligne , toutes  les  fois  que  m -4-  i fera  un 

nombre  entier  pofitif,  m I — t = m fera  un 

nombre  entier,  ou  o,  & la  quantité  fous  le  ligne  m 
fera  ou  = i ou  fera  réductible  à un  nombre  fini 
de  termes  ; donc  on  pourra  toujours  intégrer 
toute  différentielle  binôme  qui  fe  trouvera  dans 
ce  cas.  Si  m , n —l-  n — i = n — i , ou 

Il  m ==•  O , l’on  aura  xH~  1 d x , qui  fera  la 

différentielle  de  la  quantité  fous  le  ligne  à un  mul  - 
tiplicateur  confiant  près  : donc  toutes  les  fois 
que  la  quantité  hors  du  ligne  eft  la  différen- 
tielle de  la  quantité  fous  le  ligne  , à un  multi- 
plicateur confiant  près  , la  différentielle  binôme 
eft  intégrable.  * 

I - 

Soit  la  différentielle  ex  * dx  . (fz  -f-jr2)  7;  Je 
vois  qu’elle  eft  intégrable  , parce  qu’en  aug- 
mentant l’expofant  3 de  i , j’ai  4 qui  , divilé 
par  2 j donne  un  nombre  entier  pofitif  ==2. 

Faifant  donc  ( / 1 -4-  x 2 ) 3 = \ , ff  -{—  x 1 

— V » s = 1 » b =*/2»  2 — n»ï  = p» 

c =rr.  a , & fubftituant  ces  valeurs  dans  la  tranf- 
formée.. ..(  A ) ci  delîus  , l’on  a — - . ? 3 d 7^  x 

I 

( ^ J — f ) ; car  ici  m -+-  1 =*■  2 & rn  = I, 
& négligeant  le  multiplicateur  confiant , il  vient 

S.  (i6  d z / * ? * d ? ) = S.  ? 15  d x — 

S.  />  3 } d ç = -î— - --  ? 4.  Multipliant 

■ Tome  IV,  A4* 
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• 3 Ç ^ Ç If 

cette  quantité  par  — , l’on  a f1  ï* 


= 5^  (f1-^-x1')l  — -^(/l  -t-x1)  7 , en 
fubfiituant  la  valeur  de  f. 


Il  y a des  différentielles  qui  ne  parodient 
pas  fe  trouver  dans  le  cas  dont  on  vient  de 
parler  , & qui  peuvent  néanmoins  y être  ra- 
menées en  changeant  l’expofant  de  la  variable 
fous  le  ligne  de  pofitif  en  négatif,  ou  de  né- 
gatif en  pofitif.  Par  exemple  , la  différentielle 

; i 3 

d x . ( b — t— *A*  x ) * = x°  .dx  .(b  -4-  x1)  1 

devient  en  divifant  par  x 1 dans  le  binôme , & 
multipliant  hors  du  binôme  par  la  quantité  x 1 

élevée  à l’expofant  du  ligne  (voyez  le  calcul 

des  radicaux  dans  la  première  partie  de  cet  ou- 

i ni 

vrage  )'  devient , dis-je  , x ~ 3 d x . ( i —~) 

X Xr 


*=  x~*  . d x . ( i -f-  b x “ * ) 1 . Maintenant 

en  augmentant  — 3 d’une  unité  , l’on  a — 3 -+- 1 
e=  — 2.  Mais  en  divifant  — 2 par  — 2 le  quo- 
tient 1 efi  un  nombre  entier  pofitif  ; donc  la 
différentielle  propofée  eft  intégrable. 

Si  x affe&oit  les  deux  termes  du  binôme 
il  feroit  facile  de  rendre  un  de  ces  termes  entiè- 


rement confiant.  Par  exemple , fi  l’on  avoit  x}  dxx 

(bx  -4-  g x 3 ) , je  diviferois  les  deux  termes 
du  binôme  par  x , & je  multiplierais  la  quan- 
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tîté  hors  du  ligne  par  le  quarré  de  x,  parce 
que  x , fous  le  ligne  2 , eft  égale  à x 1 , & j’au- 
rois  x K d x.  ( b g x1  )l  qui  eft  intégrable  , 

puifque  1 = 3. 

2. 

Remarque.  Lorfqu’une  différentielle  eft 
affedée  d’un  multiplicateur  ou  d’un  divifeur 
conftant , on  peut  en  intégrant  négliger  le  mul- 
tiplicateur ou  le  divifeur pourvu  qu’on  le  re- 
mette enfuite  dans  l’intégrale. 

La  différentielle  3.  (adx — xdx).  (2 ax — x'1') 1 
eft  intégrable  par  la  réglé  fondamentale , parce 
que  la  quantité  hors  du  ligne  eft  la  différen- 
tielle de  la  quantité  fous  le  ligne  , en  multi- 
pliant cette  différentielle  par  \ ; donc  en  aug- 
mentant d’une  unité  l’expofant  7 , & divifant 
par  7-f-i  = 7 , & par  2 a d x — 2 xdx, 

( différentielle  de  la  quantité  fous  le  ligne  ) , l’on 

i 

aura  l’intégrale  cherchée  = ( 2 a x — x x)  l* 
En  général , quelque  foit  le  polinome  fous  le 
ligne  , on  pourra  toujours  intégrer  par  la  réglé 
fondamentale  , toutes  les  fois  que  la  quantité 
hors  du  ligne  fera  la  différentielle  de  la  quan- 
tité fous  le  ligne  , quand  même  cette  différen- 
tielle feroit  multipliée  ou  divifée  par  une  quan- 
tité confiante.  Ces  principes  fuppofés  , appli- 
quons le  Calcul  Intégral  à la  Géométrie.  Nous 
commencerons  par  les  Surfaces.:  • 

2.  Problème.  Trouver  la  différence  des 
furfaces  des  courbes  y en  fuppofant  les  ordonnées 
perpendiculaires  aux  abeiffes.  Soit  A P = x. 
P M =y , ( Fig.  iere.  ) , P p — M R = dx, 
m R ===  d.  y , le  redangle  P p M R eft  = y dx3 
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& le  triangle  M m R = £ d x.  d y ; donc  le 
tropeze  P p M m =y  d xh- d x.  dy=y  d x : 
Car  | d x.  dy , infiniment  petit  du  fécond  or- 
dre, difparoit  devant  y d x infiniment  petit 
du  premier  ; or  le  tropeze  P M m p eft  lelé«- 
ment  de  la  furface  Amp;  donc  S.  y d x eft 
égal  à cette  furface.  Il  ne  s’agit  donc  que  d’in- 
tégrer l’élément  y d x.\  pour  cela  on  fubfti- 
tuera  dans  cette  formule  la  valeur  de  y exprimée 
par  une  fondion  de  x , prife  de  1 équation  de 
la  courbe , comme  on  va  le  voir  dans  les  exem- 
ples fuivans. 

Si  A M m eft  une  ligne  droite , l’on  aura  l’élé- 
ment de  faire  d’un  triangle. 

3.  Problème.  Trouver  Faire  d' un  triangle 
A B C ( Fig.  2.  ).  Soit  A D = a la  hauteur 
du  triangle , fa  bafe  B C ===  b , fabcifle  AP=*v 
l’ordonnée  M m parallèle  à la  bafe  = y ; en 
fuppofant  une  autre  ordonnée  N n infiniment 
proche  l’élément  de  faire  fera  ==■  y d x = 
mn  M N.  en  faifant  P p ==  d x , les  triangles 
fëmblables  ABC,  A M m ayant  leurs  hau- 
teurs proportionnelles  à leurs  bafes , l’on  a A D 

: BC— i : : AP=*:Mm=jf  =>A?j 


; b x d x „ ^ , bxl 

donc  y d x = 1 — & S.  y d x = - — . 

Si  A P devient  = AD  , l’on  aura  x = a> 

& faire  du  triangle  ==  — =-^—a  ; c’eft- 


à-dire  faire  dun  triangle  eft  égal  au  produit  de 
la  moitié  de  fa  bafe  par  fa  hauteur , ce  qui  s’ac- 
corde avec  cé'qu’on  a dit  diarts  la  Géométrie. 
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4.  Problème.  Trouver  la  furface  d’une  Pa- 
rabole ordinaire  A M.  ( Fig.  ier\  ) Par  la  na- 


ture de  la  courbe , l’on  a yx  = p x ty. 


donc  S.  y d x = S.  px x.xdx=Z7JL- 


pïx*  * 

x 


p. 1 X.  * X 


j.  y x : c’efl-à-dire  que  faire 


d’une  demie  Parabole  A M P eft  égale  aux  deux 
tiers  du  produit  de  l’ordonnée  & de  l’abcifTe. 

Corollaire.  Donc  l’elpace  extérieur  BAM 

=yx  — \.y.x  — \y.  x. 

f.  Problème.  Trouver  Vefpace  a.  g M P , 
compris  entre  deux  ordonnées  paraboliques.  Soit 
A a = a , a g = b , aP  = x , l’élément 
de  cet  efpace  fera  = y d x ; mais  à caufe 
de  A P = a + r,  l’on  aura  y 1 = p ( a- fr-tf)  , 

I » t 

y = p \ ( a + t ) 1 & S.  (/  x=  S.p*x 


( a -4-  x)x  d x 


2 p. 


( a -f-  x ) *'  ( par 


la  réglé  fondamentale  (1)  ) = \.p  x(a-+-  x)x  x 
( a— i-x  ).  Nous  avons  dit,  dans  la  fedion  pré- 
cédente , qu’il  falloit  ajoûter  une  confiante  à 
l’intégrale.  Si  nous  faifons  cette  confiante  = C , 

i 

l’on  aura  y p1  ( a — x ) 7(  a-\-  *)-+-C(B) 
pour  l’intégrale  complette.  Pour  déterminer  la 
confiante  C , je  remarque  que  lorfque  x =-  o » 
l’efpace  a g M Pefl===  o,  & dans  ce  cas  l’intégrale 

± j 

B dcvient=  y p 1 a 1 -4-  C qui  doit  être  = o j 
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donc  ~ p a ’-q-C  — o , ou  C=o  — j.  p 1 a 1 ; 

I , 3 « 

donc  Taire  cherchée  cfl  •==  \ p 1 (a  — x ) 1 

*3  I 3 

j p 1 a *.  En  effet  } p î.  (a  -t-  a1  ) 1 exprime 

Taire  entière  A P M , tandis  qu’on  demande  cette 

I 3 

aire  moins  Taire  A ga  ; or  Taire  agX^==\  p 1 az— = 

I I 

~ p 2 a:  a = } b.  a. , puifqu’en  faifant  a A =*■, 

II  XI 

Ton  auroit  a g = b = p2  x 1 ==  pz  a1. 

. En  général  pour  trouver  la  confiante  C qu’on 
doit  ajoutera  l’intégrale,  on  fera  x = o ; fi 
alors  par  la  nature  de  la  queflion  l’intégrale  doit 
être  = o , & qu’elle  foit  effeélivement  = o , 

Ton  auraC=o;  ainfi  dans  le  troifieme  Pro- 
blème Taire  parabolique  a été  trouvé  =^y  x9 
qui  en  faifant  x =o , devient=o  ; donc  C =o. 

Si  l’intégrale  doit  être  =B.  lorfque  x =o , la 
confiante  qu’on  doit  ajouter  , doit  rendre  cette 
intégrale  = B ; c’efl  - à-dire  que  fi  l’intégrale  eft 
B -H—  D , Ton  doit  avoir  B-+-D  -+-C  = B,  ou 
D-hC  = o,  ou  C— — D.  Si  Ton  avoit  B — D. 
pour  intégrale , Ton  auroit  B — D H—  C=  B , 
ou  — D -4—  C = o , ou  C = -4-  D ; donc  la. 
confiante  C qu’on  doit  ajouter , efi  égale  à la  dif- 
férence de  l'intégrale  que  Von  a dans  la  fuppofi - 
tion  de  x = o avec  celle  qu'on  doit  avoir  dans 
cette  même  fuppofition , en  prenant  cette  différence 
avec  un  figne  contraire. 
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Dans  l’exemple  ci-deffus  , lorfque  x = o , 
l’on  doit  avoir  l’intégrale  B = o , tandis  que 
13  l t 

l’on  a | p * a 2 ; donc  C = — 7 pz  az. 

Si  dans  la  fuppofîtion  de  x = b , l’intégrale 
devoit  être  = B , & qu’elle  fut  = B + D , 
l’on  auroit  B 4_  D — t—  C = B,  ouC  = D. 
Ainfî  la  confiante  C fe  trouve  aufli  en  prenant 
avec  un  fîgne  contraire  la  différence  de  l’inté- 
grale que  l’on  a en  fuppofant  x = b avec  celle 
que  l’on  doit  avoir  dans  la  même  fuppofîtion  ; 
lorfque  C devra  être  = o , on  n’en  fera  pas 
mention. 


6.  Problème.  Quarrer  * toutes  les  courbes  dont 
V équation  ejî  y am-‘  = xm,  & qui  peut  re~ 
préfenter  les  paraboles  les  hyperboles  de  tous 
les  genres  , entre  leurs  ajj'ymptotcs.  L’on  a y 


— , S.  y d x— S. 


• , d x = 


— . — — donc  s’il  s’agit  des  paraboles , Sc 

(m  — t—  1)  am~  ** 

que  l’efpace  commence  à l’origine  des  x , en  fai- 

x m~*~ 1 

fant  x=o,  l’on  a — -=o,  ce  qui 

doit  être  ; dans  ce  cas  la  confiante  C efl=o. 
Si  m efl  négatif  , ce  qui  arrive  dans  les  hyper- 


’ Quarrer  & trouver  la  furface  font  ici  de;  termes 
fynonymes. 
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' boles  de  tous  les  genres  * , l’on  a 


a"  x ~m  1 


(m-h-l)  a~m~l 
. Si  A P = x = o 


( Fig,  4.) , en  fuppofant  m <^i , l’aire  fera  =0. 
Si  faire  commence  au  point  P , auquel  on  fup- 
pofe  x=A  P =£,  faire  P M S R doit  s’évanouir, 

a m 1 b ~m  *** 1 

lorfque  x = b ; donc  alors — h-  C 


1 — m 


. m I L — m 1 


-,  & l’aire  eft 


\ * — 


On  peut  remarquer  que  dans  cette  hyper- 
bole , l’efpace  infiniment  long  A B F M P . fitué 
du  côté  de  l’aflymptote  A B eft  fini , & l’efpace 
fitué  du  côté  ue  R eft  infini.  Car  en  fuppofant 

a.  m'*_  * . b e 

x = b , cet  efpace  eft  = — ( en  fai- 

C 

fant  I — m = c ) quantité  finie  ; mais  en  fup- 

CL  * ® QQ  t 

pofant  x = 00 , cet  efpace  eft  --= — - — 

cela  vient  de  ce  que  la  courbe  s’approche  plus 


* Car  alors  on  a.y.  a.  «=  x , ou  — — — 

a ’“"T  1 

I m m-4- 1 

— ou  y,  x = a équation  qui  peut  repré- 
senter toutes  les  hyperboles  entre  leurs  asymptotes. 
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rapidement  de  l’aflymptote  A B que  de  l’aflymp- 
tote  A R : pour  le  faire  concevoir , fupofons 
«-=  i & m «=  — | , m -f-  i fera  = j.  & 

l’équation  fera  j . I = x 3 = ; 

x T y x 

donc  les  ordonnées  P M = A D font  en  raifon 

inverfe  des  racines  cubes  des  x , ou  de 

donc  les  D M = A P qui  défignent  les 
ordonnées  par  rapport  à l’aflymptote  AB, 
font  en  raifon  inverfe  des  cubes  des  abeilles 
A D = y.  Au  contraire  s’il  s’agit  de  l’al- 


fymptote  A R , l’on  a P M ==  y =~—  £ 

* V*; 

la  courbe  s’approche  donc  plus  rapidement  d’une 
des  aflymptotes  que  de  l’autre , & cela  arrive 
aufli  dans  toutes  les  hyperboles,  excepté  l’hyper- 
bole ordinaire. 

Si  m > i ; on  pourra  exprimer  l’intégrale 
en  ajoutant  une  confiante  de  cette  maniéré  ; 


C—  

(m i).  xm~ 1 

s’évanouir  en  faifant  x 

a”-*-1 


. Si  cette  intégrale  doit 
===  o,  l’on  aura  C = 
oo.  Cela  arrive  ainfi 


parce  que  l’efpace  du  côté  de  B eft  infini.  Pour 
que  l’intégration  ne  foit  point  fruftrée , on  fup- 
pofera  une  abfcifle  A P fi  petite  que  l’on  vou- 
dra = b ; & c’eft  de  l’ordonnée  correfpon- 
dante  P M , qu’il  faut  commencer  à compter 
l’efpace  P M S R ; dans  ce  cas  cet  efpace  fera 
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= o , lorfque  x = b ; donc  C= 


(m  — l).b"‘~l. 


SC  l'aire  P M S R =—ljÉ^  - ( •. 

Si  x = oo,  le  dernier  terme  difparoit  , & 
l’on  a l’efpace  infiniment  long  P M S R = 
am~ *" 1 

;•  u-r  » & parce  que  en  prenant  les 

(m — i )•  b 


abeilles  fur  une  des  aflymptotes  , l’on  a dans 
toutes  les  hyperboles  , excepté  les  vulgaires  ; 
m < i , & en  les  prenant  fur  l’autre  , l’on  a 
m > i , un  des  efpaces  aflymptotiques  fera  fini 
& l’autre  infini , comme  on  l’a  déjà  dit. 


7.  Problème.  Quarrer  l'hyperbole  équïla- 
tere  entre  fes  asymptotes.  Quoiqu’on  ait  déjà 
réfolu  ce  problème  , en  réfolvant  le  précédent, 
nous  croyons  devoir  le  réfoudre  d’une  autre 
maniéré  ; foit  y x = a a l’équation  de  la 
courbe , l’on  aura , en  faifant  a = 1 , y x =1 , 


1 d x 

y = , S. y d x=S. 

y x y x 


ajoutant  une  confiante,  l’on  a L.  x -+~  C.  pour 
l’aire  B A R S F qui  doit  être  =^=  o,  lorfque 
x=  o , donc  C-i-L  • 0 = 0,  ouC  = — L ■ o ; 


donc  l’aire  cherchée=L*  x — L • o=L  • — 

o 

( car  par  la  nature  des  logarithmes  , le  loga- 
rithme du  quotient  eft  égal  au  logarithme  du  di- 
vidende moins  celui  du  divifeur  ) 5 ainfi  etv  fai- 
fant x = b = A P , l’efpace.  A P M F B fera 
infini , en  confidérant  o comme  une  quantité 

infiniment 
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infiniment  petite  & fuppofant  b finie  quoique  ex- 
trêmement petite. 

On  peut  voir  par-la  que  les  logarithmes  hyper- 
boliques tirent  leur  origine  d’une  hyperbole  équi- 
latere  dans  laquelle  la  puiflance  a a feroit==i. 

8.  P r o b l e m e.  Trouver  Vain  P M R S com- 
pnje  entre  deux  ordonnées  asymptotiques  PM,  RS. 
Soit  A P = £ , P R =s  i,RS  ==y  , par  la  na- 
ture de  l’hyperbole  équilatere , en  faifant  aa=  i , 
Ion  a y x ( b-+-  X)  = a*  = i j y 

S.ydX  = S.  aadx 


a a 


O.7«,=o.  =*  a a 

L .(£-4-*)  ==L.  -4-  C , en  ajou- 

tant une  confiante  , & parce  que  en  faifant 
x ~ 9 3 aire  cherchée  doit  être  = o , l’on 

V ' U ^ ° * ====  — L . b ; donc 

1 aire  cherchée  eft  ==  L.  ( J -+-  x ) L.b  . 

Si  x = b , Ion  aura  faire  cherchée  = L.  2 b’ ! 


T 2 b 

L r 


L.  a.  Si  x = 3 b y l’on 


L.b 

aL.  = — log.  b , Sc 

laire  PMRS  = L.-^-,  & en  fuppofant  fuc- 

ceffiuement  *==*,  3b,7b,  &c,  oulesab- 
ciflès^A  P = t,A»=si,A,=lil 

. f ® Progre(fion  géométrique, 

les  aires  P M S R , PM  [ r , &c.  ou 

. 2 , L»  . 4,  L .-8  , &c.  feront  en  pro- 
greffion  arithmétique  * Et  fî  l’on  fait  b ==  i 

Par  la  nature  des  logarithmes  , les  quantités  en 
progreffion  géométrique,  ont  leurs  logarithmes  en  pro- 
greflion  arithmétique.  . 

Tome  IV.  g 
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l’on  aura  la  progreffion  L.j,L.4,L.8,  &c» 
e=r=  o , L.  i , L.4,  L.  8,  &c.  ; car  L . 1 = o * 
c’eft-à-dire  que  le  logarithme  de  APeft  -■=  o , 
ou , ce  qui  revient  au  même  , que  les  loga- 
rithmes hyperboliques  commencent  au  point  P , 
auquel  x ==  o. 

Selon  ce  qu’on  a dit  dans  la  première  partie 
de  cet  ouvrage , le  fedeur  A M S eft  égal  à 
l’aire  P M R S ; donc  on  peut  prendre  les  fedeurs 
M AS,  M A fJ  &c.  pour  les  aires  correfpondantes 
ou  pour  les  logarithmes  des  abeilles  ÂR,  A r, 
&c.  De  plus  , félon  ce  qu’on  a dit  dans  la 
première  partie  de  cet  ouvrage,  ( voyez  les  pro- 
greflions  géométriques  ) fi  plusieurs  quantités  AP, 
A R , &c.  ou  1,2, 4,  8,  &c.  font  en  progreffion 
géométrique  ; leurs  différences  PR,Rr,  rî,  &c. 
formeront  une  progreffion  géométrique  4r  1 ; 
2:4:8,  &c.  & les  différences  P M R S , 
RS / r , &c.  des  aires  , ou  les  aires  correfpon- 
dantes feront  égales  ; car  L 2 — O = L 2 =a 

L 4 — L2=--*==L2,L$  — L4==. 


L4  — L2=-^  = L2,L8— L4==, 
2 

8 

L — = L 2 , &c.  ; donc  aulfi  les  fedeurs  corref- 

4 

pondans  M AS  , S A /,  &c.  feront  égaux  entr’eux  ; 
mais  l’aire  P M R S eft  finie  ; donc  puifqu’on  peut 
prendre  une  infinité  de  lignes  P R , R r , &c.  en 
progreffion  géométrique  , il  pourra  y avoir  une  in- 
finité d’aires  finies  aflymptotiques  ; donc  l’aire  en- 
tière P M u m à l’infini  fera  infinie. 

a a d x 

Remarque.  On  peut  intégrer  . = 

U — ( X 

— I • — I 

a a . (&- f-x)  . d x3  en  réfolvant  ( b -4- x ) . 
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en  une  lerie  par  la  formule  de  Newton  , 
faifant  m = — i , & f, 


en 


on  aura 


a ad . 


a a x d x 


a a x1  d x 
b~‘ 


CL  CL  X ^ //  *1? 

£-4 — » &c*  ^ont  intégrale  = a a x __ 

b 

■*  aax* 

— &c. 


««x1 
a b' 


3b* 


La  folution  du  Problème  précédât  peut  fervir 
à faire  trouver  une  logarithmique  dont  la  fous- 
tangente  foit  égale  à une  ligne  donnée  b. 

Ç.  Proble  Mjp.  Décrire  la  logarithmique 
dont  la  fous-tangente  = b.  ( Fig.  S.  ) Je  cher- 
che 1 aire  P M R S , en  fuppofant  x = b ^ 1 
<Fig.  4.),  ou  je  cherche  le  logarithme  hyperbo- 
lique de  2 , par  la  méthode  du  N°.  24.  de  la 
fedtion  précédente.  Je  multiplie  cette  aire  qu’on 
ffeut  du  moins  avoir  auflî  approchée  que  l’on  veut 
par  a a , & je  divife  le  produit  par  b.  De  forte 

que  fi  cette  aire  eft==  c s Ion  aura  = JL 

b b * 

en  faifant  a = 1.  Maintenant  je  fais  A P ( Fig.  4.  ) 
===  b , 8c  ayant  tiré  une.  ligne  indéfinie  A R 
( Fig-  $•  ) ’*"ur  cette  iigne,  jéleve  perpendiculai- 
rement AM  = b.  Je  prends  les  abeilles  A R, 
A r , &c.  en  progreflion  arithmétique , de  maniéré 
que , l’origine  des  abcilTes  étant  en  A , l’on  ait 
1 abeille  A R égale  à l’aire  divifée  par  b , ou  x — - 

Ba 
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Rr  = AR  = 


-J  &c.  * ou  A r = -r- , &c.  8c 

b 


les  ordonnées  A M = b , R S = 2 b , r /= 
4 b , &c.  en  progreflion  géométrique  ou  égales 
aux  abcifles  A PJ  A R , &c.  (Fig.  4.  ).  Cela  pofé  , il 
eft  vifible  que  les  abcifles  A R,  Ar,  ( Fig.  y.  ) 
font  les  logarithmes  des  ordonnées  correfpon- 
dantes  , & que  le  logarithme  de  l’ordonnée  AM 
= b eft  = o , parce  que  l’orioine  des  x eft 
au  point  A.  D’autre  côté  , les  logarithmes 
des  ordonnées  a m plus  petites  que  b , qu’on 
peut  fuppofcili  1 , (car  l’unité  eft  arbitraire ) 
font  négatifs  ; c’eft-à-dire  que  les  logarithmes 
x = A a , ( Fig.  J.  ) pris  à la  gauche  de 
AM,  font  négatifs.  De  plus  , en  fuppofant 
la  fous  - tangente  = b , l’on  a , félon  ce  qu’on 
a vu  feâion  précédente  ( 22  ) , l’intégrale 
d y 

S.  égale  au  logarithme  de  y , divifé  par 

la  fous  - tangente  de  la  logarithmique  dans  la- 
quelle on  prend  ce  logarithme.  En  faifant  ce  lo- 

x d y 

garithme  = x , l’on  aura  —r  = S.  — — , ou 

b >•  y 

x =bS.^-i  mais  (Fig.j*.  )RS  = A R(  dans  la 


* En  exprimant  l’aire  c par  un  nombre , on  con- 

cevra  facilement  comment  fou  peut, avoir  ,v  >=  ^ 

& mtmc  * = i. 
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Fig.  q..)  = b -+-  x & d L y = 


dy 

y 


b »+-  * 3 

donc  les  x ( Fig.  $.  ) font  égaux  aux  produits 

de  b par  les  aires  hyperboliques  c = S.  y-j— - 

( en  fuppofant  a = 1 ) multipliées  par  6 ; donc  les 

~ font  égales  à ces  aires  , ou  font  les  loga- 

rithmes  S.  — des  ordonnéescorrefpondantesjdonc 

parce  quon  a dit  ci-deffus  (fedion  précédente  22.  ) 
b eft  la  fous-tangente  de  la  logarithmique  dont  ou 
vient  de  parler. 

10.  Problème.  Quarrer  la  logarithmiqut 
de  la  Figure  ( y ).  La  fous-tangente  de  la  loga- 

y d x 

rithmique  étant  confiante  , l’on  a ~ = b ; 

donc  y d x = b d y , S y d x =^.bS  d y = b y ; 
donc  en  faifant  P N , l’efpace  infiniment 

long  P N m a fera  égal  au  redangle  de  P N par  la 
fous-tangente  b.  Par  la  même  raifon  , en  fuppo- 
fant R S •=  ? , l’efpace  infiniment  long  S m R a 

fera  ■=  b . \ \ donc  l’efpace  S R P N b y b ç 

=r-J.  (y  — ?)  ; c’eft-à-dire  l’efpace  logarith- 
mique compris  entre  deux  ordonnées , eft  égal  au 
produit  de  la  fous-tangente  par  la  différence  des  or- 
données. 

11.  Problème.  Quarrer  la  courbe  dont  l’équation 

■ ejly?=  a + b x -+-  C {—  / x J.  L’on  aura  S.y  d x 

= S.  ( ad  x-+-b  x d x— f—  C x 1 d x — f— / x1  d x) 
b x 1 Cx'}  . f x 6 


a x - — ' - — — - 1 


3. 


+ 


B 3 
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12.  Problème.  Quarrer  la  courbe  de  Vé- 
quation  y = a -1-  b xm~+-  c x*-4-D 
étant  des  nombres  pojîtifs.  L’on  aura  S.y  d x = 
S.  (ad  x -+-  b xm  d x -+-  c x”  d x -4-  D xf  d x) 

b xm  + l ex”-’  D*^' 

'■v.  aX-\-~  ; i ~4—  — ~ — ; . 

tn  \ - i n — {—  i j —j — j 

13.  Problème.  Qitarrer  la  traElrice.  Si  l’on 
conçoit  que  l’extrémité  T d’un  fil , fe  meut  le 
long  <d’une  ligne  infinie  BT,  ( Fig.  6.  ) tandis 
que  Ton  extrémité  M traîne  un  corps  M , ce 
corps  décrira  fur  un  plan  horifontal  la  courbe  A M 
qu’on  appelle  tradrice.  Pour  cette  raifon  cette 
courbe  aura  deux  branches  , car  le  point  T peut 
Te  mouvoir  également  de  B vers  T,  ou  de  B vers  D. 
De  plus , le  fil  M T que  je  fuppofe  = a , fera  par- 
tout une  tangente  de  la  courbe  ; ainfi  la  tangente 
de  cette  courbe  eft  confiante  & •=  a , comme 
on  Ta  dit  dans  la  fedion  précédente  ( 34  ).  Il 
clT  vifible  que  la  plus  grande  ordonnée  A B 
ell  = M T = a.  Qu’on  mene  les  lignes  infi- 
niment proches  LP,  N ; , perpendiculaires  à 
la  ligne  D T , & faifons  B P w=  F M == 
y j L M =s=  A F = x , & fuppofant  ti- 
rées les  lignes  que  repréfente  la  figure  , Ton 
aura  R m = dy  , M R = d x , P M = a — ■ 

x y M T — P M =P  T,  = a a — ( a — x )* 
. = 2 a x — x x , ou  P T =3  V ( 2 a x — x x ) ; 
mais  à caufe  des  triangles  femblables  P MT, 
M R m y l’on  a d x:  dy\:  a — x :V(2  a — xx)  ; 

, ou  dy  . ( a — x ) = d x . \f(  2 a x x x ). 

Si  du  centre  B avec  le  rayon  a l’on  décrit  un 
quart  de  cercle  AD,  l’élément  F / n u de 
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ce  quart  de  cercle  , fera  — / F . f u = 
d x V (2  a.  x — x x ) ,*  tandis  que  lelément  PpRm 
de  la  tradrice  eft  égal  à dy . ( a.  — x ) ; donc  en 
faifant  x = a y l’efpace  infiniment  long  B T m A , 
compris  entre  la  tradrice  & fon  aflymptote  B T eft 
égal  à un  quart  de  cercle  dont  le  rayon  eft 
égal  à la  tangente  de  la  tradrice. 

Cor  o ll  a 1 re.  Si  l’on  fait  PM=jy , BP=r,' 

l’on  aura  MT  ’_pM  = PT  = flfl — y%  , 
PT  = v'(Æa  — y y),  M.m  = \/(dx*-+-  dy1) 
. mais  à caufe  des  triangles  femblables  M m R , 
M P T , l’on  a M P (jy  ) : P T = V ( a a — y y > 

, ,,  , — dy  \'(aa — yy ) 

—dy  **:  dx=  y 

qui  eft  l’équation  de  la  coiÉbe  telle  qu’ôn  l’a  don* 
‘née  dans  la  fedion  précédente  ( 34.) 

14,  Prob  leme.  Quarrerle  cercle.  Soit  ADC 
un  quart  de  cercle  , ( Fig.  3.  ) dont  le  diamètre 
= a , l’abcifTe  A P = x,  & l’ordonnée  P M «= y. 

‘Par  la  nature  du  cercle , l’on  a y = V ( x — x x)t 
' S.  y d x = S . d x.  ÿ ( a x — x x ) = S.  d x . 

I 

\fx  . \/(a — x).  Réfolvant  (a  — x)  ==  (fl  —~-x)% 


* car  l’ordonnée  de  ce  quart  de  cercle  eft  — ^(xax—xx). 

**  dy  a le  ligne  — parce  y diminue  lorfque  x aug*- 
mente.  Si  l’on  fait  mouvoir  le  point  T vers  la  gauche 
en  allant  de  B vers  D , on  décrira  une  autre  branche 
égale  & femblable  à la  première.  Si , parce  que  P T eft 
fituée  à la  gauche  de  P M , on  vouloir  prendre  le  radical 
avec  k ligne  - , le  fécond  membre  de  l’équation  auroit 
le  ligne 


Digitized  by  Google 


34  Cours  de  Mathématiques. 


en  une  férié  par  le  binôme  de  Newton  , & mul- 
tipliant tous  les  termes  de  la  férié  par  x * d x ; 
l’on  aura  dx  . (ax  — . xx)  = a*  x*d  x 

I i 

x 1 d x x-dx  ï*. 

r-  ~rr  t — » &c.  =s  a x d x — 

2 fl  2 8 a ï 

i.  - d x 

x * dx  x 1 

; * r * — Scc.  dont  l’intégrale  =» 

il,  2a»  i,2  .4a* 

^ /rîvl  **  - * 1.3*'* 

o I i *“  F 

3 7 A 1 4. 7. fl»  ^.O.j)flï 

ï . 3 • 7 • 2 o*  rt  r • 

* . — _ j ^c.  Si  1 on  fait  x = ~ a; 

4 . 6 . 8 . 11  a» 

l’on  aura  le  quart  de  cercle  ADC,  dont  le  qua- 
druple donnera  le  cercle  entier  ; fi  le  diamètre  étoit 
2 a,  l’on  auroit  S y d x ^==S.dx  */  ( 2ax — xx)* 
Autre  maniéré.  Si  l’on  fait  le  rayon  = a , 
& que  l’on  compte  les  abcifiès  C P du  centre , Ion 
aura_y  — V (aa——xx)S>cS.ydx-=S.dx  (aa — x*} 
= C D P M ; réfolvant  en  férié  y ( a a — fl-  fl-) 
multipliant  par  d x,  & intégrant , il  vient  S.dx  . 

(a  a —x  x)m=  a x — — — 

2.3.Æ  2.4.7  a > 

1 . 5 ar T 

*—• 7 r 1 s Ax. 

2 .4 . 6 ,7a  ‘ 

Si  l’on  fait  C P=  C A=  a , l’on  aura  le  quart  de 
cercleCDA  = ««—  — ,Scci 

2,3  2.4.7 
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Autrement.  Soit  la  tangente  Af  = x ; ayant 
mené  les  fécantes  C t , C T infiniment  proches , 
& du  centre  C décrit  l’arc  t s , qu’on  pourra  regarder 
comme  une  ligne  droite  perpendiculaire  fur  CT  , 
l’on  aura  t T = d x & les  triangles  Tr  /,  CTA, 
ou  Cf  A ( car  les  angles  CTA,  C î A peu- 
vent être  regardés  comme  égaux  ) feront  fembla- 
bles  , aufli  bien  que  les  triangles  C t s , C ri  ; 
donc  en  faifant  A C = a , l’on  aura  C t =» 
V(  a a -Hrr)  : C A=  « : : T t±s=  dx  : t s =r 
a d x 


V(a 


x z ) 


: l’on  aura  aufli  C t : C i î : 
/.  adx 

r i =• — - — — — = a1  d x . ( a a -+-  x x ) 


a fi  —H  AT  AC 


C r a 

Multipliant  cette  quantité  par  = — , l’on 


aura  le  feéteur  élémentaire  C i r = 


d x 


a3  X 


(a  a —4—  xx  )~"1.  Réfolvant  en  férié  (a  a —J—  x x ) "*  %' 
multipliant  tous  les  termes  par-—-  a 1 , on  trouve  le 


fe&eur  C A r = $,- 


a3  dx 


a x 


a ( a a -4—  x x ) 


, &c.  Si  l’on 


AT  3 f X5  X 7 

6 a 10.  a3  14.fi5 
fait  AT  e=a  a ; e’efl-à  -dire  , fî  l’arc  Ar  efî 
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de  * , l’on  aura  le  feâeur  CA  r = — — 

2 


æ a a a a a 

— H- -jg-,  &c  ; & enmultl- 

pliant  tous  les  termes  par  8 , l’on  aura  l’aire  du 
cercle  entier. 

i y.  PROBLEME.  Quarrer  la  cicloïde.  ( Fig.  7).  Soit 
V n y , l’on  aura  ir^=  n s = dy  , & faifantle 
diametreD  C du  cercle  générateur  D P =x , 

1 un  aura  P M = V C cl  x — — ar  ar  ),  Mais  félon 
ce  quon  a dit  ci-dellus  , ( feéiion  précédente 
13),  la  corde  D M eft  parallèle  à la  tangente  T n 
de  la  cicloïde  ; donc  les  triangles  DMP,nii  ** 
font  femblables  & donnent  D P : P M : : nr  = 
P p = dx  : r ï=  ns  t ou  x (a  x — x x ):  : 


, d x \/  ( a x • — xx 

d x : n s = 


Si  l’on  mul» 


x 

tiplie  n s par  L n ==*  x , l’on  aura  l’élément  Lui/ 
de  l’efpace  extérieur  A F D = dx\/  (a  x — xx); 
or  cet  élément  eft  celui  d’un  demi-cercle  dont  le 
diamètre  = a ; donc  l’efpace  extérieur  A F D eft 
égal  au  demi-cercle  générateur  ; mais  l’efpace  en- 
tier A F D C eft  égal  au  produit  de  A C par  D C, 
ou  de  la  demi-circonférence  du  cercle  générateur 
par  fon  diamètre , ou  eft  = a . b , en  faifant  la  de- 
mi-circonférence du  cercle  générateur  = b , tan- 
dis que  le* demi-cercle  générateur  eft  •=  - ; 

4 


\ 

"La  tangente  de  4J0.  eft  égale  au  rayon , comme  on  l’a 
dit  dans  la  Trigonométrie. 

**  On  peut  regarder  l’arc  ni  comme  le  prolongement 
de  la  tangente  T n. 
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donc  l’efpace  cicloïdal  A D C = ~ . a . b ; ceft- 
à-dire , la  demi  cicloïde  ADCeft  triple  du  demi- 
cercle  générateur , & la  cicloïde  entière  eft  triple 
du  cercle  générateur  *. 

16.  Problème.  Quarrer  la  CiJJoïie.  (Fig.  8). 
Par  la  nature  de  cette  courbe  en  faifant  le  diamètre 

du  cercle  générateur  = 2 a , l’on  a y 1 = 
x } 

= — , en  fuppofant  2 a = 1 „ y = 

1 ■ — x 


x * ( 1 — x ) z f S.  y d x ==  S.  7 X 

(1 — Ar)“  Élevant  1— vàla  puiflance  — f ; 

multipliant  enfuite  tous  les  termes  de  la  férié  rér 

î 

fuîtante  par  x 1 d x , l’on  aura  S.  ~=3 

(t — „v)ï 


i X 3 
7 * 


.ill 

4.9 


4.6.11 


. x s,  &cl 


* Si  Ion  compte  les  ordonnées  depuis  le  diamètre  du 

cercle  générateur,  les  ordonnées  Pr=*  D L étant  —y, 

„ , _ _ , dx\  (ax  — xx) 

8c  ns*~ay,  onauraL  n=x8cay  = - , 

ou  a jc  — — ^ ^ , en  changeant^  en  * , * 

en  1 & faifant  de  plus  le  diamètre  du  cercle  généra- 
teur = 2 a.  Nous  ferons  ufage  de  cette  équation  au  N* 
304.  de  U Seétian  troifîcmç, 
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Autrement.  Suppofons  AB  = æ,AP  ==x, 

J 

P M y f l’on  aura  ^ r = , ou  a y 1 

(X  1 x 

— y 2 • x = x 3 , 2.  a y d y — 2 x y d y 
* — y 2 dx=3  x 2 d x , 2 dy  . (a — x ) — y d x — 

3 x x d x 

- — - ; mais  en  fuppofant  P N ==  u , l’on  a 

par  la  nature  de  la  courbe  PM  : PA  : : PA  : PN  = 

X 1 

u = — fuppofant  de  plusPB==a — x=  3, 

on  aura  a .3  dy — y d x = 3 u d x , &c2S.?dy 

— S.ydx  =- 3 S.udx.  Mais  ud  x =rP  N . P p , 
«fi:  l’élément  du  demi  - cercle  A N B , 3 d y = 
B P . d y ■=--  B p . d y = m R . f m , eft  l’élément 
de  l’aire  AmBR,&ydx  = P M . P p , eft  l’élé- 
ment de  l’aire  A M D B,  & quand  S.^dy  exprime 
l’aire  entière  A B R m , comprife  entre  l’aflimptote 
& la  branche  A m , S.  y d x exprime  aufli  cette 
aire,&  alors  S.  3 d y=S.y  d x ; donc  alors  2 S.  \dy 

*• — S. y d x=  3 S.  u d x,  devientS.  3 dy = 3 S.  u d x. 
Mais  S.  u d x exprime  le  demi -cercle  AN  B; 
’donc  l’efpace  entier  A m B R eft  triple  du  demi- 
cercle  générateur  , & l’efpace  entier  S A m R F eft 
triple  du  cercle  générateur. 

I7.  P R O B L E M E.  Quarrer  ta  courbe  exponen- 
tielle dont  V équation  eft  y =x*.  Selon  ce  qu’on 
a dit  dans  la  première  partie  de  cet  ouvrage , ( cour- 
bes algébriques  47.  ) iî  le  logarithme  hyperbolique 


d’un  nombre  eft 


, Pz  . P , P 4 

4 p. 

" 2 2.3  2.3,4 


p , ce  nombre  fera  = 1 —H  p 
— ^ 1 — H &C. 

2.3,4  2 • 3 • 4 • £ ■ 
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Le  logarithme  hyperbolique  de  x * étant  = x L x 
- — L.jy  ; je  fubftitue  x L x au  lieu  de  p dans  cette  fé- 

X ^ T j ÿç  ^ 

rie , pour  avoir  1 -+-  x L x 
x 3 L.  x * 


{-  &c.  = x *=  y y S y d x = Sx*  A.  x 

x1  L.x  1 d x - 


2.3 

— — ! S.  C d X AT  L.  JC  . d X —i 

a:  3 L.*1*  d a: 


2.3 


t-  &c.  ).  On  prendra  les  intégrales  de 


chaque  terme  , en  négligeant  les  divifeurs  de  ceux 
qui  en  ont  en  cette  maniéré. 


S.  dx  — x 

S.  x.L.  x.  dx—-\-xl  L.x ~x^ 

21 

S.  X *L.X  dx^-~.x  3Lx X5L.X  + 

3 1 


S.  x . 5 L.  x dx—-~r-  x / L.x’—  2-  x'  L.x  4- 

4l 

2.3.x4  L.x  2.3.x4 

ï1  î1 

S.  x 4 L.  x </ x==-f-x*  L.x+— . x 3 L.x*-t* 

5* 

3-4.x5L.x  2.3.4.x’L.x  l2*3.4x5 

51  5 + 5 ‘ 
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La  loi  de  la  progrefîïon  eft  facile  à concevoir, 
& l’on  peut  facilement  l’appliquer  aux  autres  ter- 
mes. Si  Ion  différencie  une  de  ces  intégrales  , l’on 
trouvera  la  différentielle  correfpondante  : Par 


exemple,  en  différentiant  7 x1  L.  x — ~x%  l’on 

2 

aura , en  .faifant  varier  fuccefïivement  x & L.  x, 

„ , _ , , d X 2xd  X , 

J xdx  L.Ï+-X1 r — =xL.xd  x-f- 

“ T O 


\ x dx  — ■ '-xdx  = xL . x d x * , & ainfi  des 
autres.  En  fubftituant  les  valeurs  des  intégrales , & 
ne  négligeant  pas  les  divifeurs  qu’ont  les  termes 
avant  l’intégration , l’on  aura  : 


"Can*  =4  & 2 ^ - ~—x  dx  =-l-xdx. 

a 4 i 
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Cette  formule  repréfente  l’aire  cherchée.  Si  l’on 
fait  x = i , alors  L.  x=o  j & il  ne  refte  que  les 
termes  qui , dans  les  fériés  horifontales  , occupent 
le  premier  rang  ; donc  l’aire  de  la  courbe  comprife 
entre  deux  ordonnées,  dont  l’une  répond  à x=  o , 

& l’autre  à x = i , fera  = i — *•  — i — | I— 

2 2 3 3 

i 1 i i 

' -*-~s Cette  fé- 

rié eft  fi  convergente  que  le  dixième  terme  — - — 

IO  10 


eft  feulement  ===== 


io  , ooo  , ooo  , ooo 


1 8.  Remarque.  L’on  peut  voir  par-là  qu« 


S.  x " ( L.  x) m d x = ( 


1 L.jr)"— 


(WTF*  <L,ir) 

* (L-I) ( m i)ï * 

rj.,,  ] m.(n>—i).m.(m—2).(m—j) 
(m~+~  i ) s 

a m ■*" 1 ( L.  a)  M — 4 H—  &c.  La  férié  finit  au  terme 
auquel  l’expofant  de  L.  x = o ; car  les  termes  fui- 
vans  devant  être  multipliés  par  cet  expofant , fe- 
ront tous  = o.  Pour  fe  convaincre  que  c’eft-là 
l’intégrale  de  a m L.  x n d x , l’on  n’a  qu’à  la  com- 
parer avec  la  cinquième  ci-deffus , en  faifant  771=4. 
Si m=i,  l’intégrale  fera ■=-. x 1 . (L.  x) — '-x2, 

l’intégrale 
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I’int,;«ra,e  s-  jjh? eft = r=7n  L‘  * Cat 

en  différentiant  cette  derniers  quantité  & fuppofant 

' i 

L. x=£,ron  aura  ^ - x (i  — m)  d j 

= rm  J x = ^L.^y»  puIfque  i ? =*  * L*  * 

= — . Si  m = — I , cette  intégrale  fera  (L.x) 1 j 
x 

on  pourra  donc  employer  dans  ce  cas  cette  for- 
mule , au  lieu  de  la  férié  précédente  dont  tous 
les  termes  deviennent  infinis  lorfque  m i 
= o.  Enfin  fi  m eft  négative  ou  fractionnaire  , 
Tort  n’aura  S.  x " ( L.  x ) ” d x que  par  une  férié  in- 
finie , excepté  le  cas  dans  lequel  m = - — ■ i. 

ip.  Problème.  Quarrer  l’ellipfe.  L’équation 
à l’ellipfe  en  faifant  le  demi-grand  axe  = a , le 

demi-petit  axe  = b , fera  y 1 = ( aa — xx), 

a a 

en  comptant  les  abfcifles  C P ( Fig.  p.)  depuis  le 
centre,  & faifant  P M=y;  donc  l’élement  de 

* ^ 

l’efpace  CDMP  eft  = y d x-=  —dxÿ  (aa — xx), 
& S.  y d x = S.  d x ( a a — xx).  Or 

CL 

S.  dx  \ ( a a — x x ) eft  égale  à l’aire  C F m P 
qui  appartient  au  quart  de  cercle  CFA,  dont 
le  rayon  — a ; donc  l’aire  de  l’ellipfe  eft  à celle 
d’un  cercle  décrit  fur  fon  grand  axe  pris  pour  dia- 
mètre , comme  ~ S . d x\/(  a a — x x)  : S.  d x « 

\f(  aa  — x x ) : î — i 1 a b ; a i c’eft-à-dife  , 

comme  le  petit  demi-axe  eft  au  demi-grand  axe. 
Tome  IV i C 
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Si  Ton  compte  les  abfciffes  du  fommet  A , l’aire 

AMP  fera=  j-S.  dx  (2  eut  — x x ) ; or  S.  d x . 

Va  a x — x x)  eft  égale  au  demi  fegment  cir- 
culaire AP  m ; donc  en  intégrant  d x y (2  a x — xx), 
l’on  aura  par  les  fériés  ce  demi-fegment  circulaire 
qui  deviendra  égal  au  demi-cercle  en  fuppofant  dans 
l’intégrale  x = 2 a , & multipliant  cette  intégrale 

par  -~t  l’on  aura  l’aire  d’une  demi-ellipfe  ; or  on  peut 
intégrer  dx  \/  (2  a x — xx)  =d  x . x » (2 a — x) , 

en  réduifant  \/(  2 a — x ) = (2  <z—  x)  ï , en  une 
férié  infinie  par  la  formule  ( a -+~b)m,  en  fubfti- 
tuant  2 a au  lieu  de  a , ou  fi  l’on  veut  en  fubfti- 
tuant  c au  lieu  de  a , & — x au  lieu  de  b 3 muiti- 

1 

pliant  tous  les  termes  par  dx.x  » & intégrant. 

Remarque.  Si  l’on  décrit  un  cercle  d’un 
rayon  =V  (a  •b),  ou  d’un  rayon  moyen  propor- 
tionnel géométrique  entre  le  demi-grand  axe  & le 
demi-petit  axe , ce  cercle  fera  au  cercle  dont  le 
rayon  = a , comme  a b : a a ( par  ce  que  les 
cercles  font  dans  les  rapports  des  quarrés  des 
rayons  ) : : b : a. 

Mais  on  vient  de  voir  que  l’ellipfe  étoit  au  cer- 
cle décrit  fur  fon  grand  axe  , comme  b : a ; donc 
en  faifant  = S , l’aire  de  l’ellipfe , B étant  l’aire 
du  cercle  dont  le  rayon  = \ a b , A > l’aire  du 
cercle  dont  le  rayon  = a,  l’on  aura  S:  A : : b : aSc 
B : A b ; a ; donc  S : A : : B : A J ou  , alter- 
nando  , S : B : : A : A.  Donc  S = B ; c’eft-à-dire , 
que  faire  d’une  ellipfe  eft  égale  à celle  d’un  cercle 
dont  le  rayon  eft  moyen  proportionnel  entre  le  de- 
mi-petit axe  & le  demi-grand  axe. 

Si  fon  vouloit  quarrer  l’ellipfe  par  le  moyen  de 
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1 élément  du  fedeur  CDi;  après  avoir  mené  la 
tangente  BT,  1 ordonnée I H,  & décrit  du  centre  C 
les  arcs  infiniment  petits  / R , /r , l’on  feroit  C H 

— Cf  d°pc  = 

• — • W » c car  / I eit  infiniment  petite  ) j mais  à 
caufe  des  triangles  femblables  CHi,CBT,  l’on 

n x:7  :t  a t BT  x:  a ::Ci  ^ 

V(yy-+-xx)  : CT— c t * — A^<yy-±j*x±. 

Mais  rabfciflç  * croilTant  BT  = diminue,auflî 

bien  que^y  ; donc  la  différentielle  T r de  B T fera=i 
■ — axdy  a y dx 

■ x x — j mais  a caufe  des  triangles 

femblables  T/7,  T B C , l»on  a CT  : C B : : T r s 
xx\  — axiy~\-aydx 
* " xx  : 

r t — a r d y -4—  a y d x 

J 7V( yy-+-xx)  * maiS  leS  fe<aeur^ 

femblables  C t /,  C R f**  donnent  C t :ft  : ; Cfx 

yy  xx  ) . — "xdy+aydx 
x x V iyy-i-xxÿ  ! 

yf(v  y-4-^r^/W —xdy~Hydx 

V(  x^-t-y*)  * 


. . 9 f ^ ccn^e  égale  à C T > les  points  T & t étant 
infiniment  proches. 

Le  feâeurs  femblables  font  ceux  dont  les  arcs  m«- 
ftrenr  des  aogles  égaux. 

C a 
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Multipliant  / R par  ~ l'on  aura  le  fefleur  élé- 
«/CR^^^^-Maispar 

la  nature  de  1’ellipfe.y  = 1 V(aa  — xx')*  dy 

. . — b x d x ; donc  en  fubftituant  ces 

a V ( a a — x x ) 

b x1  dx 

valeurs,  l’on  aura  le  feéteur  C/R  xa\  ( aa - — xx) 


. bdx  x\/(^ — # *)— (en  réduifant  au  même 

2a 

bxtdx — a ab  dx —b  x x dx  

dénominateur) \\a~a— x xV 

a b d x tlL  d x.(  a a — xx)  T.Ré- 

— x x)  2 

folvant  {aa  — xx~t  en  férié  , multipliant  en- 

a .b  . 

fuite  tous  les  termes  de  la  iéne  par  ^ « * , 

n bdx 

& intégrant  , l’on  aura  S.  2y(aa xx  ) ' 

bx  bx*  h_  3bxl_^  /i_fl_+.&c.Sil’on 
2 J 2 a a 8 O.  a*  224.  a 

fuppofe  x=a,  l’on  aura  le  quart  de  fellipfe  C D B 

__  hJ_  _t_  *£_  -t-  lii  H-  l^-.&c.dont 
* ’ 2 12  80  224  • 

le  quadruple  donnera  l’aire  entière  de  l’ellipfe. 

20.  Problème.  Soit  Juppojée  la  circonfé- 
rence A H B (Fig.  10.)  d'un  quart  de  cercle  étendue 
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en  une  ligne  droite  a b , dans  laquelle  en  fuppofant 
les  abfcijjes  a h égales  aux  arcs  A H , les  ordonnées 
correfpondantes • h m f oient  égales  aux  Jinus  M H de 
tes  arcs  , on  demande  la  furface  a b c , de  la  courbe 
am'c  , quon  appelle  courbe  de  Jinus.  Soit  le  rayon 
C A = a y l’arc  A H = a h = x , le  (mus  M H 
de  cet  arc  ==  h m = y ; ayant  mené  les  lignes 
H P , I D perpendiculaires  fur  C B & tiré  les  rayons 

C H ^ C I » l’on  aura  H P = a a — y 1 = C H 

— CpWCH-HM’i  & HP  =xjaa—yy), 
& fa  différentielle  Ho,  en  fuppofant  l’arc  H I in- 

y d y 


finiment  petit , fera  = 


, qu’on  prend 


V (aa— y}) 

avec  un  ligne  contraire  , parce  que  l’arc  croif- 
fant  aufli  bien  que  fon  finus  , H P diminue. 
Les  triangles  C I D , H I o , ayant  leurs  côtés 
perpendiculaires  , font  femblables  ; donc  C D 

e=y  : C I = : : H o ydy 


H 1 = 


— yy) 

;donc l’élément  krmn 


d x = h r = dy  , 

V — yy} 

d y d y 

- — , dont  l’intégrale  ou  l’aire  ahm 


V~(aa  — y ») 

==S.  a y dy  . (a  a — - y y')^  = — a\/’(aa — -yy) 
*-ï-C.Pour  déterminer  la  confiante  C,- je  feis^=  o; 
dans  ce  cas  l’on  doit  avoir  a h m = o ; donc  — - 
a\Ta  a — f-  C = o,  ouC  = -t-  a V a a =-■  a a ; 
donc  l’intégrale  complette  eft  a a — a V (a  a — y y). 
Si  l’on  fait  y = a = b c,  l’on  a l’aire  entière  abc 
*==  aa  — ayT o ==  a a = A C B F quarré  de  a. 

C 3 
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21.  Problème.  Quarrer  V hyperbole  AG, 
rapportée  à / es  axes.  (Fig.  1 1 Soit  le  demi-premier 
axe=  a,  le  demi-fecond  axe  = CJB  = b.  Par  la 
nature  de  la  courbe,  en  comptant  les  x depuis  le 

b b 

fommet  A , l’on  aura  y 2 = (2«  r + rr) 

a a 

& fi  l’on  fait  b = a ; c’eft-à-dire , fi  l’hyperbole 
eft  fuppofée  équilatere  , Ton  aura  S.  y d x = 

S.  dx  (2  a x —F-  x x ) » ; tandis  que  l’aire  S,  y d x 


de  l’hyperbole  non  équilatere  fera 


a 

T 


S.  d 


■ 

(2  a x— |— x x)  » ; donc  fi  l’on  a l’aire  de  l’hy- 
perbole équilatere  * & qu’on  la  multiplie  par  ~ , 


il  en  réfultera  l’aire  de  l’hyperbole  non  équila- 
tere. Pour  avoir  l’aire  de  l’hyperbole  équila- 
tere , on  réduira  (2  a -f-  x ) » en  férié , en 
faifant  pour  fimplifier  2 a = c ; multipliant  enfuita 

tous  les  termes  par  x » dx,8c  intégrant, l’on  trou- 
vera , toute  rédu&ion  faite,  S.  y d x = S .dx. 


(c  x x X)  = \/  x . ( y x 


1.3*  + 


4.7 a a 4. 6 . 9 a 1 


Sa 

&c.),en  remettant  la 


valeur  de  c.  En  multipliant  cette  férié  par 


l’on  auroit  l’aire  d’une  hyperbole  non  équilatere. 

Si  l’on  compte  les  x depuis  le  centre  C , l’élément 
del’aire  de  notre  hyperbole  fuppofée  équilatere  fera 
~=-dx  y(  xx  — aa),  parce  que  dans  ce  cas  y -=* 
(x  x — « a).  Si  l’on  vouloit  l’élément  de  Taira 


« 
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A G H C , l’on  auroit  H G = C P = ï,&HC 
= G P=jy  ; mais  l’équation  feroit  y 1=x  x — . 
a a , ou  x1  =y  y -+-  a a;  li  l’on  fait  C H = 

P G = x , &CP  = HG  = y ..l'on aurayy  ==s 
xx  —H  o.  a,  y = G H ==  y/  (xx  -4-  a a)  ,y  d x 
= d x . \f( x x -+-  aa)  , & l’aire  cherchée  =s 
S.  d x y(  x x — f-  a a).  Si  l’on  fait  G P =y  , 
l’équation  G H = y ( x x — f—  a a)  donne  G H 
s=  \/  C y y — f—  a a ) » parce  que  x'fe  change  en  y j 
donc  P p différentielle  de  C P = G H devient 

=• y(yy+aa)'  MuItiPliant  P P Par  GP,  * 

Ton  a la  différentielle  de  l’aire  AGP  = 

---y,  iy r-  Si  l’on  vouloit  avoir  l’aire 

y/(yy-+-aa  ) 

C A G H exprimée  par  l’ordonnée  HG  au  fécond 
axe , en  faifant  H G =y , l’on  auroit  C H = G P 
= x**=  y1  — a1  , CH  = }/( yy  — aa), 
fa  différentielle  H D = 17/  V^V r,  & 

V(yy  — 

l'élément  D H G g = 

Comparons  ces  élémens  de  l’aire  de  l’hyperbole 
équilatere  , avec  ceux  de  l’aire  du  cercle.  En  fai- 
fant le  rayon  du  cercle  a , (Fig-  3.)  & A P 
«es  x , l’élément  de  l’aire  circulaire  fera  = d x. 

\/ ( 2 a x — xx  ) =d  x . \/(ax — xx)  (en 
faifant  le  diamètre  = a).  Mais  l’aire  fera  -=  S . d x . 
\/(a  a— *-v  x)  , le  rayon  étant  — a,  & l’origine 
des  x étant  au  centre.  Tout  cela  luit  ce  qu’on  a dit 
ci-deffus  (14). 

Si  on  fait  C H ==r  x •=  \ / (a.a—y  y),Hi  = 
y , rl  =dyi  i { = H h = + d x(  les  fignes  — t— 

• C 4 
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qu  — ont  lieu  félon  que  x va  en  augmentant  ou 
en  diminuant  ) , les  triangles  Ç H / , r i l ( fem- 
blables  parce  qu’ils  ont  leurs  côtés  perpendiculaires) 
donnent  V C <za  — jyj)  1 y : : dy  : ±d  x = 


y (a  a y~)'  Parce  clue JX  diminue  lorfque 

X augmente , l’élément  y d jc  de  l’efpace  C D i H , 
— - y y d y . 

fera  = — V ' T*  S’il  s’agit  au  contraire  de 

y {a  a — y y y ) 0 

l’efpace  AH/,  foq  élément  eft  ==  - — d x . y = 

^ > Parce  <lue  dans  Ie  premier  cas  d y 

a le  ligne  & le  ligne  -f-  dans  le  fécond. 

L’on  peut  auflî  comparer  les  feéleurs  circulaires 
Ce  les  arcs  circulaires  avec  les  feéleurs  hyperbo- 
liques ? qui,  félon  ce  qu’on  a dit  ci-deffus , peuvent 
être  regardés  comme  les  logarithmes  des  abfcilfes 
çorrefpondantes  ; donc  les  feéleurs  correfpondans  à 
des  abfcifles  en  progrelfion  géométrique , font  en 
progrelfion  arithmétique.  Si  l’on  divile  ces  feéleurs 
par  la  moitié  du  demi- axe , ils  feront  encore  en 
progrefliion  arithmétique , & nous  appellerons  lo- 
garithmes hyperboliques  d’une  dimenfion  , ou  lo- 
garithmes hyperboliques  /impies  , ces  feéleurs  ainfi 
divifcs. 

Selon  ce  qu’on  a dit  ci-deflus  (14)  en  faifant 
la  tangente  N T ( Fig.  3.  ) , = ,r , & le  rayon  du 

cercle  = a , le  feéleur  C i r eft  : 


2 . ( aa—\—x  x). 
Mais  le  feéleur  réfulte  de  l’arc  i r multiplié  par  la 

moitié  — du  rayon.  Donc  en  divifant  ce  feéleur 


, « « « dx 

çlementaire  par  • — -Ion  a — 
r A * * 


x x 


pour  l’clé- 
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ment  de  l’arc  A r,  & l’arc  A reft  =S.— — 


x .*;■ 


sa  -hïï 

A caufe  des  triangles  C H i , r i 1 ( Fig.  3.  ) , fem- 
blables , parce  qu’ils  ont  leurs  côtés  perpendicu- 
laires , l’on  aura  ri : il  = H h : : C i : i H , ou 
en  faifant  A H = x , H h = dx ,r i : d x n a: 

/ . . . a d x 

y(  2 a x — x x)  , ou  ri  = —7- 

v v y (2  a x — JT  x ) 

A i D.  Si  l’on  prend 


a d x 


&S*-77 v 

V (2  a v — x *•  ) 

les  abfciflès  du  centre  C , l’on  aura  H h = l i 

as=  — d x : donc  i r : — dx  ::a;\/(aa  — xx) 

a « cl  d x ».  a..  . 

Sc  ri  = — — • De  meme  Ion  a ir î 

\/  ( a a.  — x x) 

ri : : C i : C H.  C’eft  pourquoi  en  faifant  i H =yi 
l’on  a rl  = {ly  , CH=  \/(  aa  — y y)'»  donc 

a d y 


ir:dy::a:\/(aa—yy),ouir=viaa__yyy 

Les  triangles  femblables  Tt/,  C T A & les  lec- 
teurs femblables  C i r , C f t , donnent  i r : t f : : 
C i = CA:  C t . & ft  : f T : : C A : t A , ou  ft 

ÇA  . fy 

Subftituant  cette  valeur  au  lieu 


t A 


t A 

i r : f T : : C A : 


t A 

: C t ::  /T  : 

Ct  . t A 


ou  j r î 


j r t»  • CA. /T  -,  . - 

de  y t , I on  a 1 r : — ^ — : : C A : L >t , 

C\::-n  t 1 : Cr  ::  /T  : ; donc 


CA 


CA 

CA2:  Cf.r  A, 
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ou  i r : /*  T : : C A î C t , t A ; donc  en  faifant 
la  fécante , Cf  = f,  l’on  a i r : d f '=  / T : : 
— aa):  car  alors  t A = \Z(// — aa), 

Oü  ir  = - — -~a  J"  ^ Si  l’on  multiplie  la 
— a“)  r 

valeur  de  i r par  — , l’on  aura  le  feéteur  élémen- 


taire C i r 


a 3 d f 


Si  l’on  fait 


2 v (Z1—  a a)’ 
la  co-tengente  = a1 , l’élément  i r de  l’arc  A D fera 

— CL  2 d X 

-,  & le  feéteur  C i r confidéré  comme 


a a 


xx 


-a*  d x 


l’élément  du  fedeur  C A i fera  = -,  N , 

2.  ( aa-\~xx ) 

parce  que  l’arc  A i augmentant , la  co-tangente  di- 
minue , & fi  Ton  fait  la  co-fécante  =fc  ft  l’on  aura 
les  mêmes  formules  que  l’on  vient  de  trouver  en 
employant  la  fécante,  mais  elles  feront  affe&ées  du 
figne  — , pàrce  que  la  co-fécante  diminue  lorfque 
Tare  augmente. 

Soit  l’hyperbole  équ'ilatere  A M ( Fig.  12.  ) dont 
le  centre  foit  C , le  demi  - axe  A C = a , que 
flous  appellerons  lé  finus  total  ou  le  fayon  par  ana- 
logie au  cercle,  l’abfcifTe  CP=  leco-finus,  l’ordon- 
née PM  = le  finus  & l’abfciffe  AP  = le  finus  verfe. 
Si  l’on  fait  A P ===  x , l’on  aura  C P = a -h-  x, 
P M z=\f  (2  a x -4“  x x ).  Donc  le  triangle  CMP 

fe&eur  C A M 


eft  égal  à ce  triangle  , moins  le  demi  - fegment 


* 
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AMP;  donc  l’élément  du  feéteur  eft  égal  à l’élé- 
ment du  triangle  , moins  l’élément  du  feéteur. 
L’élément  du  demi-fegment  A M P eft  =* 
d x\/  ( 2 a x — |—  x x ) , celui  du  triangle  eft 
d x . \/(2  a.  x -4-  x x)  (a- 4-x) 


2 2 

d*  d’où  retranchant  d x\>/'(2  ax~t~xx), 

V (2ax-j-a ta) 


il  refte  d x 


aa 


2a  x 


2 \/(  2 ax 
aa  dx 


ax-b-xx) 


2\f(2ax-+-xx) 
a ad  x 

O* 


X X ) 2 

; donc  le  feéteur  CMA  eft 


-, , & le  logarithme 

2V(2ax-t-xx) 

hyperbolique  fîmple  exprimé  par  le  Sinus  verfe 

fera  = S. — r— • Si  l’on  fait  le 

y ( 2 a x -H  x x) 

co-finus  CP=x,  l’on  aura  PM  =^y/  ( x x — aa) , & 

le  triangle  CMP  fera  =x  — — . Si  l’on 

différencie  cette  quantité  & qu’on  en  retranche 

qui  dans  ce  cas  exprime  la 
différentielle  du  demi-fegment  A P M , l’on  aura 

l’élément  du  feéèeur  C A M == a , 

2 V ( x x — a a) 


ce  fe&eur  fera-=-S.- 


-j&  leloga- 


a a d x. 

'2  {x  x — a a) 
rithme  hyperbolique  fimple  exprimé  par  le  cO-finus 
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fera  = S. 
fînus  P M = 


ad  x 


Suppofons  la 


V'(jc,x  — a a) 

y : en  comptant  les  abfciffes  x ==» 
Ç P du  centre , Ton  aura  y 1 = x 1 — a a , ou  x * 
= a a — !—  y y * ou  x = CP  = \/(  a a -4-yy  )» 

* J 

donc  la  différentielle  P p fera  = 


y à y 


y (a  a- t-y  y)* 
Multipliant  cette  différentielle  par  y , l’on  a l’élé- 

y y d y . 


ment  du  demi- fegment= — r.  , , . , 

b V (a  a -+-y  y) 

& le  triangle  CMP  eft  alors  = ^ ■*  Vl^  a a "4~— ^ . 

2 ! 

Si  l’on  en  prend  la  différentielle , & qu’on  en  re- 
tranche celle  du  demi-fegment , l’on  aura  le  fec- 

_ a a d y , . 

teur  = S.  -■■■/  ; r— 1 — r » & le  ,0Sa~ 

2V  ("«  + yy) 

rithme  hyperbolique  fimple.exprimé  par  le  finus  fera 

o a â y . 

y (a  a •+•  y y) 

Si  du  point  A l’on  tire  A F paralelle  au  fécond 
demi-axe  C B , on  appellera  cette  ligne  tangente 
hyperbolique.  Il  s’agit  d’exprimer  le  fedeur  hyper- 
bolique par  la  tangente  A F que  nous  ferons  = r. 
En  faifant  le  co-finus  C P = x , le  finus  P M = y, 
les  triangles  femblables  CAF,  C P M donneront 
x i y : : a : t , x 1 : y1  : i a a : 1 1,  & ( dividendo ) x 1 — 
y 2 = a a * : y 1 : : a a — t 2 : t 1 ; donc  y 1 

* De  l’équation  à l’hyperbole  équilatere  y*  — a a „ 

l’on  tireaifément**-yj'  = fi<t. 
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a atz  fl  2 t1 

= 7T=r»*  /t«TW)“v(/,l7, 

fl  fl  t 1 , 

De  plus  l’équation  y 1 = aa__Jl  donne  y 

yça* — t*)’  J y (a  a — c1) 

a dt  ^ ¥ — _ ? — d_£ . fubftituant 

(«A  — t2)*  ( a a 1 

les  valeurs  de  d y 8c  de  ÿ ( a a -+-yy)  dans 

fl2dy  o.  j—c  adl_ 


S. 


-,  & dans  S. 


y (flfl-4-yy  ) 


2 y ( fl  « -+-y>) 

_ s,  a d v ^ pQn  aura  je  fe<q;eur 


( «A  -t-y  y ) 

a * d t 


y-y-,  & le  logarithme  hyper- 
a1  d t 


s. , 

2 . ( fl  fl  * 

bolique  fimple  = S.  fl. 

Si  de  l’extrémité  B du  fécond  demi-axe  j 1 on  tire 
B D parallèlement  au  premier  axe  , jufques  à la 
rencontre  de  C M prolongée , s’il  le  faut  , nous  ap- 
pellerons BD  co-tangente  hyperbolique.  Si  1 on 
Fait  cette  co-tangente  = ?,les  triangles  redangles 
CAF,  C BD  ayant  les  angles  aigus  BDC , Ag*. 


* On  prend  la  différentielle  en  faifant  varier  fucceflt- 
vement  t & < aa—  ^ **  ' 

! 
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alternes  internes , font  femblables  ; donc  t:  ai:  ai 
a a.  aa  . — a 1 dr 

?=-7-,&t=Y-,dt= —L}dcaa__t'~ 

a*  a a 


= a a 

dt 

— 

a a — t 

1 jj — aa 

gt 

a1  dt  r 

. fera  — 

o a1  dt  r — a»  dz 

=s-i.i.aa-,--ka  =S-T^~r^-  & '■= 

logarithme  hyperbolique  limple  fera  = S.  ~aa- 

* — aa 

Si  l’on  réduit^  a__yy)  '=  «a*—yyT'  en 

une  férié  infinie,  en  élevant  ( aa  — y y)  à la  puifiance 
— i parle  binôme  de  Newton,  qu’on  multiplie  tous 
les  termes  de  la  férié  réfultante  de  cette  opération 
par  a & par  dy?Çc  quoi)  intégré , l’on  aura  (Fig. 3 .) 

Tare  circulaire  A r = S.  — —~a  dy = v-4- 

V(aa — y y' 

J 1 1 -j  -.7  ' , i.i.f.y* 


a.^.a1  2l.i.2.f.a*  2*.  1 .2. 3.7.a‘ 

.-4-  &c.  Cette  férié  eft  utile  pour  trouver  les  arcs 
qui  ne  font  pas  plus  grands  qu’un  quart  de  cercle. 
Si  l’on  fait  y = a , l’on  a l’arc  de  yo  = 

vrf firr^9  rrrva.;'.4-f-»  &cj 

(A).  L’on  a le  logarithme  hygefjbofique  Ample  =*s 
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S. 


a.  d 


JL 


4-&c.(B>» 


V ( a « y y ) J 2.  $ a* 

C’eft  la  même  férié  que  la  précédente  , excepté  que 
les  termes  de  celle-ci  ont  les  fignes-+-&-ï-  alternati- 
vement.Si  l'on  fait  y =a,8c  que  l’on  change  le?  lignes 
des  termes  de  rang  pair  de  la  férié  A , l’on  aura  lô 
logarithme  hyperbolique  fimple , correfpondant  à 
y = a.  Nous  ferons  ce  logarithme  ==  D.  Si  l’oa 
fuppofe  y>-  a , la  férié  B fera  divergente  ; dans  ce 
cas  on  élévera  a a y y à la  puiflance  — { en 
prenant  y y pour  le  premier  terme , ou  l’on  élé- 
vera y y — f-  a a , à la  puifîance  — ‘ , & l’on 
a d y _ a 1 

- u « L>  y "4“  ' 


aura  S. 


V'c  yy 

1 . j a’ 


a a) 


2 • &.,y* 


. 1 . 2 . 4. y4 


»• ? -y-a7 


+-  &C 


2.3.6.y« 

C. 


24  . 1.2. 3 . 4..  8 . y * 

Quoiqu’en  faifant  y ===  O , le  feéleur  C A AJ 
doive  être  égal  à o , aulfi  bien  que  la  férié  qui 
exprime  le  logarithme  hyperbolique  fimple , néan- 
moins çette  fuppofition  feroit  inutile  pour  déter- 
miner la  confiante  C,  parce  que  dans  ce  cas 
tous  les  termes  de  la  lerie  deviennent  infinis. 
Mais  on  a dit  ci  - deflfus  que  le  logarithme  hy- 
perbolique fimple  correfpondant  à y = a étoit 
= D ; on  fera  donc  y = a 8c  l’on  égalera  la 
férié  que  nous  venons  de  trouver , avec  la  férié  3 > 
dans  laquelle  on  mettra  ci  au  lieq  de  y , 8c  l’on 

aura  a . L.  a Ch-  — 
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«•IvT •£_ 


&c.  = D = a ( i — 


23.  i . 2 . 3 . 6 ' 2.3 

3s7X7).  &c’OuC=‘‘(i-^+2T^iJ)&c. 


• — a L.  a 


a C 


* • S 


2.2  21  . I . 2 . 4 

C 2 -f-  3 ) . a 


&c.  ) 


g—--  — fl  L.  fl  fl  — i — 

2.2.3 

(4-+-O.I.Î.Æ  , (d+7).i.j.;.Æ  o 

, r " , x occ. 

2*.  1.2. 4. £ 2*.  1.2. 3. 6.7 

en  réduifant  les  termes  ; donc  S.  — rr— — — : = 

V(yyH-aa) 

fl.L.y — a.  L.  a — a ~ &c. 


1.3  .a 5 


2.2.3 


, , . . &c.  En  multi- 

2 . 2 .y 1 2 2.  i .2 . 4. y4 

pliant  la  férié  par  — , l’on  aura  le  feéïeur  hyper- 
bolique correfpondant  à y. 

Nous  avons  dit  ci-deffus  qu’en  faifant  le  co- 
finus  = x , le  logarithme  hyperbolique  fimple 

étoit  = S.  a ^ X Si  l’on  change  x en  y , 


\/  (xx  — a a) 


ce  logarithme  fera  = S. 


a d v 


AP 


S. 


a d v 


V (yy — ««) 


. Si  l’on  fait 


• , A B = a & que  l’on 


V(  vy — a a) 
décrive  la  courbe  B m (Fig.  13.)  en  prenant  toujours 
l’ordonnée  égale  au  co-finus  hyperbolique  y , l’abf- 

cifle 
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cille  AP=  x étant  égale  au  logarithme  hyperboli- 
que fimple,  l’on  aura  **=  S.  -rr— — * d x — i 
ad  V C yy—aa) 

ÿ(  yy_rjX)‘  Ceft  I>écluation  de  la  ligne  des 

co-finus  hyperboliques*.  Si  Ton  fait  A P =*-  r ■ — -r 
c a d v 

r-r-T r, en  prenant  PM  égale  au  [inushy- 

a d y 


V (?  « H-  y y) 

perbolique((uppo(é=y),  l’on  aura  dx 

VCai-h-yy)* 

& la  courbe  A M dont  les  abfcifles  font  égales  au* 
logarithmes  hyperboliques  fimples  , & les  ordon- 
nées PM  aux  finus  correfpondans  eft  appellée  ligna 
des  Jinus  hypejbol  <jucs* 

Au  refie  par  log  rithme  hyperbolique  fîmple, 
on  .entend  ceux  qu’on  trouve  en  divilant  les  fec- 
teurs  hyperboliques  d’une  hyperbole  équilatere 

dont  le  demi-axe  = a par 

22.  Remarque  I.  SI  l’on  fait  AF  = y; 
F n ~ x , l’on  aura  F B ( fig.  i.  ) — d y g 
l’élément  BFMn  = x d y & S x d y fera  ïef- 
pace  ABM.  Soit  y 1 = a x l'équation  de  la  pa- 
rabole , l’on  aura  x = f y = al  icli  d y-— 

î a 1 x *d  ar.Donc  S.  xdy  fera  =S.  j a1  x~  r dx  =s 


9 Si  l’on  change  x en  p,  8c y en  q,  l’on  a dr=  — * , 

qui  eft  ! équation  que  nous  avons  trouvée  feét ion’pr/J 
cedente  ( îc>8  ) pour  la  développée  de  la  traéîrice. 

1 ome  1 1/",  j) 
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î — ______ = i x*  x = \y  x ; c’ ’eft- 

à-dire , que  l’efpace  extérieur  A.  B M de  la  parabole 
eft  égal  au  tiers  du  reétangle  de  l’ordonnée  i n , & 
de  l’abeille  F n = A i. 

Remarque.  II.  Si  l’angle  des  ordonnées  & des 
abeifles  n’étoit  pas  droit , fi  cet  angle  M P N 
étoit  -=  u (Fig.  14.)  dans  ce  cas  le  parallélograme 
;P  p M n qu’on  peut  regarder  comme  l’élément 
de  l’aire  AMP  feroit  égal  au  produit  de  Pp  ==  i x 
par  la  hauteur  M N de  ce  parallélograme.  Pour 
trouver  M N , je  remarque  que  dans  le  triangle 
redangle  MNP,  en  faifant  MP=_y,  & le  fi- 
nus  total  = r , l’on  a r : y : : finus  u : M N = 

finus  u . y * en  fubftituant  cette  valeur  au  lieu 


de  y 3 l’élément  de  l’aire  fera 


finus  u .1 


te  l’aire  AMP  ==  S. 


finus  u .y  i x 


finus  u 


S.y  i x.  Il  fuffira  donc  de  chercher  l’aire  comme  fi 
les  ordonnées  étoient  perpendiculaires  aux  abeif- 

fes , & de  la  multiplier  enfuite  par  “ , le 

produit  donnera  l’aire  cherchée. 

Gn  a trouvé  ci-deflus  (4)  l’aire  parabolique 
AMP  (Fig.  I.)  = f x y , en  fuppofant  l’angle 
des  ordonnées  & des  abeilles , drok.  Si  l’angle  MP  p 

, ,,  A finus  u , . . 

étoit  tel  que  1 on  eut  — - — =s  > , cette  aire  leroit 

~iX\xyr=ixy. 
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23.  Si  les  ordonnées  partent  d’un  point  C 
( Fig.  ij.  ) on  décrira  du  centre  C avec  le  rayon 
C B = y , laïc  B n ==.  d x entre  les  rayons  in- 
finiment proches  B C,  b C , & Ion  pourra  regar- 
der le  fedeur  CB  n comme  égal  au  triangle  CB  b\ 

or  le  fedeur  C B n ï donc  S.  =3 

1 S.  y dx  fera  la  formule  de  qua  d rature  dans  ce  cas- 
là.  Pour  intégrer  \ y d x , l’on  fubftituera  dans  cette 

formule  la  valeur  de  d x donnée  en  y & d y ; & l’on 
doit  remarquer  que  d x étant  un  arc  décrit  d’un 
rayon  variable  y , on  ne  fauroit  avoir  fon  in- 
tégrale. 

Soit  le  rayon  C A=  a , je  décris  un  cercle  avec 
le  rayon  a , & je  fais  l’arc  variable  de  ce  cerle  A NI 
s=  ^ , M m=-  d ï,  les.  arcs  Bn,Mm  étant  dé- 
crits du  même  centre  entre  les  côtés  d’un  même 
angle  C , les  fedeurs  B C n , M C m , font  fem- 
blables  ; donc  CB  : CM  : : B n ; M n,  oujy  : a : : 

dx:d\\  donc  d x i donc  \ S.  y d x 

— i S.  — ■ . On  pourra  fubftituer  dans  cette  for- 
mule la  valeur  de  d?  enj  & dy  , & l’intégrer  enfuite. 

24.  Problème.  Trouver  la  quadrature  delà 
fpirale  d'Archtmede  , dans  laquelle  en  fuppofant  le 
rayon  du  cercle  générateur  = r,  la  circonférence  — c. 
Von  a l’équation  cy  ==  rx  = ex,  en  faifant  r — a. 
Pour  employer  la  formule  que  l’on  vient  de  trou- 
ver , nous  fubftituerons  3 à x , ce  qu’on  peut  faire, 
parce  que  x défigne  dans  l’équation  de  la  courbe, 
un  arc  de  cercle  décrit  d’un  rayon  confiant , & nous 


w 

6 
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aurons  cy  = o.  ad  % = c dy , d \ — - — d^. 

Subftituant  cette  valeur  de  d \ dans  la  formule 

*.  —d  z . l’on  a — — . y 1 d y,  pour  la  valeur  du  fec- 
* a J«’ 

teur  CBb  (Fig.  16. );  donc S. ^ 1 d ^ eft 
égale  à l’èfpace  C / B compris  entre  l’arc  C/B  & 1® 
rayon  C B.  Or  S.  y 1 dy  = *y;  donc  cet  efpace  eft 

■ — f.  ^ , & fi  l’on  fait  le  rayon  C B = a —C  A, 
6 a* 

l’efpace  entier  de  la  fpirale  d’Archimede  CB  A fera 

i%  fl  —s  -il—  ; c eft-à-dire  , que  la  furface 

de  la  Spirale  d’Archimede  eft  égalé  au  fixieme  du 
redangle  de  la  circonférence  & du  rayon.  Or  la 

furface  du  cercle  générateur  eft  — — - » donc  1 aire 

de  la  fpirale  eft  à la  furface  du  cercle  générateur 

C d C d t . i • • T*  2* 

comme  — • — • • 7 • » • • a ° • • 1 • j* 

6 x 

2y.  Problème.  Quarrer  les  fpirales  repris 

fentées  par  l'équation  cm  y m = r m x * a , e« 

faifant  r=a&ï  = f,  comme  dans  le  Problème 

précédent.  L’on  aura  a m — 1 c*^  » î a ».  • 

^ ^ — i -i^  , y T , en  prenant  la  racine  « de 


part  & d’autre  j d { = 


ZL  .c. y 
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J_.ZiiX  = - r'dy,  dont 


2n  „ 
a » 


l’intégrale  eft  = 


m c 
-•  — - • _____ 


* ■ 


m -+-2  n 2n 


a » 


Si  l’on  fuppofe  y = a , cette  intégrale  devient 
n 


m —-*-2 
X c a 


l , 

» (en 


( m — t—  2 n ) 2/1 

retranchant  l’expofant  ~ — f-  i de  l’expofant  ~ 


, . m . a c 

-4-  2 ) = • Si  m = n = I , 1 on 

2 m — H-  4 « 

D (l  c 

a | a . c.  Si  m=  3 , & n ==  y,  l’on  a , o’eft 

à-dire  ~ du  redangle  de  la  circonférence  & du 
rayon  du  cercle  générateur  ; en  général  on  aura* 


la  furface  = 


m 


c y » 


2 m — (—  4«  ül. 

a " 


Remarque.  Si  l’on  fuppofe  que  le  rayon  C a 
foit  = 2 a =.  2 C A dans  la  fpirale  d’ Archimède  , 
c’eft-à-dire , lï  l’on  fuppofe  que  le  point  décrivant 


* L’expofant  1 étant  augmenté  d’une  unité  de- 

1 /ft  772  1 X 72  _ i*  */*  * 

vient  = ►-  i <—  , oc  divifcr  par  cette  frac' 

n n 1 


tion , c’eft  multiplier  par  - 


n 


m-+-z  n 
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B fe  meuve  uniformément  fur  le  rayon  C a , de 
maniéré  qu’après  la  première  révolution  du  rayon 
autour  de  C , ce  point  fe  trouve  en  A , & quaprès 
la  fécondé  révolution  il  fe  trouve  en  a , l’in- 

i -4-  2 
. cy  - 

tégrale * — * , devient  =» 

m —H  2 n zn  ~ — j—  i 

n 

a 

m c , c . * a c 

2 in  4 a a 1 } *'  au  y * * 3 ==3 

| a c , lorfque  y ■=—  2 a.  Si  l’on  veut  avoir  l’efpace 
renfermé  entre  la  fécondé  fpire  & le  cercle  généra- 
teur , voici  comme  il  faut  s’y  prendre. 

Je  fais  la  variable  M g — y ; donc  C g = a 
— f-  yi  Faifant  M m =r  d ? . & du  point  C dé- 
crivant l’arc  g L , les fedeurs femblables  CM®  , 

CgL  donneront  a:  d\:a-\~y:  g L — ~ — - — -J% 

Le  trapeze  M m L g eft  = — ~ 

(ay-4-yv)d?  , yi  7 . 

e=  — — t—  ; mais  par  la 

2a  2 r 

• c 

nature  de  la  courbe,  a£=  cy,d  7 = — dy  ; donc 
l’élément  de  Pefpace  cherché  eft  = — 1-  X 

( «.rjy yji.) , do„.  rin*. 

grale  eft  + Si  j, 
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= p , l’intégrale  eft  = o , comme  cela  doit  être  ; 
ainfi  il  n’y  a point  de  confiante  à ajouter.  Si  l’on 


C 

fait  y = fl  , l’intégrale  deyient  = X 


z a 


= !aa3z.laa.)=ca.± 

a \ 12  ( / 


j.ca 


= ^ c ; mais  l’efpace  renfermé  dans  la  pre- 

miere  fpire  eft  *=  jac  ; c’eft-à-dire  eft  égal  au 
tiers  du  cercle  générateur  & par  conféquent  l’ef- 
pace  renfermé  entre  la  circonférence  du  cercle  gé- 
nérateur & la  première  fpire  , eft  les  deux  tiers 

du  cercle  générateur  , ou  eft  = î donc 

l’efpace  renfermé  entre  les  deux  fpires  eft 
= j a c = a c , ou  double  du  cercle  géné- 
rateur , & la  furface  comprife  entre  le  centre  C Sc 
la  fécondé  fpire  eft  = 7-  a c ; donc  la  furface  £ a c 
renferme  d’abord  la  furface  \ a c de  la  première 
fpire , plus  la  furface  de  la  fécondé  , d’où  l’on  peut 
conclure  que  lorfque  l’intégrale  répond  à une  lpire 
qui  en  renferme  plufieurs  autres  , les  furfaces  des 
fpires  intérieures  font  comprilès  dans  l’intégrale  de 
maniéré  que  s’il  s’agit  de  la  troifîeme  fpire  toute 

* . C 

entière,  la  furface  exprimée  par  l’intégrale  — - — . 


, qui  dans  ce  cas  devient  = x a c ( parce 
que  alors  y =s  3 <z  ) , renferme  la  furface  cota- 
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prife  entre  le  centre  C & la  troifieme  (pire  ; plus 
la  furlace  comprife  entre  la  fécondé  (pire  & le 
centre , plus  la  furface  comprife  entre  la  première 
fpire  & le  centre.  En  effet  fi  l’on  cherche  la  fur- 
face  comprife  entre  la  troifieme  fpire  & un  cercle 
dont  le  rayon  feroit  ==  2 a , on  trouvera  par  une 
méthode  femblable  à celle  que  l’on  vient  de  mettre 
en  ufage  pour  la  fécondé  fpire , que  cette  furface 
eft  ===  \ a c , & comme  le  cercle  dont  le  rayon 
eft  2 a t eft  -=  2 a c , (ou  quadruple  du  cercle 

générateur  ^ a c ) = c,  l’efpace  compris  en- 
tre la  troifieme  fpire  le  centre  fera  = 7,3  fj 
donc  l’intégrale  ¥ a c contient  encore  \ a ç — h* 

* - ~-C- , ou  l’efpace  compris  entre  la  fécondé  fpire  & 

le  centre,  c’eft-à-dire  la  furface  de  la  fécondé  fpire, 
plus  la  furface  de  la  première  fpire  & ainfi  de  fuite  5 
de  forte  que  l’intégrale  qui  répondra  à une  fpire  du 
rang  n , contiendra  , outre  la  furface  de  cette  fpire 
comprife  entre  le  centre  & cette  fpire , contiendra 
dis-je,  la  fomme  des  furfaces  de  toutes  les  fpires  ren- 
fermées dans  la  plus  grande  qui  eft  celle  du  rang  n. 
Si  l’on  fait  attention  qu’aprés  la  première  révolu- 
tion ce  rayon  variable  C B a parcouru  la  furface 
de  la  première  fpire  , que  dans  la  fécondé  révolu- 
tion çe  rayon  parcourt  la  furface  de  la  fécondé 
(pire  , &c,  On  pourra  concevoir  pourquoi  Tinté-* 
grale  qui  répond  à la  cinquième  fpire  , par  exemple, 
renferme  non-feulement  la  furface  de  la  cinquième 
(pire , mais  encore  la  fomme  des  furfaces  de  la 
4* , 3e  , 2e  , irç  fpires.  Il  eft  bon  de  bien 
remarquer  cela  pour  ne  pas  tomber  dans  Terreur, 
tn  ^'imaginant  que  la  furface  renfermée  entre  la 
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courbe  a g A B C & la  ligne  A a , par  exemple,  eft 

ans  . ^ a c , tandis  qu’elle  eft  feulement  = \ a c*. 

Mais  , dira-t-on  , comment  donc  trouver  la  fur- 
face  comprife  entre  le  centre  & une  fpire  quel- 
conque , par  exemple , la  quatrième  ? L’on  n’a  qu’à 
prendre  l’intégrale  en  fuppofant  y -=  4 a , & l’on 

aura  - — ; on  prendra  auiïi  l’intégrale  en  fup- 
pofant y ■==■  3 a , c’eft-à-dire  , l’intégrale  qui  ré- 
por^  à une  fpire  d’un  rang  immédiatement  infé- 
rieure , l’on  aura  . ,2  y a C-  j on  retranchera  cette 

O 


intégrale  de  la  première  , le  refte  3-1.'- 

6 


a c 


don- 


nera la  furface  de  la  4e  fpire , ce  qui  eft  évident. 

26.  P r o b l ê m e,  Soit  fuppofée  A B (Fig.  1 p.) 
une  courbe  rapportée  au  foyer  C telle  que  fon  équa - 

d y \/  y 

tion  / bit  B n = d x — — J dont  on  de- 

y/a 

mande  Vaire.  En  fubftituant  la  valeur  de  d x dans 


la  formule  7 . S.  y d x , l’on  aura  7 . S,  y d x 
= i . S.  -y-'7  dy  = -H h-  C.  Si  l’aire 

Va  s-V* 

doit  s’évanouir  en  faifant  y =5  C A = a , l’on 

aura -1 — 7 -4-  C — - o , ou  C — ;telleeft 

5 . a**  .T 


* S’il  l’agit  de  la  furface  de  la  troilîème  fpire,  on  doit  en- 
tendre, i°.  La  furfacedela  première , plus  l’aire  comprile 
entre  la  ie  & la  s'; plus  l’aire  comprife  entre  la  z'  & la 3'. 
C’eft  la  femme  de  ces  aires  qui  forme  la  furface  de  la  3*  fpire. 
On  comprend  par-là  cç  que  c’eft  que  la  furface  de  la  4e  , 
j' , &c.  fpire. 


t 
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la  valeur  de  la  confiante  C dans  ce  cas , & l’inté- 

s 


y * d 

grale  complette  fera  ' y a » pourvu  quey 

ne  réponde  qu’à  une  feule  fpirc  tout  au  plus  en  comp- 
tant depuis  le  point  auquel  répond  y ^ =a , autrement 
il  faut  avoir  égard  à la  remarque  du  N“.  précédent. 

27.  Problème.  Quarrer  la  fpirale  de  l'équa- 
tion j x dyV(yy-bb)  _ dyY(yy—g  a\ 

b ■ a 

en  faifant  b = a.  Suppofons  que  la  courbe  A B 
( Fig.  iy.  ) foit  celle  de  l’équation  ; ce  tera 
donc  , comme  il  fuit  de  ce  qu’on  a dit  dans  la 
feéïion  précédente  (106),  la  développante  d’un 
cercle  dont  le  rayon  ==  a . Subftituant  la  valeur 
de  d x dans \y  dx*  & intégrant , l’on  aura  l’aire 

acb=;.;.  (yr-“)j = 


cette  aire  devient  = o , lorfque  y = a , comme 
cela  doit  être  ; ainfi  je  n’ajoute  point  de  confiante. 

Pour  trouver  l’efpace  compris  entre  la  courbe 
& la  circonférence  du  cercle  , il  fuffit  de  retrancher 
de  l’intégrale  ci-deffus  le  feéleur  circulaire  cor- 
refpondant  C A M. 

On  peut  aufli  s’y  prendre  de  la  maniéré  fuivante  : 
ayant  tiré  les  rayons  ofculateurs  infiniment  pro- 
ches, B j,  b p , qui  étant  des  tangentes  du  cer- 
cle , font  perpendiculaires  aux  rayons  Ci,  Cp  j 
fi  l’on  conçoit  que  le  point  p s’écarte  du  point  s , 
de  ipaniere  que  C p fafle  un  angle  infiniment 
petit  avec  C j , la  ligne  b p fera  un  angle  égal 
avec  B s prolongée  s’il  le  faut.  Maintenant  faifant 
A s = B s =»  1 , j p s=  d 1 , & regardant  l’arc 
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E b comme  un  petit  arc  circulaire  , les  fedeurs 
Bp  b . s C p , feront  femblables , & 1 on  aura  C s 
==  a : s p =-=  à \ : : B J = b p = z : B b 

— Multipliant  cette  valeur  par  X , Ion 

a le  feéteur  élémentaire  bp  B — — ‘ & 

en  intégrant  Tefpace  A s B fera  — ? 5.  On 

n’ajoûte  point  de  confiante  , parce  que  lorfque  ? 
s=rr  o , l’intégrale  eft  = o.  Si  1 on  fait  ? c , 
l’efpace  entier  compris  entre  la  circonférence  c du 

cercle  & la  branche  entière  A B fera  = î • — • 

Mais  lafurface  du  cercle  eft  = — - — î ^onc  cette 
furface  eft  à celle  qu’on  vient  de  trouver  comme 
a • c.  . . a . c * ; ; 3 a a : c 2 ; c’eft-à-dire,  comme 

le1  triple  du  quarré  du  rayon  au  quarré  de  la  cir- 
conférence. . . , , 

Remarque.  Si  l’on  développoit  le  cercle  ei* 

allant  de  A en  R , on  auroit  une  autre  courbe  A L 
qui  ne  différeroit  de  la  première  que  par  fa  pofition. 

■28.  Problème.  Quarrer  la  J'pirale  hyperbo- 
lique repréfentée  par  C équation  y % = a c.  (Fig.  17*) 

On  aura  \ = XlL  = a c y~l,d^  = — a.X 

c y - * . — d'y.  ( car  ^ augmentant  y diminue  ) = 
a cy~  2d  y.  Maintenant  fi  l’on  fait  y : d x : : ai  d% , 

l’on  aura  <lr^  , & la  formule  i . jy  d x de- 
viendra =~  * . *7- . d ï « y"1  * ^ 
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( en  fubftituant  la  valeur  de  d q qu’on  vient  de 

c . d y „ c . d y n , 

trouver)  = ; or  S. — eft  = 7 c y ; 

donc  fi  c eft  fuppofée  repréfenter  la  circonférence 
d’un  cercle  dont  le  rayon  eft  =•  a , la  furface  de 
la  fpirale  hyperbolique  fera  la  moitié  du  produit 
de  cette  circonférence  par  le  rayon  de  la  fpirale  ; & 
fi  y = a , la  furface  correfpondante  fera  égale  au 
cercle  générateur.  On  comprend  ici  non-feulement 
la  furface  comprife  entre  le  centre  & fe  fpire  qui 
eft  terminée  au  point  auquel  répond  le  rayon  a, 
mais  encore  la  fomme  des  furtaces  des  fpires  in- 
térieures. Si  l’on  fuppofe  y = \ a , en  retran- 
chant J a c de  j s c , on  aura  \ a c , qui  ( félon 
la  remarque  du  N°.  2 y.  ) fera  la  furface  comprife 
entre  le  centre  & la  fpire  , à l’extrémité  de  laquelle 
aboutit  le  rayon  y = a. 

29.  Problème.  Quarrer  la  fpirale  loga- 
rithmique , que  je  fuppoferai  reprefentée  par  la 
(Fig.  17.).  L’angle  C M T que  fait  le  rayon 
avec  la  courbe  ou  fa  tangente  étant  confiant , nous 
ferons  la  tangente  de  cet  angle  ==  a ; donc  en 
fuppofant  le  finus  total  = 1 , le  triangle  reâan- 
gle  M n m donnera  i:  m n : : a : M.  n , ou  I : dy: 
a : d x = a dy.  Subftituant  cette  valeur  de  d x 
dans  la  formule  \ y d x , l’on  aura  \ S.  y d x 
=-  \S.  a y dy  = j . a y *.  Maintenant  fi  l’on  fup—  * 
pofe  tirée  la  tangente  T M & la  fous  - tangente 
C T , le  triangle  re&angle  MCT,  donne  I : 

CM::  a:CT,  ou  i : y : : a : C T =»  —£■  = 
*y  Ï&  fi  l’on  multiplie  CT  = cy  , par  » 

<4 
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a y ~ 

l’on  aura  Taire  du  triangle  M C T = 5 


donc  ce  triangle  eft  double  de  Taire  comprife  entre 
la  courbe  & le  rayon  C M. 

Mais  félon  la  remarque  du  N°.  2;  , il  faudra  en 
retrancher  Tintégrale  qui  répond  à l’ordonnée  de  la 
fpire  précédente. 

De  la  Rectification  des  Courbes. 

30.  ReBifier  une  courbe  cejl  trouver  une  ligne 
droite  égale  à cette  courbe . 

Soit  AM  (Fig.  ire. ) une  courbe  quelconque 
dans  laquelle  les  ordonnées  foient  perpendiculaires 
aux  abfcifles  A ? — x.  Si  Ton  fait  Tare  AM— j, 
Tare  infiniment  petit  M m fera  — d s ; or  le  trian- 
gle re&angle  M m R Sonne  M m = d t = 
y"  ( d x 1 -4-  d y i ) ; il  ne  s’agit  donc  plu~  que 
d’intégrer  * ^ ( d x J -4-  dy  1 ) ; pour  cela  , on  cher- 
chera la  valeur  de  d x ou  celle  d c d y , qu’on 
fubftituera  à la  place  de  d x ou  de  d y,  & enfuite 
l’on  intégrera. 

31.  Problème.  Re&ifier  le  cercle.  En  comptant 
les  abfcifles  du  fommet  ( Fig.  3.),  Ton  aurajy  — 

ad. v — x d x 

V'C 2*X  — XX),  . 

* ’ / \ j 

d y x d x 1 . — ' a . Subftituant  cette 

J 2 ax — xx 

valeur  de  df1  dans  \f(dx 1 —J—  dy  ■)  , Ton  aura 
/ j dx'.(a—  xy  ~ Va'-dx* 

y (dx  ‘ — l—  2ax — xx  ; y(2ax — xx) 
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adx  , , .-1- 

*  -=;adx.  (2  a x — xx)  l. 

V(  2ax  — x x) 

f 

Réfolvant  (2  ax  — x x ) 1 , en  une  férié  infi- 

nie par  la  méthode  ordinaire  , multipliant  en- 

• fuite  tous  les  termes  par  a d x & intégrant  Ion 

a 


aura  l’arc  s =====  AM  = ( 2 a x ) * -4 


I . x » 


I . 3 . X » 


2.3.(2û)* 

-+-&c 


2.4.;(2a)*  2.4. 6. 7.(2*)* 

Si  l’on  fait  ar  = A C = a , l’on  aura  la  valeur 
d’un  arc  de  90°.  dont  le  quadruple  donnera  la  lon- 
gueur entière  de  la  circonférence. 

Si  l’on  veut  compter  les  abfcifles  du  centre  C , 

en  faifant  CP  = *,CA  = fl,  l’on  aura  P M 
„ , x*  d x* 

=V(«*— x*y,dy'=  aa~~xli  > 

y/(dx'->t-dy')  = 

( a a x x ) Réduifant  ( a a — v x)~ 1 en  férié, 

multipliant  tous  les  termes  de  cette  férié  par  a d x , 

& intégrant , 1 on  aura  1 arc  D M x 


1.x 


l ■ $ . * ’ 

2 . 4 . S • ** 


t 1 ■r«’ 

2. 4*^*7*^ 


2.3  a1 
&c.  Si 


*On  peut  t pour  plus  de  facilite,  faire  d abord  3 a=c> 
8c  fubftituer  enfuite  dans  la  férié  1 « au  lieu  de  c. 
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l’on  fait.*  = 

DAC  = a 


a , l’on  aura  le  quart  de  cercle 

t j a ija 

' 2.3 

a 


&C. 


2. 4. y ' 2. 4. 6. 7 

Si  l’on  fait  * = ~ , comme  * eft  le  co-linus  de 

l’arc  DM,  & par  conféquent  le  finus  de  M D , 
& que  le  finus  de  l’arc  de  30°  eft  égal  à la  moitié  du 
rayon  , ainfi  qu’on  l’a  dit  dans  la  trigonométrie, 

î 


rayon 
l’arc  D M fera 


a . y . a 


2~+"2  J .2.3'  ' 2 5 .2 .4.5- 

, &c.  férié  aflez  convergente.  Mul- 

2 7 . 2 . 4 . 0 . 7 0 1 

tipliant  cette  férié  par  12 , l’on  aura  la  longueur 

du  cercle  entier. 

Pour  reéKfier  le  cercle  par  le  moyen  d’une  tan- 
gente , A T 
a trouvé 


* * UVi  VVJ  vil  U uuw  UW1 

A T = x y l’on  n’a  qu  a fe  rappeller  qu’on 
s ci-delfus  (14)  l’arc  élémentaire  ri  = 


a ad x 


Or 


, = a 1 (aa—f—xx)  ~~ 1 


a a —J—  xx  a a — i—  x x 
élevant  donc  a a h—  x x à la  puiffance  — 1 , par 
le  binôme  de  Newton  , multipliant  enfuite  tous 
lés  termes  de  la  férié:  par  a ad  x , & intégrant , 

V ,,  »:•  * 3 . * * 

1 on  aura  1 arc  A r = * ■ 


3 a x y a * 


7 « 


1 &c.  = * . ( 1 


X 


3 a 1 y a + 
* 7 


&c.  ) 


= * • — 1 -&c.  en  faifant  a = 1. 

.3  S 7 

Si  l’arc  A r eft  fuppofé  de  4y  0 , fa  tangente 
fera  égale  au  rayon  du  cercle  ; donc  cet  arc  fera 
= (i—i-t-i  — i-f-i jîp  -4-  &c.)  Main- 

tenant nous  avons  vu  dans  la  première  partie  de 


P 
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cet  ouvrage , ( Voyez  la  Géométrie  ) que  fi  Tort 
a deux  arcs  a & b , l’on  aura  tar.g.  ( a -+-  b)  =± 

tang.  a -H—  tang.  b c .r  . 

— 2 2 — r ett  taiiant  le  rayon  = t ; 

i — tang.  a . tang.  b 

donc  fi  l’on  fuppofe  que  deux  arcs  p & q pris 
enfemble  valent  4/  ° » comme  la  tangente  de  ° 


„ , . .,  • tang.  p —4—  tang.  a 

eft  égale  au  rayon , 1 on  aura  — a —L 

° I — tang  .p.  tang.  q 

a=  i , ou  tang.  p -f-  tang.  q = i — tang.  p x 

tang.  q , ou  tang.  q -+-  tang.  p . tang.  q = i — 

tang.  p , ou  tang.  q = j:  | tangp*  °n  *UP“ 
pofe  que  la  tangente  de  l’arc  p fort  = £ , l’on  aura 

tangente  q = r = y*  Maintenant  fi  dans 

i —H  y 


la  férié  x ( I 


* 

— &c.  ) On  fuppofe 


3a1  ’ y a* — ' rr 

a = t & x = j , & enfuite  x = } ; l’on  aura 

dans  le  premier  cas  f ( 1 — -x  -t-  -•*  ; — * 

i • 2 ) • 2 

— -1-  — Hl — y &c.  ) , ôc  dans  le  fécond  cas  \ X 

^ q n o ' * 


7 • ^ 

Si  l’on  prend  la  valeur  des  quinze  premiers 
termes  de  la  première  férié  ( en  s’en  tenant  à 
d i x décimales  ) , pour  l’ajouter  à la  valeur  des 
dix  premiers  termes  de  la  fécondé  ; l’on  aura 
1 . (0.7855981654)  = <2.(o.  78y598i654  ). 
En  exprimant  le  rayon  par  a , aulieu  de  l’exprimer 
par  1 ; donc  l’arc  dé  4J  °,  pris  dans  un  cercle  dont 

le 
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le  rayon  , eû  =^=a  * fera  à peu  près  égal  à cette 
quantité  , & fi  Ion  multiplie  par  4,  l’on  aura  la 
demi- circonférence  — a.  (3  . 1415926736)- 
donc  le  rayon  fera  à la  demi  - circonférence  , ou 
le  diamètre  fera  à la  circonférence , comme  a - 
*.  ( S ; HiS926^6  ) : : 1 : 3 . 1415926736  à peu 
près.  L on  auroit  un  rapport  plus  exact , en  cal- 
culant un  plus  grand  nombre  de  termes  dans  les 
lenes  ci -demis. 

32.  Problème.  Rectifier  un  arc  Dn  de  cicloïde. 

( Pig.  7.  ) En  fuppofant  le  diamètre  du  cercle  gé- 
nérateur = a , l’ordonnée  P n ~ . y } , r ° t 

fera  — dy,  or  on  a vu  ci-defliis  ( 17  ) que  ns 
d x y ( a x — x x ) 

«=  — ; donc  d y =s  dxx 

\/(a  — x)  ,,,  , „ j 

^ , y (ix  1-{—dyi)  = V (dx^-dx1  x 

(a  — X)\  ^/(udx1)  l .«  - 

x J — " ÿx  - — <* 1 *v  * • dx  dont 

i.  1 

fl  1 g y * 

l’intégrale  eft=  — — ==  2 \ a x ; or  la  corde  D M 

î 

eft  moyenne  proportionnelle  entre  le  diamètre  D C 
& la  partie  D P.  (Voyez  la.  géométrie.)  Donc  cette 
corde  = Ÿ a • x ; donc  l’arc  çicloïdal  ü n eft 
double  de  la  corde  correfpondante  du  cercle  gé- 
nérateur ; ainfi  l’arc  D A eft  double  du  diamètre 
& la  cicloïde  entière  ëft  quadruple  du  diamètre  du 
cercle  générateur. 

33.  P EOBLÊME.  Re&ifier  l’hyperbole  MS  ,/«p- 
pofee  équilatere  6r  rapportée  à fes  a jjimpiotes  (Fig.  4 \ 

Tome  IV.  £ 
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Suppofant  que  AR  = R S = a — : 1 , r R *=  x , 

l’on  aura  y . (i  H—  *)  =:  Æ 1 * » .7  - — • — x 

c=i  .(i  -4-  at  )~  1 , à y = — dx.  ( I+ï)"1, 
dy*  =dx* .(  i 4-  )~4  , = 

d (i  -fr-  (i  -H*)-4  )•  Réduifanten  férié  la 
quantité  fous  le  ligne  par  la  formule  ( a -4-  b)  m , 
en  faifant  a = I , b = ( i —H  x ) “ 4 , m 
r^r=  i , l’on  aura  I -f-  7 ( i -4-  jt  )""4  — 7 . 
( m_  ,v  )“  * &c.  Multipliant  tous  les  termes  par  d x , 
& intégrant  en  ajoutant  une  confiante  C , l’on  a 

l’arc  indéfini  S u = x — — — — * C 1 -+•  x)~* 

2 . j 


_4_  — -x-  . ( I -f-  x)~ 7 &c.  -+-  C.  Pour  détermi- 
1 • 0 

ner  la  codante  C , je  remarque  que  l’arc  S u doit 
être  = 0 , lorfque  x=  O ; mais  alors  la  férié  de- 
vient— 7 -+-  -“q*  &c.  i donc  C =*  H-  g — 

1 


6^~  7-8 

&c.  & l’intégrale  complette  eft  x 
1 


7.8 

(1  -+-*  )"J  7;8 

&c. 


. C 1 


a.  3 

jr  )“*  7 &c.  -i- 


I 

6 


7.8 


• Car  l'équation  de  l'hyperbole  équilatere  rapportée' 
aux  affimptotes  eft  y . *=  a * î mais  alors  A r 5=  ,t , & 
içi  l’on  fait  A r s*  l •+•  .v. 


Digitized  by  Google 


Calcul  Intégral. 


Si  i’on  compte  les  abfcifles  depuis  le  centre  A , & 
qu on  fade  ces  abfeiiles  = ? , les  ordonnées  R S=u, 
l'on  aura  uç==aa,  u — aa.  , du*=  aa  . ?“2  d r , 
( car  1 ordonnée  u diminuant  l’ablcifle  ? augmente  ) , 
& alors  l'élément  d s de  l’arc  fera  = vUuî+d^) 

~dl  -+-g2), en faifanc 

fl  2 = g ’ & multipliant  la  quantité  fous  le  ligne  par?4 , gç 

divifant  la  quantité  hors  du  ligne  par  ( ? 4 ) * = ? 

34.  Problème  Rectifier  fa  traSlrice  A M.  ( Fig.  6.  V 
Soit  la  tangente  MT  = s,  l'ordonnée  PM=ji , l'élé- 
ment Mm  fera  — -t-dy*).  Mais(iî)  d x =s 
-iyV(aa-v>) 

J J ya 

& Mm=ds=^dy  \ IiLa~  y» 

ai- 


— i dont  l’intégrale  ou  l’arc  AM  eft=aL  .y.  Si 

fur  BD  prife  pour  aflimptote  l’on  décrit  une  Iogarithmi- 
5UCi  A b £ont  lfl  fous- tangente  foit  égale  à la  tangente  a 
de  la  traétrice,  que  l’on  prolonge  les  lignes  MF ,mf, 
julqu  a la  rencontre  de  la  logarithmique  aux  points  ;&  t, 
defquels  on  abailfera  les  perpendiculaires  ( à l’afllmp- 
tote  ) s H , t ? qui  feront  égales  aux  ordonnées  P M , v m ; 
on  aura  PM  —y  =jH,  ir  = MR  — — dy  (parce 
que  7 va  en  diminuant , tandis  que  rabfcilfe  augmente  ) 
Je  dis  qu’en  faifant  B H = x,  l’on  a B H égale  à l’arc  AM,* 
car  puifque  la  fous-tangente  de  la  logarithme  eft  =a, 

l’on  a par  la  fedion  précédente  (13)  S. = —,  ou 

(parce  qu  on  prend  ici  les  x négatives  à caufe  que  l’or- 
donnee  H s eft  plus  petite  que  B A = a , ou  ce 
?UI  revient  au  même,  parce  que  les  ordonnées  fituées 
a la  gauche  de  AB,  d‘où  l’on  commence  à compter  les 

logarithmes,  répondent  à des  x négatives),  S.  ss 

* ■*  •'  -T  - "J  c • ■ <rs.  dy  _ j 

~~  y ~~ 


— , d’où  l’on  tire 

donc  BH  = AM. 


a . L . y = A M -, 

E a 
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3y.  Problème.  ReBifier  la  parabole  de  Vé» 

y * 

quation  jy  « «=  « x 1 , l’on  a * * = ” » * =* 
2-1  d x=  | . -y  1 f y-  , d x 1 = 9- . y . dy% 

il  «•  , ** 

& l’élément  d s = \ ( d x 1 —H  d y 1 ) =* 


dy\^(  i-4-  — ).  En  intégrant  par  la  réglé  fon- 


damentale , l’on  aura 


8 a 


£2Ut 


3 yd> 

J.'  4 a 


-H  C — 


. f i -+-  '-^-Y  -+-  C.  Pour  déterminer  la  conf- 
27  4d 

tante  C , je  remarque  qu’en  fuppofant  que  A M 

( Fig.  ire.)  défigne  la  branche  qu’on  veut  re&ifier, 
l’arc  A M doit  être  =0,  lorfquej'  = 0 ;or  alors 

on  a X C 1 ) - •+■  C;  donc  —H  C <=  o , 

7 Sa 

ou  C , & l’intégrale  complette  eft 

8a 

— v A.a  / 


27 


27 


I!  y a une  infinité  de  paraboles  exaélement  re&ifiables. 
Pour  le  faire  voir , fuit  l'équation  générale  des  para- 

m n 

boles  y’*-+-r  = a m . , ou  y — a m -*-  * .x  »■-*-»= = 

m * 

ex1*  , en  faifant  a » » — c , & “ « » donc 

dyxsu»c  .xn  — 1 . ix,  dj*~  u*  c1  .Ml*~xdxt  ,d  ssx 


x 


Digitized  by  Google 


Calcul  Intégral. 


6? 


yr(dxl-+-dyt)=lS(d x1  -huu  . C1  x*  u~~1  f dx1) 
z=.d  xV^Ci  -t-uzc1xlu~ 1 ).  Cette  quantité  fera  inté- 
grable fi  ni~i=fi  parce  que  la  quantité  hors  du 
ligne  fera  la  différentielle  de  la  quantité  ibus  le  ligne  , du 
divifant  par  une  confiante  , ou  fi  l’on  veut  parce  que  l'ex- 
pofant  o de  * ( car  dx  = x°  x dx)  hors  du  ligne  , étant 
augmentée  d’une  unité  fera  divifible  par  l’expofant  de  la 
quantité  fous  le  ligne  & donnera  pour  quotient  un  nombre 
entier  pofitif=i.Mais  en  changeant  le  ligne  del’expofant 
de  x fous  le  ligne , l’on  aura  x',—  l.dxVr  -hu:cz  ) 

différentielle  qui  eft  intégrable  fi  ( u — • i ) augmenté 
d’une  unité  ; c’eft-à-dire , fi  u eft  exactement  divifible 
par  — iu+i,  & donne  pour  quotient  un  nombre  en- 
tier pofitif , ou  fi  l’on  a — - “ — — s=s p,  nombre  entier  po- 

fitif.  De  cette  équation  l’on  tire  ip  — m ,p,.u-f-  2u  .p= 

2 p n 

*V>  u — — = — : — > ou  i p .m-hip . n — »p.a 

zp-h  i m-hn  1 ■ z ■ 

. n n (zp-f-i).n 

+n,  x p m=n,  m = — , hn=  — — , 

ap  2 p zp 

(ap-i-  i ) » n 

Sc  lequatiofi s=  am  x”  devientj»  ap  =* 

ff 

fl  xp  **,&  en  tirant  la  racine  n,y  xt  z=a*rx;Sc 


toutes  les  paraboles  qui  font  comprifes  dans  cette  équa- 
tion , font  exactement  reCtifiables  , en.  luppofant  que  p 
défigne  un  nombre  entier  politif.  Si  p = j , l'on  aura 

7 _» 

y 6 — a s x , & la  parabole  de  cette  équation  fera  exac- 
tement reCtifiable. 


j£>.  Problème.  ReSlifier  la  parabole  ordinaire  dont  IV- 
quation  ejl  y 1 sx  ax,  xydysxadx,  dx=x^~^-  ,dx*z=i, 

1 » V{  dx 1 -t-  dy1  > = — • (a2 -H  4.7*).  En 

réduifant  en  férié  laquantité  feus  le  ligne,  multipliant  en- 

fuite  les  termes  de  la  feriepar  —— , & intégrant , l’on  aur% 

a 

E3 
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l’arc  A M < Fig.  ) = 7+^  - si 

â étoit  plus  petit  que  y , Ion  éléveroit  4 y z-h  a*  à la 
puilfance  7 en  prenant  4y 1 pour  le  premier  terme  , 8e 
l’on  intégrerait  après  avoir  multiplié  la  férié  qui  en  ré- 

fulteroit  par 

Soit  fuppofée  décrite  l'hyperbole  équilatereBN  (Fig. 
«8.A,  dont  le  demi-axe  B A foitégal  au  demi-paramètre 
- de  la  parabole  A M.  Par  la  nature  de  l’hyperbole  équila- 
tere , y * =x 1 — ~ , ou  x z —y 1 -f-  ~ , *=  ^(y'-h  a-f  ) ; 
dohc  en  fuppofant  que  A cft  le  centre  de  l’hyperbole  , 
!A  H le  fécond  axe , l’on  aura  A/=  x—hn  —]/r (yy  -4-  ~) i 


car  PM=j  = n /;  donc  z N — h H = dy  , 8c  l’élé- 
ment iHNn  de  la  furface  hyperbolique  comprife  entre 
la  courbe  8c  le  fécond  axe  ( prolongé  s’il  le  faut)  eft 

dy  l/(-‘  -+-yy)  — -àyV (aa+4yÿ)-,  donc Pefpace hy- 
perbolique AHBN  divifé  par  le  demi-parametre  i de  la  pa- 
rabole , donne  l’arc  parabolique  correfpondant  A M > donc 
la  reélification  de  la  parabole  dépend  de  la  quadrature  de 
l’hyperbole , réciproquement  fî  l’on  avojt  l’arc  parabolique 
AM  en  le  multipliant  par  \ , l’on  aurait  la  quadrature 
de  l’efpace  hyperbolique  correfpondant. 

37.  Problème.  Jleéïi/zer  un  arc  d’cllij’fe  DM.  (Fig.  9.)  Soit 
le  demi-erand  axe=  a,  le  demi-petit  axe  = i , 1 on  aura 

y z =.  -j-  ( a a — jc  r)  (en  comptant  les  ablcilfes  C P 


du  centre  ) = b 1 

mdx,  dy—  — 
fubflituant  pour 


bb 


a a 
b1  x dx 


,zydy-—z-7r 


a1  y 
yz  fa 
b1  xsdx* 


>dyz  — 


b+  x1 dxz 


- (ci« 


a+y  1 ' 

valeur  prife  de  l’équation  de 


la  courbe)  et  donc  | S(d  x*  + dy*) 

a 1 (aa — xx) 
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folvant  en  férié  la  quantité  fous  le  figne  en  faifant  dans 
la  formule  ( a-4-  é ) " = a -+-  m a * — 1 4 8c  c.  a = 1 , b 

Z 2 y Z 

t=t  . multipliant  enfuite  tous  les  termes  de  la 

a 4 — a2*2 

férié  par  à x , intégrant , & réduifant,  l'on  aura  l’arc  D M 
b 2 x}  (4a2  b1 — 4+)  **  (8 a+4* — 4 a24+-+-46)y7 


— X+y—z-i 
6 a 4 


40.  u' 


111  a 


il 


•h  8cc.  Si  l’on  fait  * = a l’on  aura  le  quart  d’ellipfe  D M 
b* 

= a+  -x—  ■+-  &c. 

6 a . 

38.  Problème.  Reêlijîer  un  arc  kyperlolinue.  Soit 
fuppofée  A M ( Fig.  1 . ) une  hyperbole  dont  le  demi- 
premier  axe  = a , le  demi-fecond  axe  = b,  l’on  aura,72=s 

h 1 . . . b2xdx  j , b+x2dx2 

,<7*==: — 

b 2x2  dx*_,  en  fu^jtuant  ia  valeur  de  y 1 prife  de  l'é- 

d * x2,  — — Æ* 

quation  de  la  courbe  5 donc  ) f (dx%  •+•  dj  2)  ~ d t r X 

r/7  1 h x\-~  ) , différentielle  qu’il  ne  fera  pas  dif- 

jîcile  d’intégrer  en  la  réduifant  en  une  férié. 

Remarque.  Si  l’on  faites,  cette  différentielle 

fera=d?^(r  ■+■  ^X^-j^.En fuppofant f , 
multipliant  & divifant  par  \ 2 — a2,  la  quantité  fous  le  figne 

r - s . \ _ •* 


. . , ?2~  a2-+-£*2 

deviendra  - — ï — 
1 U 


. Çg-f-O  •?*— gl  . 


? z — .i  2 


■i  donc 


<??!/■(  al)  ; 
la  différentielle  fera  = }/({(—■  aâ~) 

fuppofant  maintenant  ( g ■+■  1 ) • — a1  ~ u**,  ou 

adx  - adx 


?2  = 


a * 


■ a a 


,on  trouve  x^di 
V (g- f- 1) . tj/ (a  x-t-aa)’  & 


f*+-ï 
adx 


drWCg-f-O-?1  — a') 

a2) 


k x n’expMÊF pas  ici  l’ablciSe  de  la  courbe. 


e4 
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. à x\f  a x dxVax 

x~*~  a)  ^ èa)  1 -y1  (xx-hax. ( i — g) — gaa) 
. dx]/r  a x 


*v( 


a a — bb 


■)-bb) 


, en  remettant  la 


valeur  de  g.  Si  l’hyperbole  eft  équilatere , alors  b=a8t 

la  différentielle  devient  = “ * $i  i’on  fait 

x.y  (xx—bb) 

a a — b b > 

* a rfc  P > la  différentielle  deviendra  ==! 

d x yf  a x 

rv(xx  ±px-bby Lc  fîsne + a 1Icu  fi  a el*  p1us 

grand  que  b , & le  ligne  — fî  a. 

S il  s agit  de  1 hyperbole  rapportée  au  fécond  axe  t 
rabfciffe  fur  ce  fécond  axe  étant  l’ordonnée  étant  u, 

1 on  aura  u u — yy  • ( ? ? •+■  b b ) ( par  la  nature  de  la 

courbe  ) es  g . (t  ? b h)  , en  faifant  a J = g.  L’on  aura 
donc  uiu  =g  à £■>  & alors  l’élément  de  l’arc  hyperbo- 
lique fera= d ç 1 du 1 ) j donc  à caufè  de  d u = iSAX 

=ci_ü:,  cet  <lémcnt  to“= 

d? 

’ yrfa  + bb)  ■ ‘ fuppofant  ^-+-  0 • ? * +i* 

sæbx,  ou  J 1 « on  aura  a?dr=3-Alî.  & j 

1 1 1 g-hi 


caufe  de  ; 


l'on  Jl'JL. 


bdx  

K — iJ)&  ~ 
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d x b x 


2 • ^(k  x •+•  b x . ( g — i ) — g b l) 
dxVtx 


i.y x . (~—j  ) — aa) 

On  a trouvé  ci-deffus  (jj.)  que  la  différentielle  de  l’arc 
hyperbolique  en  rapportant  la  courbe  aux  aflymptotes  & 

faifant^=aa,étoit=pK^  (?+~Ht)-S‘  1 on  fait£=V^  x 


x=x* 


cette  différentielle  deviendra  = -x~ 1 dxyr(xx-^-gl)  j 

f 

caralorsd^=^  x ~ 1 d x. 

L’on  a trouvé  (î7)  que  l'élément  de  l’arc  elliptique 

étoit  = (dx 1 -f-  --  ' * — r ).  Si  l’on  fait  j =* 
a1  (a1 — x1)  ' 

b 1 


8c  —sag,  cet  élément  devient  = d7Vr(i-f-  f * 1 , ) 
a*  ‘ ' a 1 — ? x J 

*=di\S(a'—  ==d^^ 


T 

•fl  1 


J/~(aa  — ~x'  y (aa — 71) 

En  fuppofant  (£  — i ) . -h  a a — ax  , ou  tî  — 

ax  — a a „ . ad  x , adx 

j 1 on  aura  i£d?= , d?  = - = 

■i  g—  i 1 (g— x). 

d d x 

, & en  faifànt l’ordonnée 
d*}/"  ax 


g- 


V (g — (a* — a a) 

^ u,  l'on  aura  v'(du*-+-d72)= — — r; 1 — r 

i -Y\ax  . (g-f- 1 ) — xx—gaa) 


d x 


a x 


d xlS 


ax 


P étant  une  quantité  pofitive 


a a- 


Ji 


. Il  faut  bien 


fe  fouvenir  que  dans  ces  formules  x n’eft  pas  l’abfcilfe 
de  la  courbe. 

}9  Si  l’angle  des  ordonnées  & des  abfcifles  n etoitpas 
droit»  la  formule  de  l’élément  is  feroit  différente.  Soit  (F ijj. 
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14.)  l’angle  M P N — 7 , en  fuppofant  M n parallèle  aux  * 
— AP.Pangle  Mnplera  égal  à Ion  alterne  interne  n p N 
= Je  tire  M R perpendiculaire  à l'ordonnée  m p , 
le  triangle  reftangle  MnR,  donne  (en  failant  le  fïnus 

total = r ) r : cof.  £ ; : M n = dx;  n R = 

d x 1 feof  7)* 

Le  même  triangle  donne  ( M R)2  = dx* — 

Or  ~R  m—  R n ■+■  n m = - ^ V C°--— — -f-  iy  * , & le 

r 

triangle  retfangle  MœR  donne  (Mm)î=s(rfr)ï  = 

( R m)  R)  ou  ds—V^à  x1~hdy  * .2’  C”-?-  x 

d xdj).  Le  figne  -f-  a lieu  lorfque  l’angle  j eft  aigu  & 
le  figne  — fi  cet  angle  eft  obtus. 

Si  une  courbe  A B étoit  rapportée  au  foyer  C 
( Fig.  iy  ) , en  décrivant  du  point  C avec  le  rayon 
C B =y  I arc  infiniment  petit  Bn,  Ton  aurait 
B b = d s = ( d x 1 dyz) , formule  dans 

laquelle  il  faut  éliminer  d x qui  eft  un  arc  dé- 
crit d’un  rayon  variable  ; par  conféquent  on  ne 
peut  trouver  l’intégrale  qu’en  chaflant  d x. 

40.  Problème.  Rectifier  la  fpirale  d’archimedes 
(Fig.  16).  En  faifent  C A — a,  la  circonférence 
de  ce  rayon  = c , l’arc  A M =*  ^ , le  rayon  CB 
de  la  fpirale  = y , l’on  aura  a % = c y , a d \ 
= c d y.  Ayant  décrit  du  point  C , l’arc  infi- 
niment petit  B n 9 l’on  aura  M m = d \ : 

y d z j 

B n = d x : : a : y , ou  d x = -,  dx  2= 

J a 

V*d?2  . , cdy  , } , y'c'dy1 

J- — ;maisd7—  — ^-jdon  cdx*='/ — » 


* Si  l’angle  * ■=•  M » R étoit  obtus , le  point  R tomberont 

. _ , d • . cof.  ? 

entre  n & m & l’on  auroit  R m — ej» ‘ 
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ds~\/(dy  1 -+-dx1)  = dyÿ 

= ~ . dy  . VV71  -4--—-  ) » diflérencielle 

qu’on  peut  facilement  intégrer  par  les  fériés. 

Nous  avons  trouvé  ci-deffus  ( 3 5.  ) que  l’élément  de 
l'arc  de  la  parabole  ordinaire  de  l’équation  y1  = ax 

eft  = i?-  J/r(  aa-hqy*),  cette  quantité  eft  = X 

CL  - ' & 

\f(  I a a -t-jy  1 ) , a étant  le  paramètre  ; c’eft-à-dire , que 

l’élément  de  l’arc  de  la  parabole  ordinaire  AM  (Fig.  1.) 
eft  égal  à la  différentielle  dy,  divifée  par  la  moitié  du  pa- 
ramétré 8c  multipliée  par  la  racine  de  la  fommc  des  quar- 
rés  de  l’ordonnée  & du  demi-paramètre  ; donc  (Fig.  16.) 
lî  lur  CP  { perpendiculaire  à Ci  prife  pour  axe),  l’on 

décrit  avec  le  paramètre  la  parabole  C N , dont  CP 

es  * >P  N = Ci  -y,  CN  fera— S.  iyV<J 1 -F  ")  i 

donc  l’arc  C fb  = C N ; ainfi  la  re&ification  de  la  fpirale 
d’Archimedes  dépend  de  celle  de  la  parabole  ordinaire. 


41. Problème.  ReBifier  la  fpirale  hyperbolique 
C M (Fig.  17.  ) foit  = fl , le  co-finus  de  l’angle 
du  rayon  avec  la  courbe.  Dans  le  triangle  re&an- 
gle  Mm  n,  l’on  a (en  faifant  le  finus  total  = 1) 

a : 1 : : m n = d y : M m = d s = -^L 


donc 


l’arc  CM  eft=-^-;  mais  le  triangle  re&angle  CM  T 
a 

donne  a : 1 : : y : M T = — — = —J  donc  1 arc 
J a a 

C M eft  égal  à la  tangente  M T.  Si  l’angle  de  la 
courbe  avec  fon  rayon  eft  de  45°  degrés  , 1» 
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* L’on  pourroit  fuppoler  1 arc  A g égal  à la  circonfé- 
rence du  cercle. 

* * Si  Ion  fait  ^ —n  on  aura  encore  une  autre 

•quation  qui  appartiendra  à une  fpirale  logarithmique. 
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l’efpace  F A H D 


: S.  a a - --  comme  cela  eft 

b — x 

évident  par  ce  qu’on  a dit  ci-deflus  ( 8 -F?  donc  fi 
on  fait  C M =-  C D = y , b —H  x fera  — - y , 
dx=?dy  & l’efpace  dont  on  vient  de  parler  fera 

s=  S.  -----  y . Si  l’on  multiplie  A s par  a , il  vient 

y, 

g c . a . d y 

’ 7 

S.  ?...a  lt  y.  ; S.  - *■  a ' — : : a : c ; donc  AFHD  = 

y y 


, & l’on  a l’aire  AFHD  : a.Aî  s 


. A 5.  Suppofons  maintenant  que  l’arc  A L 

C 

foit  tel  que  l’on  ait  a : c : : A L : A s , l’on  aura 
; donc  l’efpace  hyperbolique  AFHD 

C A 5 


fera  =-« . A L.  Si  a ~r-  c , le  point  L tombera  fur  le 
point  j.  Si  le  point  M eft  dans  la  première  (pire  * hors 
du  cercle  (à  compter  depuis  le  point  A),  l’arc  A fera 
plus  petit  que  la  circonférence  ; s’il  eft  dans  la  fécondé 
fpire , l’arc  A t fera  égal  à une  circonférence  entière 
plus  un  arc  moindre  que  la  circonférence  ; s’il  eft  dans 
la  troifieme  , l’arc  fera  compofé  de  deux  circonfé- 
rences, plus  un  arc  moindre  que  la  circonférence;&c. 
Il  faut  dire  la  même  chofe  de  la  branche  qui  eft 
renfermée  dans  le  cercle.  On  peut  voir  par -là 
que  fi  l’on  connoilfoit  la  longueur  exaéte  de  l’arc 
A j , l’on  auroit  la  quadrature  de  l’efpace  hyper- 


* Lorfqueç  eft  devenue  égale  à la  circonférence , elle  de- 
vient enfuite  égale  à une  circonférence  plus  un  arc  compté 
depuis  l’origine  que  je  fuppofc  en  A , & fi  le  point  M eft  à 
l'extrémité  de  la  première  fpire  hors  du  cercle , l’arc  A x 
fera  égal  à la  circonférence  f &c. 
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bolique  dont  on  vient  de  parler  , & qu’il  y a 
une  très -grande  connexion  entre  la  quadrature 
de  l’hyperbole  & celle  du  cercle. 

42.  Problème.  ReSlijîer  la  développante  du  cercle.  Soit 
À B (Fig.  iy.  ) cette  développante.  Puifque  le  rayon  r B 
de  la  développée  eft  toujours  perpendiculaire  à la  ligne  de 
développement,  & que , félon  ce  qu'on  a dit  ci-deflus(27.), 
en  faifant  l’arc  A s = i&c  le  rayon  CA=  a,  l’arc  élémen- 
taire B b fera  = l’intégrale  fera=  AB.  Si  7 eft 
égale  à la  circonférence  cdu  cercle,  la  branche  entière 

AB  fera=  - — . Donc  on  aura  2 a : c ; : c : A B , en 
2 a 

fuppofant  que  A B ^ défigne  toute  la  branche  ; c’eft-à- 
dire  , que  le  diamètre  du  cercle  eft  à fa  circonférence 
comme  cette  circonférence  eft  à la  longueur  de  fit  dé- 
veloppante ; ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  circonfé- 
rence du  cercle  eft  moyenne  proportionnelle  entre  le 
diamètre  & la  développante. 

Corollair  e I.  Donc  fi  on  décrivoit  un  fécond  cer- 
cle dont  le  diamètre  fût  égal  à la  circonférence  A p A , 
la  circonférence  d’un  tel  cercle  feroit  égale  à la  dé- 
veloppante du  cercle  Ap  A.  Si  l’on  décrivoit  un  troi- 
fieme  cercle  dont  le  diamètre  fût  égal  à la  circonfé- 
rence du  fécond , la  circonférence  de  ce  troifieme  cer- 
cle, feroit  égale  à la  développante  du  fécond  , & ainfi  de 
fuite.  Si  l’oa  décrit  donc  tant  de  cercles  que  l’on  voudra 
dont  les  diamètres  foient  dans  une  progreflion  géomé- 
trique ~ a : b : c:  D : e : / : g 8 cc.  De  maniéré  que  b 
foit  la  circonférence  du  cercle  dont  a eft  le  diamètre, 
c la  circonférence  du  cercle  dont  b eft  le  diamètre  , 8e 
ainfi  de  fuite , la  circonférence  de  chacun  de  ces  cer- 
cles fera  égale  à la  développante  de  celui  qui  le  précédé. 

Corollaire  II.  Si  on  fe  fert  du  rapport  d’Archi- 
medes  pour  avoir  la  circonférence  d’un  cercle  dont  le 
diamètre  feroit  = 2 a , l’on  aura  7 : 22  : : 2 a : c = 


7 

12 . a.  a 


a . c c 

y QOnC  ' y 

za 


ou  la  développante  fera 


7.  *.a 
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De  la  Cubatüre  des  Solides  et  de  la 


Quadrature  de  leur  surface. 

43.  Nous  confidérons  ici  les  folides  , comme 
produits  par  3a  révolution  d’un  plan  au  - tour 
d'une  ligne  que  l’on  peut  appeller  axe  de  rota- 
tion. Si  l’on,  conçoit  que  le  plan  de  la  courbe 
AM(  Fig.  13.)  fe  meut  au-tour  de  Taxe  AP, 
l’arc  de  courbe  A M engendrera  une  furface 
convexe , & le  plan  A M P un  folide.  Soit  le 
rapport  du  rayon  à la  circonférence  égal  à celui  de 
r : c j l’on  aura  la  circonférence  décrite  par  le  rayon 
PM  =y  pendant  la  révolution  de  la  courbe  au- 
tour de  A P , en  faifant  r : c : : P M : C * ^ ^ =» 
* ■»* 


—L.  Si  Ton  multiplie  cette  circonférence  par  la 
moitié  du  rayon  y , l’on  aura  l’aire  du  cercle  que  dé- 


crit P M 

2.  r 


Multipliant  cette  furface  parP^t 


■==dx>  l’on  aura  un  cylindre  infiniment  petit  (engen- 
dré par  le  plan  PMRp,  cylindre  qu’on  peut  regarder 

• c y 1 d je 

comme  l’élément  du  folide  cherché) = — — - — . Si 

on  fubftitue  dans  cette  formule  la  valeur  de  y * 
tirée  de  l’équation  de  la  courbe  ou  du  plan  gé- 
nérateur , & qu’on  intégré , l’on  aura  le  folide 
cherché. 


* 


Pendant  que  le  plan  de  la  courbe  fe  meut 
autour  de  l’axe  AP,  l’arc  infiniment  petit 
M m décrit  la  furface  latérale  d’un  cône  tronque' 
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dont  la  hauteur  eft  infiniment  petite;  pour  avoir 
cette  furface , il  faut , félon  ce  qu’on  a dit  dans  la 
géométrie  ( 104.  ),  multiplier  le  côté  M m du 
cône  tronqué  par  la  circonférence  qui  pafie  par 
le  milieu  n du  côté  de  ce  cône  , ou  par  la  cir- 
conférence du  rayon  b n , qu’on  peut  fuppofer 
===  P M = y ; or  M m = ( à x 1 -+-  d y * )» 

donc~  V ( d x 1 -4-  d y 1 ) fera  l’élément  de 

la  furface  cherchée.  Si  on  fubftitue  la  valeur  de 
y & de  d y , ou  bien  celle  de  d x dans  la  for- 
mule que  Von  vient  de  trouver  , 8c  que  l’on  in- 
tégré , l’on  aura  la  furface  décrite  par  la  ligne  A M. 

44.  Problème.  Trouver  la  folidité  £r  la 
Jiiperficie  delà  jphzre  ( Fig.  l8  ).  Soit  le  diamètre 
A B ■==  2 r , l’abfcifTe  A P = x , l’ordonnée 
p M = y , l’on  aura  par  la  nature  du  cercle  gé- 
nérateur A M B N , y 1 sa  2 r x — x *.  Doncla 

„ , c y 1 d x , . , e x xd  x 

formule  — devient  = cxdx-~ — — 

2 r 2 r 


V s.  S21AJL  = _1.  S.  yydx=  r£-  - JJLL. 

Donc  la  portion  de  la  fphere  engendrée  par  le 
demi-fegment  ÀPM  en  tournant  autour  de  l’axe  AB 

„ ex1  cxi  3 crx  1 — cx  r-.»  /■ 

eft  = y = 7 .bilonlup- 

2 o r 6 r r 


„ cx 1 cx*  3 crx  — cx  r.  „ r 

eft  = y = 7 . Silonlup- 

2 o r 6 r r 

pofe  x = 2 r , la  fphere  entière  fera  ===== 
12.  cr*  — 8 . c . r s 4 c . r 5 , 


6 r or 

U cr,  \ r;  or—défigne  un  grand  cercle  de  cette  fphere 

& 
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?rj-C-rJe  ?ua^uPIe  de  ce  Srand  cercle;  donc  la 
îohdite  de  la  fphere  eft  égalé  au  quadruple  d’un 

grand  cercle  de  la  fphere  multiplié  par  le  âiers  du 
rayon  , ce  qui  s’accorde  avec  ce  qu’on  a dit  dans  la 
geometrie. 

Pour  avoir  la  furface , je  remarque  que  l’équa- 
tiony  1 = 2r  x — * 1 donne y 

dy  = l^=.*±>ir 


c C 2 rx  — xx)ï  , 

dx1  (r — x)1 

V {^rx  — xx),Uy  2 rx  xx~  * 
Subftituant  cette  valeur  de  dy*  dans  la  formule 

générale  V (dx 2 dyz)3c  re'duifant,  il  vient 


cf.  y/(-  

r 2rx—xx  r.V(2rx  — xXy 

Ion  divife  le  numérateur  par  y 3c  le  dénomina- 
teur par  \/(  2 r * — xx)=yy  l’on  a îSd* 

r * 

dont  l’intégrale  eft  S1JL.  Si  l’on  fait  a-  = 2 r l’on 


dx 


") 


ry  dx 


si 


r > 


2 r.cr 


aura  la  furface  entière  de  la  fphère 

y 

2 . r c ; c’eft-à-dire,  la  furface  entière  de  la  fphere 
Simple  de  celle  d’un  de  fes  grands  cercles, 
oi  1 pn  avoit  fuppofé  le  diamètre  de  la  fphère 

= 2 a,  l’on  auroit  trouvé  S.  ~~‘V  ( dx2-+-dyz) 


ac 


, l’on  aurrf 


• — — - — • Si  l’on  fait  r : c : : a : : — 

la  circonférence  d’un  cercle  dont  le  rayon  eft  a • 
donc  la  furface  d’une  calotte  fphérique  N A M eft 
égale  au  produit  de  fa  hauteur  par  la  circonférenc» 
d un  grand  cercle  de  la  fphère. 

Tome  IV.  p 
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451.  Problème.  Cuber  un  conoïde  parabo- 
lique d’un  genre  quelconque.  Suppofons  le  paramé- 
tré de  4a  parabole  génératrice  = i , l’oa  pourra 
repréfenter  toutes  les  paraboles  par  1 équation  x 

I 1 


e=  y m ; donc  y = x m , y1  = x m . 
tuant  cette  valeur  de  y 1 dans  la  formule 


Subfti- 

c y1  dx 

■ * 

2 r 


» 


Z -*-m 


..  . c x m i j * i»*  ^ e i m . c x m 
jl  Vient  — — — d x , dont  1 intégrale : = 

2 r 2r.  (2— {— m) 

,m  * c — — eft  la  valeur  du  folide  formé  par  la' 
4 r— !—  2 r m 

révolution  de  la  courbe  autour  de  fon  axe.  Si 
on  fait  x = a , & que  cette  courbe  foit  la  para- 
bole ordinaire  (Fig.  lere.  ) , l’on  auram  —2  ; 8c 

le  paraboloide  fera  = — 5 . Si  1 on  fup- 


p0fe  y = P M = r , le  conoïde  fera  = \ c r . f. 
Or  { c r repréfente  le  cercle  dont  le  rayon  eft  = 
r p M ; donc  le  conoïde  parabolique  du  pre- 

mier genre  eft  égal  à la  moitié  d’un  cylindre  de 
même  bafe  & de  même  hauteur.  Si  m = 3 , l’on 

aura  \ r c . C’eft-à-dire  , que  le  cofloïde  de 

la  parabole  de  l’équation  v } = x eft  égal  à un 
cylindre  de  même  bafe  , mais  dont  .la  hauteur  eft 
‘feulement  les  } de  la  hauteu^  a du  conoïde , S c 
ainfi  des  autres. 

46.  Problème.  Trouver  la  furface  d'un  conoïde 
formé  par  la  révolution  delà  demi-parabole  ordinaire 
autour  de  fon  axe.  Soit  fuppofée  AM  (Fig.  i“e.  ) 
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la  courbe  génératrice , dont  l’équation  foit y 1 = 

ax  , l’on  aura  adx  = 2ydy  , dx  = zJJlÏ  j xt 

, « 3 
4 y 1 d y1 

' — — — — • Donc  en  fubfiituant  cette  va- 
leur de  dx1,  l’on  aura  .l’élément  de  la  furface 
dx1-^dyl)==C-lAy  aa)% 

Maintenant  fi  1 on  intégré  cette  différentielle  par  la 
réglé  fondamentale  * , la  furface  cherchée  fera 

r.  ^ 

(4 y'  ~f~  aa)*  -+-  C.  Pour  déterminer 


12. ar 


la  confiante  C l’on  remarquera  qu’en  faifant y = o, 

la  furface  doit  être  = o ; donc  adx  — - — (aa  ) ï -4, 

n.ar  J ^ 


c a a 


12  r 


2 ar 


C * ■ 

C = Q , OU  ~ a a -4-C==  o,  ou  C=  - 

donc  l’intégrale  complette  eft  = — 

'4  yt-t-aa)*  — 

1 2r 

47*  Problème,  Trouver  la  folidité  d*un  co- 
noïde  engendré  par  la  révolution  de  la  demir-para- 

bole  AM  autour  de  la  tangente  AB  (Fig.  iete.  )i 
Soit  le  paramètre  = a.  Ai  ~F n =-  .r, 1 n — AF 
=7  > F B ==  d y.  Le  cercle  décrit  avec  le  rayon 


* C’eft-à-dire,  en  augmentant  Texpofant'Ldune  unité, 
divifant  par  ~ -f-  1 =:  î , & par  ]a  différentielle  8 y d j> 
de  la  quantité  fous  le  ligne.  * 

F 2 
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Y N fera  = Multipliant  ce  cercle  par  dy* 

l’on  aura  l’élément  engendré  par  le  plan  BM  F n 

c xx  d y — c y. — Al ( à caufe de  x' == — — > 
==  o r 2 a'  r ,aa 

par  la  nature  de  la  courbe  ) , dont  1 intégrale 

cys  c *' *'JL iïlï  , en  met*» 

eltTô  a1  r io.alr  IO  . r 

tant  l'x'  au  lieu  de  y*.  Si  l'on  fuppofe  * = 

A p = b , P M = y = g , le  conoide  engen- 

c g 

dré  par  le  plan  A M B fera  JoTr  * 

Mai*  le  cercle  dont  b eft  le  rayon  eft  = 
cb\  Si  l’on  multiplie  cette  quantité  par  g,  l’on 

aura  un  cylindre  qui  fera  au  folide  qu’on 

cl1  g c b1  g 

vient  de  trouver  comme  : 1Q  r * * 2 r ’ 10  r ’ 

,0  r = * r : : 10  : * . . y 1 1.  D "’f  Pas  df“if 
de  voir  que  le  conoide  engendre  par  le  plan  Ar  M 

„ xcl^g 
eft  = -* 

v c r , 

48.  Problème.  Trouver  la  folidité  d'un  co- 
noide hyperbolique  formé  par  la  révolution  dune  hy- 
de  /»»  «'•  S»'.1  feppofee  AM 

( Fig.  12  ) une  hyperbole  ordinaire  , dont  1 équa- 
tion foit  y ' = ~ Si  l’on  fait 

Z a : 2b  ::  2b  :p  , l’on  aura  le  paramètre  p = 

2b'  bx f_P_  Al d=  — . Ainfi  l’équation 

T 2 * a'  2a 
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fera  y 1 = V(2ax-\-xx).  Si  l’on  fait 

le  premier  axe  = a , cette  équation  fera  y1  ==a 

— \/(fl x-b-xx\', donc  —S.  y1 <foeft  = x 
«r  2rJ  zra 


S.  (a  x d x-+- x* dx)  = ~ } — — ).Si 

• 2 ra  » 2 3 ✓ 

on  fuppofe  ,r  = a , le  conoïde  hyperbolique  de- 


vient = — . — ( ) = — (y  a 2 ).  Si  l’on 

2 r a ' 6 ' 2 r J 


fait  r : c : : a : , l’on  aura  la  circonférence  du 

r 

rayon  a,  & multipliant  cette  circonférence  par 

a ca* 

— l’on  aura  la  furface  du  cercle  du  rayon  a = ~ ; 

Multipliant  cette  furface  par  ~ , l’on  aura  un  cy- 
lindre dont  la  hauteur  feroit  31. , & ce  cylindre 
fera  à un  cylindre  de  même  bafe , mais  dont  la 
hauteur  feroit  = a , comme  : a : : y p : 6 a. 

Ainfi  un  conoïde  hyperbolique  dont  la  hauteur 
eft  égale  au  premier  axe  , eft  au  cylindre  de  même 
baze  & de  même  hauteur  > comme  le  quintuple  du 
paramètre  du  premier  axe  eft  au  lèxtup’e  de  cet 
axe.  Si  l’hyperbole  eft  équilatere  , alors  p = a 
& le  conoïde  hyperbolique  dont  la  hauteur  eft 
égale  à l’axe , eft  au  cylindre  de  même  bafe  & de 
même  hauteur  comme  y : 6. 

49.  Problème.  Trouver  la  furface  d’un  co - 
noide  hyperbolique  formé  par  la  révolution  de  l’hy- 
perbole équilatere  autour  de  fon  axe.  En  faifant  le 

F 3 _ 
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demi-ajce  CA  --=^<2,  Ton  a yl=x1' — aa,en  comp- 
tant les  abfcillès  CP  (Fig.  12)  du  centre.  Donc  y =s 

)/(xx-~aa),dy  = —±JL  . donc 

Y'  (_  AT  A '■  CL  CL  j 

S.  ^y-.  y^Cdx1  -t-  dyt)=S.^^f\^(2aaxl — a4) 

t=  ‘ ( en faifant  2aa  =gx 

& divifant  fous  le  ligne  par  g 1 & multipliant  hors 

C a d x JL  • 

du  ligne  par  g ) ==  S.  — — - . — b1)  »,  en  fai- 

(L  • T 

r a4  a* . , 

lant  = — = b 1 ; on  pourra  intégrer  par 

les  fériés. 


" jo.  Problème.  Trouver  la  folidité  d'un 
conoide  hyperbolique  produit  par  le  plan  DgAC, 
lorfque  l'hyperbole  A g /ait  fa  révolution  autour  du 
fécond  axe  CD  ( Fig.  1 1 ).  En  faifant  le  demi- 
premier  axe  = a , le  demi-fecond  axe  = b , l’on 
*h  b a a 

aura  yx  = — (xx  — afl),ou*‘  = yy  X 

( y y ■+■  b b ).  La  circonférence  du  cercle  décrit  avec 

le  rayon  CP  = H G eft  = yy  & fa  furface  eft 

c x%  « • • 

=j  Si  l’on  multiplie  cette  furface  par 

ex * 

H D = m g = dy  , l’on  aura  yy  dy , élément 

du  folide  produit  par  le  plan  D g H G.  Si  dans 
çet  élément  on  fubftitue  la  valeur  de  x x , l’on 

a y r ^ y (y1  dy-\-bbdy)t  dont  l’intégrale  eft 
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üib(  j-t-  Hy)  ==  ?r  ( jh*’-*-"})  n 

Si  l’on  fuppofe  p g = y *=  b , le  conoïde  de- 
vUm==fr(~-t-a‘b)=f-r(±a‘b) 

t=^-'(  — b\  Mais  - — défigne  la  furface  d’un 
2 r \ 3 ^ 2 r ° 

cercle  dont  le  rayon  eft  = a ; donc  le  conoïde 
hyperbolique  formé  par  la  révolution  de  l’hyper- 
bole autour  du  fécond  axe  & dont  la  hauteur  eft 
égale  au  demi -fécond  axe  b eft  les  * d’un  cyr 
lindre  de  meme  baze  & de  même  hauteur. 

Si  du  folide  dont  on  vient  de  parler,  on  retranche 
le  cylindre  C AbD , on  aura  le  folide  engendré 
par  le  plan  b A g. 

y 1.  Problème.  Trouverla  foliditéd’un  conoïde  hy- 
perbolique engendré  par  le  plan  SRm  u pendant  que  F hy- 
perbole FMS  j que  nous  fuppofons  équilttere,  tourne  9- 
tour  de  VaJJymptote  AR  (Fig.  4).  Soit  l’équation  de 
l’hyperbole  équilatere  y x = a 1 & foit  auftï  fuppo- 

d 4 ç 

fée  AR=RS  = a , l’on  aura  y 1 = — ; donc  — x 

X X 2 T 

S.  y 1 d x=  • S.— -j  d x = — ‘ S.  a + x~l  ,d  x 

J or  v 4 ■*“ 


2 r 


c 

a + x ~ 1 -+-  C.  Pour  déterminer  la  conf- 

2 r ■ 

tante  C , je  remarque  que  le  folide  cherché  doit; 
être  = o , lorfque  x eft  = A R *=  a ; donc  —-5 

a 3 -4-  C = o , ou  C = r+~  ~~  , & l’inté- 

grale  complette  eft  =■  » c-~.  Si  on  fuppofe 

. 4f~oo , çe  fo,U4e  devient  Qr  défîgne.un 

F* 


» 
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cercle  dont  le  rayon  eft  ;=  a , & ca  a—~ c— 

2r  2r 

défigne  un  cylindre  dont  le  rayon  de  la  bafe  fe- 
roit  ■==  a & la  hauteur  = a , ou  un  cylindre  dé- 
crit par  la  révolution  du  plan  A R S T aurour  de 
A R ; donc  ce  cylindre  eft  égal  au  conoide  infini- 
ment long , décrit  par  le  plan  RS  mu. 

$2.  Problème.  Trouver  le  folide  engendré 
par  le  plan  N P a m , pendant  que  la  logarithmique 
fait  u".e  révolution  autour  de  Jon  ajfymptote  P a 
( Fig-  y ).  La  fous- tangente  de  cette  courbe  étant 

fuppofée  = a , l’on  aura  ----- X-  = a , dx  <= 

d y 

ad  y . c - e 

— ^ donc—  S.  y 1 dx  = — S.  ayd  y =* 
y 2 r 2 r J J 

^ a y 1 c y * a 

Si  ['on  fuPPofe  <iney 
==  P N eft  = b,  le  folide  produit  par  l’efpace  in- 
finiment long  N m a P , fera  = JlÈJL  . JL. 

2 r a 

c b 1 _ 

Or~  2 r~  défigne  la  furface  d’un  cercle  dont  le 

rayon  *==  b ; donc  ce  folide  eft  la  moitié  d’un 
cylindre  dont  le  rayon  de  la  bafe  eft  l’ordonnée 
delà  logarithmique,  & la  hauteur,  la  fous- tangente 
de  la  logarithmique. 

^ T 3.  Problème.  Trouver , i°.lafolidité,20.la 
fur] ace  convexe  d'un  folide  formé  par  un  plan  BMi 
qui  coupe  obliquement  un  cylindre  droit  de  maniéré 
que  la  fe&ion  pajfe  par  le  centre  de  la  bafe  du  cy- 
lindre ( Fig.  i£  ),  Si  l’on  conçoit  une  infinité  de 


Digitized  by  Google 


Calcul  Intégra l. 


89 


plans  MmP,  C D a , perpendiculaires  à la  bafe 
de  l’onglet,  ces  plans  formeront  des  triangles 
reâangles  femblables , puifque  leurs  angles  fitués 
fur  le  diamètre  b B perpendiculaire  à A a,  feront 
égaux.  Par  la  nature  du  cercle , en  faifant  P m -=y, 
b B *=  2 a , l’on  a y 1 = 2 a x — x x.  Si  l’on 
fait  la  hauteur  du  folide  D a = b , les  triangles 
femblables  C a D , MmP  donneront  C a = a : 

a D = b : : P m = y : M m = —,  Multipliant 


M 


m 


par- 


l’on  a le  triangle  MmP 


h y y 

2 a 


; fi  l’on  multiplie  ce  triangle  par  dx=Vp; 


l’on  aura  l’élément  de  l’onglet 


2 a 


. d x ■ 


( 2 a x d x 

2 a 


eft  = 


x x d x ) , dont  l’intégrale 
b 

X 

2 a 


2a  ^ aX  ' 3 ^ 

^ û — — -&  lorfque  & P = a:  eft  = 2a,  l’on 

a la  folidité  de  l’onglet  = f aat  = a a . i b , c’eft- 
à-dire,que  la  folidité  d’un  tel  onglet  eft  égale  à un 
prifme  dont  la  bafe  feroit  égale  au  quarré  du  rayon 
de  la  bafe  du  cylindre  & dont  la  hauteur  feroit  les  | 
de  celle  de  l’onglet. 

Pour  avoir  la  furface , je  remarque  qu’en  mul- 
tipliant l’arc  élémentaire  n m par  w l’on  aura 
l’élément  de  la  furface  cherchée.  En  comptant 
les  abfcifTes  du  centre  l’élément  de  l’arc  circulaire 

eft  ( 31.)===  ■■■  g ^ x — - ï=^^.MaismMeft 
J y {aa. — xx)  y 
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t>  y 

— comme  on  vient  de  le  voir.  Donc  l’élément 
a 

de  la  furface  eft  = b d x & la  furface  cherchée 
= b x.  Si  x = a , la  demi  - furface  convexe 
de  l’onglet  fera  •=  b a , &c  par  conféquent  la  fur- 
face  entière  fera  = 2 a b , ou  égale  au  reéfcangle 
du  diamètre  de  la  bafe  du  cylindre  & de  la  hau- 
teur de  l’onglet. 

H-  p*  oblÊme.  Soir  A D (Fig*  9)un  quart 
d'ellipfe  on  demande  le  rapport  des  Jolides  produits 
par  la  révolution  de  l'aire  À D Ç autour  du  demi- 
grand  axe  A C = a £r  du  demi-petit  axe  D C =b. 
Soit  C P =-  M p = r,PM  =*  C p =y  , l’on 

b 1 b b 

aura  yx  = — . (aa  — x x)  = b b. — — . x* , x* 
J aa  s ' aa  9 

e=s  a a — y%  ; donc  le  folide  produit  par  la 

révolution  de  faire  elliptique  C P M D autour  de 

A C fera  = — x S.  y x d x = — S.  ( b b d x 

— — • x1  d x ')=—*  ( bbx ),Si  l’on  fait 

x ===  a ? le  folide  décrit  par  le  quart  d’ellipfe 
A C D fera  = a.  Le  folide  produit  par 

la  révolution  du  fegment  Cp  M A , autour  de  DC , 
■fera=  — S.  x 1 dy  (parce  que  ici  l’ordonnée 

= x,  le  cercle  décrit  par  cette  ordonnée  efl: 
*=  — x 1 & la  différentielle  de  C p = P M = y 
eft  = i y j De  forte  qu’il  faut  changer  y en  x,  & 
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• c • Cl  Cl 

réciproquement  ) = — S.  (açdy  — 

~(aa y — Si  l’on  fait.?  ==  b 9 le  folide 

engendré  par  le  quart  d’elüpfe  fera  = — • -}  a1  b. 

Donc  le  premier  folide  eft  au  fécond  comme  b : 
c . Si  a = £ , le  quart  d’ellipfe  deviendra  un  quart 
de  cercle  , & le  folide  engendré  fera  un  hémif- 

c 2 a 5 
phère  = *— * — — * 

V 2 r 3 

j'y.  Problème.  Trouver  la  furface  décrite  par  le  qu'on 
i’ellipfe  A D autour  du  demi-axe  A C.  Selon  ce  qu'on  a 
dit  ci-deffus  (38),  la  différentielle  d’un  a*c  elliptique 

cùiS(dx*+dj*)=:dt=y(dX>+  ^aa^.x—)  ) 

dxVUa-xx+hhl) 

= + »*-*■-  0 = 

\ aa.(aa — xx )'  y {aa—xx) 

j ,/■/’  (flfl — ü)  v 

d x .V  [ a a — x x.— —■ N 

= r-77 — r 5 donc 

y (aa  — *#) 

^ (ix’-hJy)  'fl=jix. — 

= — à x ,\T  Caa— xx  V en  fubflituant  la 

fl  v aa  ' 

1 * f 

valeur  de  j = — j/"  (aa— xx);donc  (d*1  -H^1) 

— . S.  dx\f[aa  — xx.  prolon- 
ge CA  en  G julqu  à ce  que  A G = ^ îc 

/ 
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prends  C&=ij  je  décria  enfuite  avec  les  demi-axes 
CG,  C b , l'ellipfe  G b.  Maintenant  failant  CP=x, 

b b 

l’ordonnée  Pu=?,  l’on  aura  = -- . f-  ^ (GC*  — x’)  i 


CGC)1 


or  (CG)*  — — — j-r  ;donc?2=M — x 2-^-^ — ^ 
aa — ob  s a* 

^ Çaa  — xx^aa  aa^  ) ‘donc  multipliant  Pu 


aa 


par  d x , l’on  aura  l’élément  de  l’efpace  C b P u , & cet  et 


pace fera  = . S.  dxj/^^aa  — xx. 


{a  a — b b") 


aa 


')■ 


done 


en  menant  l’ordonnée  An , ~ . y J/” (dx*-Hfj*)==  — .Sjdr, 

fera  = A n B C ; c’eft-à-dire,  que  la  furface  engendrée  par 
la  révolution  de  A D autour  de  C A eft  égale  au  pro- 


duit de  — par  la  furface  An  bC. 

î 6.  Peoeieme.  'Trouver  le  fol'.de  engendré  par  la  révo- 
lution de  l'aire  A B M P pendant  la  révolution  de  la  iraElrice 
autour  de  fon  afymptote  ( Fig.  6).  Soit  l’abfcifle  AP  = 

ï,PM  =j,  l’on  aura  ( i j ) d x = — i 

donc  JilA± = _ ri„rf. 

2 r i r 


grale  eft  = — — . (a  a — y y)  *.  Comme  le  ligne  — 

ne  change  point  la  valeur  du  folide  que  nous  cherchons , 
c « 

te  folide  fera  = — . (a  a — y y)  1.  Si  l’on  fuppofejF=o,le 
folide  produit  par  l’aire  infiniment  longue  de  la  tra&rice  fera 

• C CL* 

. Mais  l’hémifphère  produit  par  la  révolution 

du  quart  de  cercle  A D B autour  du  rayon  DB  = a,  eft, 
comme  il  luit  de  ce  qu’on  a dit  ci  - delfus  ( J4  ) , = 

— . a*  = -^-  -,  donc  cet  hémifphère  eft  au  folide 

ir  j î . . :t 

qu’on  vient  de  trouver , comme  | ^ : ••  6 : j : : » : i. 

Peoeieme.  Trouver  la  furface  décrite  par  l’arc  A M 
ie  la  traSlrice  lorfquclie  fait  fa  révolution  autour  de  fon  of~ 


.1 
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Jÿmptotc  B P.  Les  triangles  femblables  P M T , MRm 
donnent  PM:  MT  ::  M R = — dy:  M m — ds , ou 

y:  a::  — dy:d  s,  ou.  — ady=yds8c— y.ds  — 
—y . j/’tfx*  -hdy  1 )== — ~.ady,  dont  l’intégrale  eft  — 


“T  *r 


. CPourdéterminer  la  confiante,  je  remarque 


f , 

que  la  furface  cherchée  doit  être  = o , lorfquej  = a-, 

- ç 

donc  C — — aa  = o,ouC  = H a a 8c  l'intégrale 

r r 

complette  eft  = y . ( a— y ).  Si  l’on  fait  y = o , cette 


intégrale  eft  = 


c a a 


c a 


a -,  c’eft-à-dire  , que  la 


furface  infiniment  longue  engendrée  par  la  révolution 
de  la  traélrice  autour  de  fon  aflymptote , eft  égale  au 
produit  de  la  circonférence  d’un  cercle  dont  le  rayon  ie- 
roit  = a , multipliée  par  le  même  rayon  ,;  ou  à la  fur- 
face  convexe  d’un  cylindre  dont  le  rayon  de  la  baie 
& fa  hauteur  feroiennt  égaux  à la  tangente  de  la 
traârice. 

j8.  PROBLEME-  On  demande  la  furface  engendrée  par 
l’arc  cicloïdal  Dn  pendant  la  révolution  de  la  cicloï  e au- 
tour de  la  tangente  DF  ( Fig.  7).  Le  diamètre  du  cercle 
générateur  étant  fuppofé  = 2 a , l’abfciffe  DP=j*,  la 
corde  DM,  moyenne  proportionnelle  entre  le  diamètre 
& l'abfciffe , fera=l/’(2  a.x);  donc  l’arc  Dn  qui  eft 
double  de  cette  corde^jî)  fera=2  y (z  a . x)  j donc  l’é* 

= ds.  Si  l’on  fait  tourner 


lément  n i eft= 


d xlf 


2 a 


ir. 


cet  élçnent  autour  de  D F , il  eft  évident  que  1 on 

„ c , (2  a)dx 

aura  l’élément  de  la  furface  = — - l n . - — ÿr  x — • 

— . j/"  x . d x x 2 a ( à caufe  de  l n •=.  DP  = x ). 

Donc  en  intégrant  , la  furface  cherchée  fera  =s 

— tSza.-.x*—  —•  ex.  y (ta  ,x).  Si  x devient  = 2 a, 
r r~  3 3 r 
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la  furface  décrite  par  la  moitié  D A de  la  cicloïde  fera=3 

8c 

— - . a a. 

3 r 

jp.  PROBLEME.  Que  la  courle  A MB  (Fig.  20. ), 
dont  on  a parlé  dans  la  Première  Partie  de  cet  Ouvrage  , 
(Courbes  algébriques  11p.  ) faf!e  une  révolution  autour  de 
la  ligne  AB  , on  demande  la  valeur  du  folide  de  révolution. 

JL  équation  de  la  courbe  elt  2 = =3 


— x1  — a a -h  ^ a_j_~  ( en  divifant , autant  qu’on  le  peut, 

par  — x H-  1 a)  i dans  laquelle  AB  —a,  A P =:  * ; 

doncy1Æe=  — x1  dx  — aadx-\ — — — dont  l'in- 

za  — x 

X 5 

tégrale  en  ajoutant  une  confiante eft  = C — a ax 

■ — n1  L.(ia  — *).  Suppofons  d’abord  que  cette  inté- 
grale devient  = o > lorfque  x — o ; dans  ce  cas  l’on 
trouve  C ==  2 a 3 L . 2 a ; donc  l’intégrale  complettc  ou 
le  folide  cherché  engendré  par  l’aire  AMP  ell  =3 

— S.y1dx=—  .Çza^'L.va — - a2* — 2d}  L .(2a — *)) 

% t x r \ j / 

& faifant  x — a,  le  folide  engendré  par  l’aire  A M B 

fera==  a}  (L.ia  — L .a)  — y a3.). Si  l’on  prend 

les  logarithmes  dans  une  logarithmique  dont  la  fous- 
tangente  foit  = a.,  félon  ce  qu’on  a dit  dans  la  première 
Sedtion  , il  faudra  divifer  par  a les  logarithmes  L z a, 

L.a  j donc  alors  le  folide  fera=-£-^a2  ( L.za — L .a)  — . 

Et  ainfi  ce  produit  ne  fera  que  de  trois  dimenfîons^Suppo- 
fons  enfuite  que  S.  j 1 d x eft  ==  o , lorfque  x = a , dans  ce 
cas  on  aura  C = ^ a 3 -+-  2 a 2 L.  a , en  prenant  les  lo- 
garithmes , comme  on  vient  de  le  dire;  donc S.^  2 dx=z 

4.  X * 

■j-  a 3 -i- 2 a2  L.a — a1  x — 2 a1  L . (2  a — x), 

■ Ç 

qui  étant  multipliée  par  — , donnera  le  folide  engendré 
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pat  l’aire  B mp.  Si  l’on  fait*  = ra  , le  fefide  engen- 
dré par  Taire  infiniment  longue  B R F D fera.  = 

— — az  L.o  — — . a3  ) : ce  folide  fera  infini, 

r 3 

parce  que  le  logarithme  d’une  ordonnée  ma  (Fig.  f) 
infiniment  petite  eft  infini. 

60.  Pkobume.  Trouver  l’élément  de  la  furface  S un  cône 
oblique  A / B ( Fig.  11  ).  Suppofons  que  ce  cône  l'oit  coupé 
par  le  plan  A /B  qui  paffe  par  un  des  diamètres  de 
la  bafe  fur  laquelle  , prolongée  s’il  le  faut,  tombe  la 
perpendiculaire  /F.  Prenons  un  arc  infiniment  petit  mn 
< élément  de  Tare  Dm)  dont  la  tangente  foit  TM, 
3e  fuppofant  CP  — r,CA  = CD=a,&  que  Ton  a tiré 
les  autres  lignes  que  repréfente  la  figure , de  manière 
que  F M foit  perpendiculaire  à T M , il  eft  vifible  que 

m n-^~-  repréfentera  l’élément  fnm  de  la  furface  cher- 
chée ; car  le  plan  M / F paflant  par  la  ligne  / F perpen- 
diculaire au  plan  de  la  bafe,  fera  perpendiculaire  au  même 
• plan  de  la  bafe  ; mais  la  tangente  TM  eft  perpendiculaire 
par  conftruétion  , à MF , commune  feélion  du  plan  de  la 
bafe  & du  plan/MF,  & de  plus  TM  fc  trouve  dans  le  plan 
de  la  bafe  j donc  cette  ligne  eft  peroendiculaire  au  plaît 
/ M F , & par  conféquent  à la  ligne  /M  hauteur  du  trian- 

t\enfm.  Soit  maintenant  CF  — b,  l’angle  CnT  étant 
roit , & n P étant  une  perpendiculaire  abaiffée  du  fommet 
de  cet  angle,  fur  Thypothénufe  CT,  TonaCP  : C n : i 

C n : C T,  ou  x : a : : a : C T : 


■ Mais  CT;  C n 
x 


TF  : M F , ou  — : a : : — + J:MF  = 
x x 


a a 


b x 


( aa  • 


a 

■bx) 


Soit 


a a 


>* 


fF=g,  Ton  aura  /M  = (gg-h 

parce  que  l’élément  de  l’arc  eirclaire  Dm,  félon  ce 

qu’on  a dit  ci-dcflus  (31), eft—  lyi  r , l’élément 

j.  t a a x x 1 

* 


4 
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<id.xV~( 


gg 


(aa  - f-  b x ) 


fnm  fera  = c 

l .J/(aa  — xx ) 

^/-Çgg  • a a~*~  fl4  , 2 aux 


a a 


-) 


b* 


4-  x x 


m j - u u r 

vdx — - — ; toutes 

x . y (a  a — x x) 

les  formules  qui  pourront  être  ramenées  à celle  que 
l'on  vient  de  trouver,  dépendront  de  la  furface  du  cône 
oblique. 


61.  Problème,  Trouver  le  folide  produit  par 
la  révolution  de  la  courbe  A D ( Fig.  3 ) autour 
de  la  ligne  SV  diflante  de  Va xe  D C de  la  quan- 
tité p.  Il  eft  vifible  qu’en  failant  M N = y , 
l’on  aura  b M = p -4-  y , & qu’en  fubftituant 

p -+-  y au  lieu  de  y dans  la  formule  y 1 d x , 

2 r 

le  folide  engendré  par  l’aire  SD  AV  fera  = . 
S~,  S.  ( y -4- p)1  d .v.  Mais  le  folide  engendré  par 

le  reétangle  D C V S ell  = —,  S.  p 1 d x , qui 
étant  retranché  du  folide  qu’on  vient  de  trouver , 
donnera  — — S.  ( y — h- p)1  dx — JL  x S.pz  dx 

s=  — . S.  ( y 1 dx  -f-  1 pydx),.,.,  (A)  pour  le  fo- 
lide  engendré  par  la  furface  CDA  autour  de  SV. 


Soit  l’hyperbole  équilatere  AG  (Fig.  11  ) , on  de- 
mande le  folide  engendré  par  le  triligne  b Agautourde 
l’axe  C!B.  En  faifant  £g  = Ap=x  , pg=y  , l’on  au- 
roit  y 1 — ip  x-hx  x , en  fuppofant  le  demi-axe  CA  —p. 
Si  l’on  change^  en  x , en  faifant  j>g  = CD=x*  Sc  bg=y  » 

lot* 
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l’on  aura  x*=i ry-hyy  & — S.  (y'dx  -h  spydx) 

= ^~r‘  S.  . Ainfi  ce  folide  eft  égal 

à un  cône  dont  la  hauteur  eft  x & dont  le  rayon  de  la  bafe 
eft  aufli  =x > car  alors  la  bafe  eft  = L’on  peut  re- 
marquer qu’ici  gm  ei\  = dx,  &que le  produit  de  lafur- 
"Ce  que  décrit  n G pendant  la  révolution  Dar  d x 
eft  l'élement  du  folide  cherché. 

62.  Remarque  I,  Si  l’on  vouloit  avoir  le 
folide  engendré  par  l’aire  ABmM  ( Fig.  13.) , 
comprife  entre  deux  courbes  ou  les  deux  branches 
d’une  même  courbe,  on  chercheroit  féparément 
le  folide  engendré  par  faire  A B m P & le  lolide 
engendré  parfaire  AMP,  l’on  retrancheroit  le 
fécond  du  premier  & le  problème  leroit  réfolu.  Si 
l’on  demandoit  le  folide  engendré  par  la  courbe 
BmD  autour  d’une  ligne  / L,  parallèle  à l’axe 
AP  , l’on  chercheroit  la  valeur  générale  d’une  or- 
donnée D L , on  chercheroit  enfuite  la  valeur  du 
folide  engendré  par  1 aire  D m L , en  ajoutant  une 
confiante  qu’on  détermineroit  par  cette  condition 
que  l’intégrale  s’évanouiroit  lorfqu  on  auroit  A P 
m =■  g , par  exemple.  On  chercheroit  en- 
fuite  la  valeur  du  folide  produit  par  faire  fm  B,  la 
fommedes  deux  folides  donneroit  le  folide  cherché; 
ôtant  l’un  de  l’autre  l’on  aura  leur  différence. 

Remarque  IT.  Si  Ion  vouloit  la  furface  dé- 
crite par  l’arc  A g (Fig.  1 1) , autour  de  la  ligne  T h% 
diftante  de  CD,  que  nous  pouvons  regarder  comme 
l’axe  de  la  courbe  , de  la  quantité  T C =:/>  ; en 
faifant  D g =r  y , l’on  auroit  h g p -4-  y , fc 
1 on  fubftitueroit  p -4-  y au  lieu  de  y dans  la  for- 

mukjryV(dx*^dyl)i  de  forte  que  la  fur- 
Tome  IV,  q 
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face  cherchée  feroit  ==  — * S.  ( p -4-  y ) • 
y^(  d x 1 — f—  d y1). 

Remarque  III.  Si  les  co-ordonnées  D M , 
AD  ( Fig.  22  ) étoient  obliques , il  y auroit  quel- 
que changement  dans  les  formules.  Soit  l’angle  des 
coordonnées  = ?,  A D=  x , DM  =y  > 
DF  = p & fuppofons  que  la  courbe  tourne  au- 
tour de  l’axe  B F parallèle  à l’axe  AD,  on  de- 
mande la  furface  qu’engendrera  la  courbe  & le  fo- 
lide  que  produira  l’aire  A DM.  Ayant  tiré  ML 
perpendiculairement  à A D , le  triangle  reftangle 
M P D , en  faifant  le  finus  total  = r , donne  r : 

finus  ==  ^ y L’on  a auflx  / D ==a 


L P —-ÜÜIII . jonc  l M 


a encore  PD  : 


C0f.?.7 


& AP 


y)  fin.?  # 

r 

cof.  ? . y 


dans  la  formule  ~ S.(j4-p)ld*(6i)on  met — y 

coC  ^ «y 

au  lieu  dey p & la  différentielle  de  x — au 

lieu  de  dx , la  formule  A ( de  l’endroit  cité)  donnera 
le  folide  engendré  par  l’efpace  AMP  autour  de 

BF  = |f*  “T“'S.  (yz-+-2Py)  au- 

quel il  faut  ajouter  le  folide  engendré  par  le  triangle 
, „ c (fin.?)1  0 cof.  r.iy . 

PMD  ; c eft-a-dire  — * S. 

(y 1 2 py  ) , ainfi  que  nous  le  verrons  bien-tôt 

& le  folide  cherché  fera=s=  r~v*l  S.(yl  dx 
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Si  l’on  fuppofe  p = o , on  aura  le  folide  engendré 
autour  de  Taxe  A P. 

Si  l’on  veut  avoir  la  furface  décrite  par  la 
courbe  AM,  on  fubftituera  ’ - • ( y -4-  p ) 

au  lieu  de  y dans  la  formule  — y\^(dxl  -4-  d y 1 ) 
c • ' 

«=  ~y  y ds  t & Ion  aura  la  furface  cherchée  =3 

S.  (y-+-p)  ds.  Mais  ici  ds  n’eft 
pas  = V"  ( d * 1 -4-  d y 1 ) ; mais  d s =3 

p 

V (dx1  — 2 - dy  d x H—  dx1).  Si  l’angle  ^ 

étoit  obtus,  fon  co-finus  feroit  négatif,  & Ton  chan- 
geait le  ligne  du  fécond  terme  de  la  quantité  fous  le 
ligne,  & il  eft  facile  de  v oir  quel  changement  il  faudrait 
faire  dans  la  formule  du  folide  engendré  par  faire 
AMP.  Dans  le  même  cas  le  folide  décrit  par  le  triau- 
gle  D M P feroit  négatif;  c’eft-à-dire,  qu’on  le  re- 
trancherait au  lieu  de  l’ajouter. 

Si  dans  la  formule  A ( 61  ) , au  lieu  de  y l’on 

fin  7 ^ 

fubftitue  la  valeur  de  P M = — ^ 7 y ; au  ueu 

fin  7 

•de  p,  la  valeur  de  P L = ~~ p ; au  lieu  de  dx,  la 

différentielle  de  y ( parce  que  PD  =3 

cof.  f.JI  „ ^ 

- , & que  P p *=  r m peut  être  regard» 

comme  la  différentielle  de  P D) , & qu’on  regarde  ç 
comme  confiant , l’on  aura  le  folide  engendré  par 

le  triangle  M P D =-  — x — n.—  • S.  cof‘  * • 

*y»ty*-ir*py)>  G z 

I 
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Si  la  courbe  eft  rapportée  à un  foyer  F ( Fig.  23), 
pour  trouver  le  folide  produit  par  la  révolution  de 
l’aire  A.  R F autour  ae  la  ligne  G T , parallèle 
à AF,  je  cherche  le  folide  élémentaire  produit 
parle  triangle  infiniment  petit  DRF.  Que  la  révo- 
lution fe  faire  par  un  arc  infiniment  petit , le  point 
D décrira  l’arc  infiniment  petit  DP  & le  point  F 
l’arc  F b.  Dans  ce  mou-v^ient  le  triangle  élémen- 
taire D F R décrira  un  folide  , qui  aura  pour  faces 
deux  triangles  & trois  quadrilatères.  Ce  folide  peut 
être  repréfenté  par  la  Figure  24. 

Si  par  le  point  b on  mène  un  plan  qui  palTe 
par  D R , ce  folide  fera  divifé  en  deux  pyramides, 
l’une  triangulaire  iD  RF,  l’autre  quadrilatère 
b D R p P.  La  folidité  de  la  première  eft  égale  au 
produit  du  triangle  F D R , par  le  \ de  b F*  La  fé- 
condé eft  égale  au  double  d’une  pyramide  qui 
suroît  FDR  pour  bafe  & DP  pour  hauteur  ; ce  que 
l’on  comprendra  aifément  , en  concevant  le  plan 
b PR  qui  la  divife  en  deux  pyramides  qui  ont  même 
fommet  b , & dont  les  bafes  font  chacune  la  moitié 
du  redangle  PpDR;  mais  d’ailleurs  la  pyramide 
b P p R a aufli  p R -=P  D pour  hauteur  & le  trian- 
gle b P p =====  FDR  pour  bafe.  Donc  la  fécondé  py- 
ramide eft  les  j du  produit  de  FDR  par  DP  ; donc  le 

folide  élémentaire  eft  — F D R . — 2 - -P  ^ ; 

donc  lorfque  la  révolution  fera  entière  , le  folide 

élémentaire  fera  égal  au  produit  de  ^ par  la 

circonférence  décrite  par  F , plus  le  double  de  la 
circonférence  décrite  par  le  point  D. 

Soit  FD  ==y  , l’arc -g  h (décrit  avec  le  rayon 
f?  g = a ) =====  3 ;•  donc  h L ==  d 3.  Si  l’on  fait 
l’arc  Dm  ( décrit  du  centre  F avec  le  rayon  y ) 


Digitized  by  Google 


Calcul  Intégbal. 


ioi 


d x , Ton  aura  a : dp  : : y : dx  = 


Mul- 


tipliant cet  arc  par  { y , l’aire  FDm,  ou  F D R 
• De  plus  le  triangle  reétangle  FBD 


faa  = i .ilii 


donner  : fin. p ::j:  BD  = 


fin-  ? .7. 


Si  l’on  fait  BG=; 


p ,1a  circonférence  décrite  par  TF  fera=  -y , 8c 

la  circonférence  décrite  par  le  point  D autour  de  GT 

t c , fin-?  - „ „ . 

Iera=—  . (p-i—  , & parce  que  1 aire 

F D R eft  = \ y dx  , l’élément  produit  par  cette 
aire  dans  une  révolution  entière  fera  = \y  dx  x 
, / cp  zc  p 2 c fin. 2. y x . 

T - — yfz)  = iydxx 

(SL  + ilüïi2).si  on  fubftituc , au  lieu 

de  d x , le  folide  de  révolution  fera,  en  fuppofant  a 

r,  fera  , dis-je,  jyS.  + ^77— 

Si  l’aire  A F D tourne  autour  de  la  ligne  AF, 
l’on  aura  p = o , & le  folide  de  révolution  fera 

= -î-  • S.  ,• 

Soit  A i ( Fig.  3 ) = p un  arc  de  cercle  dont 
le  rayon  foit  = r , les  triangles  C 1 H , ir  l 
ayant  leurs  côtés  perpendiculaires  font  femblables  ; 
donc  Ci  : iH  ::  ir  = dp:  il  =HA.  Or, 
H h eft  la  différentielle  du  co-fînus  de  l’arc  p & 
i H eft  le  finus  de  ? ; donc  r : finus  p ::  dp:—* 

d . co- finus  = ^ On  met  le  figne  — 

patce  que  le  finus  augmentant,  le  co-finus  dimi- 

g3. 


t 
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Subftituant  la  valeur  de  - dans  la 


deiniere  formule  . elle  deviendra  = — ■ x 

3 r 

„ • - , d . rôf.  ? 

S.  —f — - — 

63.  Problème.  Suppofant  que  AD  (Fig.  2 3)  e/?  un 
arc  de  cercle  dont  le  rayon  FA  J oit  = r,  on  demande 
le  folide  engendré  par  le  fefteur  ADF  autour  du 
rayon  A F.  Dans  ce  cas  on  a F D =y  = r & 

la  formule  ~ • S.  — y 5 - — eû  == 

3 r y r . 

c „ , d . cof.  7 cr  „ 

- — *S. — r5 * = -— • S.  — d . cof.  ? 

3r  T 3 x 

aaM*  c r 

s=— - — • co-finus  3; -4-  C.  Pour  déterminer  la 

confiante  C , je  remarque  qu’en  fuppofant  le  co- 
nnus de  q = au  rayon , l’arc  A D fera  ==  o , 
auffi  bien  que  le  folide  de  révolution  ; donc  — 

c r r * ' c r * 

• -4-  C = o , ou  C ==  -4- ; donc  le 

3 ’3 

folide  cherché  eft  = — * X ( r * -r-  r 1 co-finus  3 ). 

Du  Centre  de  Grandeur  , ou  du  Centre 
de  Gravité  des  Figures. 


64.  Si  les  centres  de  deux  corps  fphériques  a 8c  b 
(Fig.ay)  font  attachés  aux  extrémités  d’une  ligne  a. b 
(qu’on  peutconfidérer  fans  pefanteur  & comme  infle- 
xible ) , ces  corps  feront  en  équilibre , pourvu  que  la 
ligne  ou  le  levier  ab  foit  foutenu  par  un  point  / tel 
que  l’on  ait  a : b : : bf  : aft  ou  pourvu  que  les 
diftances  de  ces  corps  au  point  d’appui  foient  en 
raifon  inverfe  de  ces  corps  ; nous  confidérons  ici 
les  eorps , comme  fi  toute  leur  matière  étoit  réu- 
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nie  au  centre  de  ces  corps.  La  démonstration  de  ce 
principe , regardé  chez  les  Méchaniciens  comme 
une  vérité  inconteftable  , fe  trouve  dans  les 
Livres  les  plus  élémentaires  de  Méchanique.  Si  le 
corps  a péfe  une  livre  , & le  corps  b deux 
livres,  la  diftance  af  fera  double  de  la  diftanc efb. 

6$.  Problème.  Divifer  une  ligne  a b = c 
en  raifort ' de  deux  quantités  a & b.  J’appelle  x la 
partie  de  la  ligne  qui  répond  à la  quantité  i,c  — x 
lera  la  diftance  f b qui  répond  à b.  Par  la  nature 
du  Problème  l’on  a a : b : : c — donc  a x 

= bc  — b x , ou  ax  — (—  b x = b c , ou  x ==* 

Donc  on  trouvera  x en  fàifant  a -4-  b : 


a b 

b : : c : x ; c’eft-dire  , que  la  diftance  ou  la  partie 
de  la  ligne  qui  répond  au  poids  a , fe  trouve  en 
prenant  le  quatrième  terme  d’une  proportion  dont 
le  premier  terme  eft  la  fomme  des  poids  , le  fé- 
cond eft  le  poids  b , & le  troifieme  la  ligne  don- 

. t » b • c 

nee  c.  L on  aura  c — x = c — r-=s 


ca-+-cb  — le  ac  , 

; — r — =: : — r~  ; donc  t 

a- 4-  b a — f—  b 

c : c — x;  c’eft- à-dire  , que  l’on  trouvera  la  dif- 
tance de  chaque  poids  au  point  d’appui , en  difant, 
la  fomme  des  poids  eft  à un  de  ces  poids  , comme 
la  longueur  du  levier  eft  à la  diftance  de  l’autre 
poids  au  point  d’appui.  Si  on  fuppofe  a de  trois 
livres,  b' de  douze  livres,  & la  ligne  a b de  fix 
pieds  , la  première  proportion  donnera  12  H—  3 
s=  ip  : 12  : : 6 Pic<is  : x = ^ = 4 pied* 

-4-  7 de  pied. 

La  majje  d’un  corps  eft  la  quantité  de  matière 
qu’il  contient.  L’on  appelle  centre  de  majj'e  , centre 

G* 
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de  grandeur,  centre  de  gravité,  un  point  par  le- 
quel ce  corps  étant  fufpendu , il  demeure  en  re- 
pos , de  quelle  maniéré  que  Tes  autres  parties  foient 
■fituées.  Toute  ligne  horifontale  qui  pafle  par  le  cen- 
tre de  gravité  du  corps  fera  appellée  axe  d'équilibre. 

Un  corps  m (Fig .26)  fufpendu  à l’extré- 
mité a d’un  levier  , agit  avec  d’autant  plus  de 
force  que  la  diftance  de  la  diredion  a m ( de  ce 
corps  vers  le  centre  de  la  terre  ) , au  point  d’ap- 
pui f eft  plus  grande , & l’on  appelle  moment  au 
corps  le  produit  de  la  maffe  de  ce  corps  par  la 
diftance  a f de  fa  diredion  a m ( vers  la  terre.  ) 

Les  diftances  auxquelles  les  corps  terreftres 
peuvent  agir  les  uns  fur  les  autres  par  le  moyen 
des  machines  font  affez  petites  pour  que  l’on  con- 
fîdere  les  diredions  de  ces  corps  vers  la  terre 
comme  parallèles  ; & la  pefanteur  des  corps  fur 
les  plus  hautes  montagnes  & les  vallons  les  plus 
profonds , étant  fenfiblement  la  même , on  peut 
dans  la  méchanique  confidérer  la  pefanteur  comme 
uniforme , lorfqu’il  s’agit  des  corps  fitués  fur  la  fur- 
face  ou  auprès  de  la  furface  de  la  terre. 

66. Théorème.  Si plujieurs  corps  m,  p , R,  n 
font  attachés  à une  ligne  a b , fuppofée  inflexible 
b fans  pefanteur  , b que  cette  ligne  fait  foutenue 
eu  fufpendue  par  un  point  f , de  maniéré  que  la 
fomme  des  produits  des  majfes  , chacune  multipliée 
par  la  diflance  de  fon  point  de  fufpenflon  au  point  f 
d'un  côté,  foit  égale  à la  fomme  de  pareils  produits 
de  Vautre  côté,  ces  corps  feront  en  équilibre.  Sçavoir, 
f m . af  -f-  p . c /==  n.  b f -f-  R .gf. 

La  force  du  corps  m , pour  faire  tourner  la  ligne 
a b autour  du  point  / eft  d’autant  plus  grande  que 
la  diftance  af  eft  plus  grande,  de  maniéré  que 
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fi  cette  diftance  devenoit  double  ou  triple , cette 
force  deviendroit  aufli  double  ou  triple  , ainfi  qu’il 
eft  aifé  de  s’en  convaincre  par  l’expérience.  Cette 
force  eft  auflî  d’autant  plus  grande  que  la  mafle 
du  corps  m , qui  eft  toujours  comme  le  poids  de 
ce  corps , eft  plus  grande.  Donc  la  force  de  ce 
corps  par  rapport  au  point  /,  eft  toujours  comme 
le  produit  m . a /;  de  même  la  force  du  corps  p 
eft  toujours  comme  le  produit  cf  par  la  mafle  p 
& ainfi  des  autres  ; donc  m , a f H—  p . c f exprime 
la  force  qui  tend  à faire  tourner  la  ligne  a b d’un 
côté,  & R . g f -4-  n . bf,  celle  qui  tend  à faire 
tourner  la  meme  ligne  du  côté  oppofé;  donc  fi 
ces  forces  font  égales  , il  y aura  équilibre. 

Le  point/  eft  le  centre  commun  de  gravité  des 
corps  m , p , R , n. 

Ô7.  Soit  maintenant  deux  mafles  quelconques  a & b 
(Fig.ay)  ramaflces  en  a & b ; & fuppofons  qu’on  ait 
divifé  (6y)  al  en/ en  raifon  înverfe  des  mafles  a&cb. 
Soit  imaginé  un  plan  repréfenté  par  la  ligne  MN  , 
fur  lequel  on  ait  tiré  des  perpendiculaires  des  points 
a ,f  îc  b.  Je  dis  que  l’on  aura  l’équation  a . a M -f— 
b . N b=  ( a- 4~  b ) ./P.  Ayant  tiré  la  ligne  hf  L 
parallèle  au  plan  MN  & qui  rencontre  les  lignes 
Ma  b , prolongées  s’il  le  faut,  les  triangles  fem-  * 
blables  b /L , a f h,  donneront  bf:af::bh:ah. 
Mais  par  la  fuppofition  bf  : a f : : a : b ; donc 
a : b : : b L : a h ; donc  a .h  a = b . Lb.  Mais 
p . h a eft  la  différence  du  produit  a ./P , au  pro- 
duit a . a M,  & b . B L eft  la  différence  du  pro- 
duit b.  b N au  produit  b .JT;  donc  on  a la  pro- 
portion arithmétique  «xMa.ax/P  : bxf  P. 
b x b N ; donc  a x M a b x & N = ( a b ) 
x/P. 
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Corollaire.  Donc  la  Comme  des  produits  de* 
quantités  a 6c.  b,  par  leurs  diftances  au  plan  M N , 
fera  égale  au  produit  de  la  Comme  des  quantités 
par  la  diftance  du  point  / au  même  plan  ; c’eft 
donc  la  même  choCe  que  fi  ces  quantités  étoient 
ramafîees  au  point  /. 

68.  Ajoutons  maintenant  une  troifîeme  malle  m. 
Qu’on  joigne  les  points  m te  f par  une  ligne 
qu’on  divifera  en  F de  maniéré  que  a -f-  b : 
m : : m F : F / ; c’eft- à-dire , qu’on  diviCera  (6y  ) 
la  ligne  fm  en  raifon  inverCe  de  a —b-  b Sc  de  m , & 
fuppofant  tirées  les  lignes  m n , F R perpendicu- 
laires au  plan  M N , je  dis  que  l’on  aura  axa  M — H 
b . b N -+-  m . n m = ( a —f—  b — j—  m ) . FR. 
Si  l’on  conçoit  les  mafles  a & b comme  ramallces 
en  /,  ou  comme  une  Ceule  mafle  fituée  en  f , Ce- 
lon  ce  qu’on  vient  de  dire  ( 67  ) , l’on  a (a  — f-  b)  X 
f P — f-  m . nm  = ( a -4-  b vn  ) . FR.  ( Ici 
a —H  b eft  regardé  comme  une  Ceule  maffe  ) ; mais 
l’on  a ( 67  ) («  -4-  b ) ./P  = a . a M -4—  b . b N ; 
donc  a . a M -4-  b .b  N -4—  m .nm  =-=  (a  — f-  b — 1 — m) 
X F R.  C’eft  pourquoi  que  les  trois  corps  a , b,m 
(oient  placés  en  a , b , m , ou  qu’ils  Coient  aflem- 
blés  en  F , la  Comme  des  produits  de  ces  corps  par 
leurs  diftances  au  plan  MN , Cera  toujours  la  même. 

En  Cuivant  la  même  méthode,  on  prouvera 
que  fi  l’on  ajoute  un  quatrième  corps  D , & 
qu’on  tire  la  ligne  DF  , & qu’on  la  diviCe  de 
maniéré  que  l’on  ait  a -4—  b -4—  m : D : : D G : F G, 
la  Comme  des  redangles , ou , ce  qui  revient  au 
même , la  fomme  des  produits  des  quatre  corps  par 
leur  diftance  au  plan , eft  égale  à un  Ceul  produit 
fait  de  la  fomme  de  ces  corps , par  la  diftance  G S 
du  point  G au  plan  ; & parce  qu’on  peut  prouver 


Digitized  by  Google 


Cacul  Intégral. 


107 


la  même  chofe  pour  un  nombre  quelconque  de 
corps  , il  eft  évident  que  quelque  nombre  de  corps 
que  l’on  ait , l’on  peut  toujours  trouver  un  point 
tel  que  le  produit  de  la  fomme  de  tous  les  corps 
par  la  diftance  de  ce  point  à un  plan  quelconque, 
foit  égal  à la  fomme  des  produits  particuliers  de 
chacun  de  ces  corps  par  la  diftance  de  chacun  au 
même  plan.  Ce  point  eft  appellé  le  centre  de 
rvajjc  , le  centre  de  grandeur  , le  rentre  de  gravite'. 
Si  quelques-uns  de  ces  corps  étoient  fitués  de 
l’autre  côté  du  plan  , leurs  diftances  devroient  être 
regardées  comme  négatives  , & les  produits  de 
ces  corps  par  leurs  diftances  feroient  pris  avec  le 
ligne  — . Si  le  plan  pafTe  par  le  centre  de  gran- 
deur , la  diftance  de  ce  point  au  plan  étant  = o, 
la  quantité  qui  repréfçnte  la  fomme  du  produit 
de  ces  corps  fitués  d’un  côté  , doit  être  égale  à 
celle  qui  repréfente  la  fomme  négative  des  pro- 
duits de  ces  corps  fitués  de  l’autre  côté. 

L’équation  a . a M — Ki  N -h-  m . nm 
==  ( a -+-  b — f—  m ) . F R , donne  F R = 


C’eft-à-dire , la  dif- 


a . aM  + i.lN  -f-777.  n m 

. !■■■■■.  ■■■  - I • 

a — t-  b -+  m 

tance  du  centre  de  gravité  F de  trois  corps  à un 
plan  eft  égale  a la  fomme  des  reôangles  de  cha- 
cun de  ces  corps  par'  fa  diftance  au  même  plan  , 
divifée  par  la  fomme  de  ces  corps.  Et  en  général 
quelque  foit  le  nombre  des  corps,  la  diftance  de 
leur  centre  de  gravité  à un  plan , eft  égale  au  quo- 
tient de  la  fomme  des  produits,  ou  reétengfes  de 
chacun  des  corps  par  leurs  diftances  particulières  , 
en  divifant  par  la  fomme  des  corps  : on  prendra 
avec  le  ligne  > — les  produits  dans- lefquels  tes  dif- 
tances feront  négatives.  On  peut  dire  aufti  que  la 
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diftance  du  centre  de  gravité  d’un  fyftême  de  corps 
par  rapport  à un  plan  , eft  égale  au  quotient  de  la 
fomme  des  momens  de  ces  corps  par  rapport  au 
plan  donné  * , divifée  par  la  femme  de  ces  corps. 

Mais  on  peut  demander  , fi  pour  un  aflèm- 
blage  ou  fyftême  de  corps  quelconque  , ce  point 
qu’on  appelle  centre  de  gravité  , eft  déterminé  & 
unique.  Je  dis  qu’il  eft  unique  ; en  effet , fi  l’on 
conçoit  trois  plans  perpendiculaires  l’un  à l’autre, 
on  trouvera  la  diftance  du  centre  de  gravité  , par 
rapport  à chacun  de  ces  plans  , en  divifant  la 
fomme  des  redangles  de  chacun  des  corps  par 
leurs  diftances  particulières  à chaque  plan , en  di- 
vifant , dis-je  , cette  fomme  par  la  fomme  des 
corps.  Si  l’on  fuppofe  maintenant  que  l’on  mene 
trois  autres  plans  parallèles  aux  premiers  & à la 
diftance  trouvée  , il  eft  vifible  que  le  centre  de 
gravité  fe  trouvera  dans  ces  trois  plans.  Donc  il 
fera  fitué  dans  la  fedion  des  trois  derniers  plans, 
fedion  qui  eft  évidemment  un  point  ; donc  &c. 

Lorfqu’il  s’agit  de  lignes  , on  peut  les  concevoir 
comme  l’alfemblage  d’une  infinité  de  points  pefans. 
L’on  peut  auffi  confidérer  une  furface  comme  l’af- 
femblage  d’une  infinité  de  lignes  pefantes.  Si  les 
centres  des  corps  dont  on  cherche  le  centre  de 


* Le  moment  d’un  corps  par  rapport  à un  plan , eft  le 
produit  de  ce  corps  par  fa  diftance  au  plan.  Si  le  corps 
commençoit  à fè  mouvoir  en  faifant  tourner  le  plan  , 
fa  vitefle  refpedivement  à un  autre  corps  fitué  fur  la 
même  ligne , ferait  d'autant  plus  grande , que  fa  diftance 
au  plan  ferait  plus  grande , & fa  force  en  ferait  aulfi  d’ats- 
tant  plus  grande.  De  plus  la  force  eft  d'autant  plus 
grande  que  le  corps  eft  plus  grand. 
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grandeur  font  fitués  dans  un  même  plan , on  ti- 
rera dans  ce  plan  deux  lignes  perpendiculaires  entre 
elles , & Ton  cherchera  la  fomme  des  momens  de 
de  ces  corps  par  rapport  à ces  lignes.  On  divifera 
ces  fommes  par  la  Comme  des  corps  ; les  quotients 
indiqueront  la  diftance  du  centre  de  grandeur  par 
rapport  à chacune  de  ces  lignes  ; donc  en  tirant 
deux  autres  lignes  parallèles  aux  premières  & à la 
diftance  trouvée  , le  centre  de  grandeur  fe  trou- 
vera dans  ces  deux  lignes , & par  conféquent  il  fera 
fttué  dans  l’interfe&ion  de  ces  lignes. 

La  confédération  du  centre  de  grandeur  appar- 
tenant à la  géométrie  , il  n’eft  pas  furprenant  que 
nous  nous  en  occupions  ici.  Nous  nous  fervirons 
cependant  de  la  dénomination  du  centre  de  gra- 
vité à caufe  de  l’ufage  qu’on  en  pourra  faire  ailleurs. 


69.  Problème.  Trouver  le  centre  de  gravité 
d’un  triangle  a b c ( Fig.  27).  Je  tire  par  le  Com- 
met de  ce  triangle  la  ligne  g b parallèle  à la  bafe 
a c.  Je  tire  aufti  la  ligne  b f = c , perpendi- 
culaire à la  bafe  & la  ligne  b D ==a , qui  partage 
la  bafe  en  deux  également,  & fuppofant  les  lignes 
m n ,r  s parallèles  à la  bafe , je  fais  ac  = b,  b p = 
x ,ip  = d x.  A caufe  des  parallèles  <zc  , mn , il  eft 
vifîble  que  les  hauteurs  des  triangles  abc , bmn 
font  entre  elles  comme  les  bafes  a c & m n ; donc 
h x 

c : b : : x : mn  = — ; multipliant  m n par  d x , 

bx 

l’on  aura  l’élément  mnrs  = — • d x.  Si  l’on  mul- 

c 

tiplie  cet  élément  par  fa  diftance  a:  à la  ligne  b g , 

0 . . „ , b xzdx 

1 on  aura  le  moment  de  cet  élément  = , & 


* 
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fera  la  fomme  des  raomens  des  élémens  du  trian- 

3e 

gle  b rn  n.  Si  l’on  divife  cette  fomme  par  celle  des 
_ IxAx  bx 1 , 

elemens , ou  par  S. = — * , le  quotient 

y x donnera  la  diftance  du  centre  de  gravité  du 
triangle  b mn  à la  ligne  g b.  Si  l’on  fait  x — c , le 
centre  de  gravité  du  triangle  abc  fera  éloigné  de  b 
de  la  diftance  bp  = y . c.  Maintenant  la 
ligne  b D divifant  la  bafe  ac  en  deux  égale- 
ment , divifera  au(Ii  les  lignes  mn , r s en  deux 
également  ; donc  il  eft  vifible  que  cette  ligne  di- 
vife  les  élémens  du  triangle  en  deux  également  ; 
donc  le  centre  de  gravité  de  ces  élémens  fe  trouve 
fur  cette  ligne  ; mais  les  triangles  femblables 
b D/,  b h p , donnent  Bf  = c : b p = y c::  b D 
s=  a : L b = y a.  Donc  fi  du  fommet  d’un  an- 
gle quelconque  d’un  triangle  , on  mène  une  ligne 
qui  coupe  le  côté  oppofé  que  j’appelle  la  bafe  du 
triangle  , en  deux  également , le  centre  de  gravité 
du  triangle  fe  trouvera  fur  cette  ligne  & fera  éloi- 
gné^de  la  bafe  , du  ÿ de  cette  ligne. 

R e ma  rqueI,  Il  eft  vifible  que  le  centre  de 
gravité  fe  trouve  fur  une  ligne  ou  fur  un  plan  qui 
partage  en  deux  également  les  élémens  de  la  figure. 

Remarque  II.  Si  l'on  vouloit  avoir  le  cen- 
tre de  gravité  d’un  quadrilatère  abfc(  Fig.  28  ) , 
on  chercheroit  les  centres  de  gravité  m , L des 
triangles  b fc  , b ac  , l’on  meneroit  la  ligne  m L 
qu’on  diviferoit  en  P , en  raifon  invërfe  des  aires 
de  ces  triangles , le  point  P feroit  le  centre  de 
gravité  cherché. 
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Si  le  quadrilatère  étoit  un  parallélogramme , en 
tirant  la  ligne  RT , par  le  centre  de  gravité  des  baies 
du  parallélogramme,  il  eft  vifible  que  cette  ligne  di- 
viferoit  en  deux  parties  égales , les  élémens  du  pa- 
rallélogramme , & que  le  centre  de  gravité  Te  trou- 
veroit  au  milieu  de  cette  ligne.  Ce  feroit  la  même 
choie,  (î  la  ligure  a b cf  étoit  un  prifme  ou  un  cy- 
lindre. L’on  voit  aulïi  facilement  que  le  centre  de 
gravité  d’une  ligne  droite  eft  au  milieu  de  cette 
droite. 

70.  Problème.  Trouver  la  diftance  du  ccntrt 
de  gravite  d'une  demi-parabole  AFD  d’un  genre 
quelconque , par  rapport  à la  tangente  AT  perpendicu- 
laire à l'axe  AF  (Fig.  29). L’équation  ‘ x=y" 
pouvant  repréfenter  toutes  les  paraboles,  l’on  a 
enfaifanta  = 1 , x = ym  , i x ==  m.  y dy. 
Multipliant  y par  dx , l’on  a l’élément  de  la  demi- 
parabole  =ydx  ; & multipliant  cet  élément  par 
fa  diftance  x à la  ligne  TL,  l’on  a la  moment  de 
cet  élément  =yxdx==y.y.,nm  .y*~‘  dy  =* 

mylm  dy  9 dont  l’intégrale  — — ;m  — * y* m'*~t 
divifée  par  la  fomme  des  élémens  S.  y dx  ==* 


S.my"  1 y.  dy=S.  mym  dy  = 

1 -+-  m _ I -4-  772 


771 


donne 


m + 1 ^ 
x , pour  la  dif 


i+2'n  J I -\-2 ->n 

tance  demandée.  Si  l’on  fait  A P = A F = a , 
l’on  aura  la  diftance  du  centre  de  gravité  de  la 


j —j—  jj* 

demi-parabole  à la  tangente  AL  = 

Si  m = 2 , comme  dans  la  parabole  ordinaire  , 
l’on  a 7 a pour  la  diftance  cherchée. 


Digitized  by  Google 


ï 12  Cours  de  Mathémathiques. 


Si  Ton  veut  avoir  la  diftance  du  même  centre 
de  gravité , par  rapport  à l’axe  A F , on  confi- 
dérera  que  l’élément  p P Mi  = y dx  a fon  centre 
de  gravité  au  milieu  de  rs  = y ; donc  en  mul- 
tipliant ydx  par  j y,  l’on  aura  le  moment  de 
cet  élément  par  rapport  à l’axe  A F = \yx  dx  = 

y “ 1 dy  ; donc  la  Comme  des  momens  di- 

vifés  par  la  Comme  S.  y dx  des  élémens  Cera  égale 

à — r~ y m "*■ 1 diviCé  par  — — — y " *♦*  * , 

4 2 m J r i — m J 3 

ou  Cera  égale  à * y.  Si  l’on  Cait  A P = 


— a . & la  perpendiculaire  P C => 

4 ^ ® > le  point  C Cera  le  centre  de  gra- 

vité cherché,  il  eft  vifible  que  le  centre  de  gra- 
vité de  la  demi-parabole  ABF  Cera  fitué  en  ? , 
en  CaiCant  P g = P C ; donc  le  centre  de  gravité 
de  la  parabole  entière  B A D Cera  fitué  en  P. 

71.  Problème.  Trouver  la  diftance  du  cen- 
tre de  gravité  du  parabolcïde  B A D ( formé  par 
la  révolution  d’une  parabole  quelconque  autour  de 
fon  axe  ) au  fommet  A (Fig.  2y  ).  Si  dans  la  Cor- 

mule — y 1 dx  . l’on  Cubftitue  la  valeur  de  dx, 
2 r J 3 3 

priCe  de  l’équation  x=ym  , l’on  aura  l’élément 
du  paraboloïde  = — m ym  dy.  En  multi- 
pliant cet  élément  par  y m = x , l’on  aura  le  mo- 
ment de  cet  élément  = — — • y 1 m ' d y.  DiviCant 

2 r 7 J 
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la  Comme y1  des  momens  par 

2 — 1—  2 m 2r  J r 

Tïl  C 

la  Comme  des  élémens - — ~ • 

m -4—  2 2 r J 

l’on  aura  la  diftance  cherchée  = y m = 

— — — m—  x.  Si  Ion  Cait  x = AF  ==  a , cette 
2 H-  2 m 

diftance  Cera  = — — — — • a.  Si  m = 2 , comme 
2 -4—  2 m 

dans  la  parabole  ordinaire  , l’on  aura  la  • diftance 
cherchée  en  prenant  A P = y a.  = y a. 

72.  Problème.  Trouver  le  caure  de  gra- 
vité d'un  fonde  engendre  par  une  demi- parabole  or- 
dinaire ADF  autour  de  la  tangente  T L (Fig.  29  ), 
Il  eft  vifible  que  le  centre  de  gravité  eft  fitué  Cur 
la  tangente  AL".  Soit  (uppoCéc  AF  a,  Sc 
la  circontérçncc  décrite  avec  ce  rayon  égale  à c , 
on  aura  la  circonférence  décrite  avec  le  rayon 

AP  = x . en  faiCant  a : c ::  x : Si  on 

a 

multiplie  cette  circonférence  par  P M = v , l’on 

aura  la  Curface  cylindrique  décrite  par  M P pen- 

c x • y 

dant  la  révolution  = — — — - • Si  l’on  multiplie 
cette  quantité  par  P p ■=  dx , l’on  aura  l’élément  cy- 


* Lorfque  le  point  dans  lequel  fe  trouve  le  centre 
de  gravité  n’eft  pas  un  point  de  la  figure  , on  peut  fup- 
pofer  que  le  corps  foit  fufpendu  par  ce  point , en  con- 
cevant que  ce  point  eft  attaché  au  corps  par  des  lignes 
inflexibles.  . 

Joins  IV*  H 
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L’é- 


lindrique  du  folide  de  révolution  = C—-yJx- 

quation  px=y'~  de  la  parabole  donnée  y 

Il  c 

P 1 x 1 ; donc  l’élément  du  folide  eft  ==  — 


p'  ,xl  dx.  Si  l’on  multiplie  cet  élément  par  { . y 

f r 

er=  i p 1 x 1 ; c’eft-à-dire  , par  la  diftance  de  fon 
centre  de  gravité  au  cercle  décrit  par  AF,  l’on  a le  m o- 

ment  de  cet  élément(par  rapport  à AF)= ^ • 

Si  l’on  divife  la  fomme  des  momens  ~^~a  ~ > Par  te 

1 1 

2 C V * x 1 1 I 

fomme  des  élémens  — — — , l’on  a — p * x 1 .= 

y.  Si  l’on  fait  F D = b Si  y = b , & que 
l’on  prenne  A L = . b , le  point  L fera  le  cen- 

tre de  gravité  cherché. 

73.  Problème.  Suppofant  que  la  courbe 
B AD  (Fig.  29)  efl  une  portion  d’ellipfe,  on  de- 
mande le  centre  de  gravité  du  folide  engendré  parla 
révolution  du  plan  de  la  courbe  autour  de  l’axe  A P. 
Il  eft  vifible  que  le  centre  de  gravité  eft  fi  tué  fur 
l’axe  de  la  courbe.  Si  l’on  fait  le  paramètre  de  la 
' „ courbe  =p,le  grand  axe  =?  a,  l’abfcifle  A P = x, 
l’ordonnée  P M ■==y  , félon  ce  qu’on  a dit  dans 
les  Sedions-Coniques , l’on  a l’équation  y 2 = 

£-(ax  — x x ).  Si  la  courbe  étoit  une  hyperbole  , 


l’on  auroit  y 


(a  x -4—  x x ).  En  faifant  A F 


rSc  la  circonférence  décrite  avec  le  rayon  AF 
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= c , l’on  aura  la  circonférence  décrite  avec  le 
rayon  y =•  — , & la  furface  du  cercle  auquel  ap- 
partient cette  circonférence  = C~~’  Multipliant 
cette  furface  par  dx , l’on'a  l’élément  du  folide  en- 


cyzdx  c.p 


gendré  par  le  plan  A P M = - ^ y = 

( a xdx  — x1  dx) , en  fubftituant  la  valeur  de  y z. 
Si  l’on  fuppofe  maintenant  que  l’on  multiplie  cet 
élément  par  fa  diftance  A P = a:  à la  ligne  Tn, 

l’on  aura  le  moment  de  cet  élément  = ■ — - v 
# 2ra 
( a x 1 dx  — x 3 d x ) , dont  l’intégrale 

^ — ) fera  la  fomme  des  momens , qqi 


ira 


U 

ir 

ira 


3 4 

étant  divifée  par  la  fomme  des  élémens , 
a x 1 x* 

~2  T 

a x z 4.ax  — 

— x - - 


C.P 


ira 


( 


j , donnera  la  diftance  cherchée  : 


12 


a 

a 


j a — ix 


4 a} t — \x  2 


6a- 


'4* 


, lort 


.3  <5 

qu’il  s’agira  du  folide  engendré  par  le  plan  A P M ; 
donc  on  aura  cette  diftance  en  faifant  6 a — 
4 ar  : 4 a — 3 x : : * : à la  diftance  cherchée. 

74.  Corollaire.  Si  l’on  fuppofe  x = j a f 

= ~ a.  Si  a:  = at 


-a1 

cette  diftance  fera  = — 4 


4® 


cette  diftance  fera  : 


a a 

2 a 


\ a.  C’eft-à-dire  ; 

Ha 
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que  la  diftance  du  centre  degravité  d’un  demi-ellip- 
foïde  engendré par  le  plan  d’une  ellipfe  autourdefon 
grand  axe  par  rapport  à la  tangente  au  fommet  A,eft 
égale  à de  cet  axe , la  dîftance  du  centre  de 
gravité  de  l’ellipfoïde-  entier  eft  au  milieu  de  Taxe. 
7J.  Problème.  Si  la  courbeBAT)  ejlun  arc  de  cercle, 
on  demande  la  dijlance  du  centre  de  gravité  du  folide 
engendré  par  la  révolution  du  plan  delà  courbe  autour  de 
l'axe  AV, par  rapport  à la  ligne,ou  Jî  l'on  veut  au  plan 
T n ( Fig.  29  ).  Si  l’on  fait  le  paramètre  p = a , 
l’équation  à l’ellipfe  deviendra  y 1 = ax  — x x 
qui  eft  l’équation  du  cercle.  Donc  l’élément 

— — — (a  xdx-~  x 1 dx)  qu’âta  a trouvé  dans  le 
2 r a 1 

Q 

problème  précédent  fera  = —f'(axdx — x 1 dx). 


f r CV  " ' * 

& le  moment  de  cet  élément  (ax1  dx* — .v3  dx) 

fera  = — (ax1dx  — x*dx),  & en  divifanc 
2 r 

la  fomme  des  momens  par  celle  des  élémens , on 


aura  la  diftance  cherchée  = — - 

6 a — 4 x 


fait  * = î- 


cette  diftance  fera  = 


• Si  l’on 
tï*,  & 


fi  l’on  fait  x = a * la  diftance  deviendra  = j a. 
Ainfi,  fi  une  fphère  & un  fphéroïde  elliptique  ont 
un  même  axe  , l’hémifphère  & le  demi-conoïde 
elliptique  , la  fphère  & le  fphéroïde  elliptique  au- 
ront le  même  centre  de  gravité. 

* 76.  Problème.  SuppoJ'ant  que  la  courbe  E AD  ejî 
une  hyperbole  j dont  AF  / bit  daxe*  on  demande  la  dif- 
dijlance  à la  ligne  T n,du  centre  de  gravité  du  folide 
engendré  par  la  révolution  du  plan  AV fA  autour  de  l'axs 


i 
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AF(Fig.  2f.  L’équation  à l’hyperbole  étant  y 1 = 
^-(ax-i-xx)^ 'élément  dufolide  de  révolution  fera 

(dxix — 1 — xxdx~) , on  fuppofe  que  AF  eft  le  pro- 
longement du  premier  axe  de  l’hyperbole,  & le  mo- 
ment  de  cet  élément  fera  = ax2dx-+-x3dx); 


donc  en  divifant  la  fomme  des  momens  par  celle 
des  élémens  , l’on  aura  la  diftance  cherchée  = 


f;Jr+.l£-  Si  x = a , la  diftance  cherchée 


G a 
fera  = 


q. x 
7 aa 
10 , a 


77.  Problème.  Trouver  la  diftance  du  cen- 
tre de  gravité  d'un  arc  Mm  (Fig.  30  ) > dont  le 
rayon  ejt  ===  a s £r  dont  la  corde  eft  parallèle  à la 
ligne  TT  , qui  paffe  par  le  centre  du  cercle.  St 
l’on  mena  la  ligne  A B par  le  milieu  de  l’arc  , & 
qu’on  conçoive  les  points  n 5c  N comme  des  poids 
fufpendus  aux  extrémités  du  levier  N n foutenu 
en  i par  la  ligne  A B , il  eft  évident  que  le  cen- 
tre de  gravité  des  points  n & N fera  fitué  fur  la 
ligne  A B & ce  fera  la  même  chofe  pour  les  points 
M & m & tous  les  autres  points  correfpon- 
dans  de  l’arc  M B m.  Soit  maintenant  l’arc  M B 
= ni  B =•  ? , Ton  aura  2 d ? pour  la  différen- 
tielle de  l’arc  donné.  Si  Ton  multiplie  rette  diffé- 
rentielle par  Ai  = x j ou  par  la  diftance  du 
centre  de  gravité  des  deux  élémens  fitués  eh 
n & N , ouft  Ton  multiplie  2 d\  par  x , Ton  aura  le 
moment  de  Tare  MBm  = 2X  d%.  Mais  ( Fig.  3 ) 
par  la  nature  du  cercle  , en  faifant  CH  = 

h3 


. ■) 
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x , Ci  = a , H i -=y , i r = d % , les  triangles 
irl  , CHi  ( femblables  parce  que  leurs  côtés 
font  perpendiculaires  ) donnent  i r=*  d^:l  r = 

d ^ : C i : C H ; donc  d ^ , ou  x d i 

= <*dy,  2x  di  = 2 ady  •,  donc  fi  l’on  divife  la 
fomme  des  momens  S.  2 x . d % = S . 2 a,  d y = 
2 cl  y par  la  fomme  des  élémens  S.  2 d j = 2 j , 


% ci  y 

l’on  aura  — - pour  la  diftance  cherchée, 
2 \ 1 


Corollaire.  Donc  (Fig.30)  2 ? : 2y  = Mm  : : 
a:  Ai , diftance  cherchée  ; c’eft-à-dire , un  arc  eft  à 
fa  corde , comme  le  rayon  eft  la  diftance  du  centre 
de  gravité  de  cet  ajx  au  centre  du  cercle.  Si  l’arc 
eft  une  demi-circonférence  l’on  aura  la  demi-cir- 
conférence eft  au  diamètre  comme  le  rayon  eft  à 
la  diftance  du  centre  de  gravité  de  l’arc  au  centre 
du  cercle.  Si  l’arc  eft  la  circonférence  entière  , 


alors  on  a y = o. 


„ lav 

& ~ ! 
2? 


o ; c’eft-à-dire 


que  le  centre  de  gravité  de  la  circonférence  du 
cercle  eft  fitué  dans  le  centre  même  du  cercle. 


78.  Problème.  Trouver  le  centre  de  gravité 
d’une  pyramide.  Je  conçois  un  plan  TTparallèle  à la 
bafe  & qui  pafte  par  le  fommet  A de  la  pyramide 
( Fig.  31  ).  Je  tire  la  ligne  A C par  le  centre  de 
gravité  de  la  bafe  ; il  eft  vifibleque  cette  ligne  pafte 
auflîpar  le  centre  de  gravité  de  la  feâion  M/m  faite 
parallèlement  à la  bafe,  & que  les  plans  M/m , BFD 
font  femblables.  Faifons  donc  A P = x t P p 
= dx  , AC  = a , & le  plan  de  la  bafe  «=  b l3 
il  eft  clair  que  les  plans  M / m,  BFD  font  entre 
eux  comme  les  quarrés  des  lignes  AP  & A C ; 
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donc  a a : b b : : x 1 : au  plan  Mf  m = ~~~~~  * 
Multipliant  ce  plan  par  d x , l’on  aura  l’élément 
de  la  pyramide  multipliant  cet  élé- 

ment par  x , l’on  aura  le  moment  de  cet  élément 

— b 1 x*  d x 

(par  rapport  au  planTT)= — — • Divifant  la 


bx  X* 


fomme t~  des  momens , par : 

q.  a 1 5 r 3 a 


fomme  des 


Z X 

élémens  , l’on  a pour  la  diftance  du  centre 

de  gravité  de  la  pyramide  A M / m au  plan 
TT.  Si  l’on  fait  x = a , la  diftance  du  centre  de 
gravité  de  la  pyramide  entière  fera  = \ a.  Pre- 
nant donc  A P = i a , le  point  P fera  le  centre 
de  gravité  de  la  pyramide.  Si  la  ligne  A C n’é- 
toit  pas  perpendiculaire  à la  bafe  , on  mènerait 
A c perpendiculairement  à cette  bafe  , & faifant 
A c = g , An  = x,  nL  = d x , on  prouverait 
facilement  que  le  centre  de  gravité  de  la  pyramide 
entière  eft  éloigné  du  plan  T T de  la  quantité 
A n = | g.  Si  l’on  joint  enfemble  les  points  c 
& C,  n & P,  les  triangles  femblables  ACc, 
A P n donneront  g : | g : : a : AP  = £ fl.  Mais 
le  centre  de  gravité  de  la  pyramide  eft  fitué  dans 
la  ligne  A C qui  pafte  par  les  centres  de  tous  les 
élémens;  donc  il  eft  fitué  en  P. 

Corollaire.  Donc  le  centre  de  gravité  d’un 
cône  eft  fitué  fur  l’axe  de  ce  cône  aux  ^ de  cet 
axe  , à compter  depuis  le  fommet  ; car  le  cône 

H* 
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efl  une  pyramide  dont  la  bafe  efl  circulaire.  Ce 
ieroit  la  même  chofe  fi  la  bafe  de  ce  cône  étoit 
une  ellipfe  , alors  on  auroit  un  cône  qu’on  pour- 
roit  appeller  cône  elliptique. 

7p.  Problème.  Trouver  la  diflance  du  centre 
de  gravité  de  la  furface  fphérique  MAN  ( pro- 
duite pa'  la  révolution  de  l'arc  AM  autour  du  dia- 
mètre AB)  au  plan  TT  perpendiculaire  au  fomrnet 
du  diamètre  A B (Fig.  32  ).  Soit  le  diamètre  A B 
= 2a,  l’abfcifTe  A P = x , l’ordonnée  PM, 
ou  i L , ou  p m ( car  toutes  ces  ordonnées  étant 
infiniment  proches  font  cenfées  égales  ) = y , l’arc 
infiniment  petit  Mm  fera  (félon  ce  qu’on  a dit 

ci-delfus  31  ) ='-77 — — r*  Si  l’on  con- 

' y y(2 ax — xx) 

çoit  que  cet  arc  tourne  autour  de  l’axe  , il  en- 
gendrera une  zone  dont  le  centre  de  gravité  fera  fi- 
tué  évidemment  fur  cet  axe  , l’élément  de  la  fur- 


face  fera  ( 43  ) ==  — • y . \Z"(  d xz  -h  dy*  ) 

s=  — y • 7 ( puifque  Mm  = 

rJ  y (2 ax — .x,r)  v n 


c adx 

r J ( 2ax  — 

a dx \ 

2 ax  — x x)  J 


y ( 2 ax 


adx. 


(2  a x — xjc) 
\f  (ïax — xx), 
cadx  c. 

• Si  1 on 


( en  fubflituant  la  valeur  de  y ) = — - — * Si  l’on 

multiplie  cet  élément  par  fa  diflance  A P = x au 
plan  TT,  le  moment  de  cet  élément  fera  =* 

r——  a x d x.  Si  l’on  divife  la  fomme  — -•  a x 1 des 
r 2 r 

Q 

momens  par  la  fomme  — • a x des  élémens  , l’on 


aura  la  diflance  cherchée  = ;c’eft-à-dire,que 

3a 
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la  diftance  du  centre  de  gravité  d’une  furface  fphé- 
rique  MAN,  par  rapport  au  fommet  A du  diamètre, 
fera  fituée  au  milieu  de  la  hauteur  de  cette  furface. 

Si  l’on  comptoit  les  abfciffes  du  centre  , & qu’on 
demandât  la  diftance  du  centre  degravitéde  la  zone 
M/g  N par  rapport  au  centre  C,  on  auroitCP  = .r 

& lélément  de  l’arc  du  cercle  m M =■  -----  — ; 

y (.,a — xxj 

(par  le  N®.  31),  y = \/'(aa  — xx  ),  & 1 expreflion 
de  l’élément  de  la  zone  feroit  y^(dx1-^-dyz) 


- • a.  dx 

T 


le 


roit  — a 
r 


- S. 

r 


x d x 


moment  de  cet  élément  fe- 
& la  diftance  cherchée  =s 


a x d 


x 


Mais  C P 


x eft  la 


S.  a d x 


hauteur  de  la  zone  ; donc  le  centre  d’une  zone 
fphérique  , comprife  entre  deux  plans  parallèles  , 
dont  l’un  pafle  par  le  centre  du  cércle  générateur 
eft  au  milieu  de  la  hauteur  de  la  zone. 

Corollaire.  Il  eft  aifé  de  voir  que  la 
diftance  du  centre  de  gravité  au  centre  de  la  fphere 
doit  toujours  augmenter  de  la  moitié  de  la  hau- 
teur dont  la  zone  augmente  ; ce  qui  ne  peut  être, 
à moins  que  le  centre  de  gravité  d’une  zone  quel- 
conque ne  foit  fitué  au  milieu  de  cette  zone  ; car 
fuppofons  que  la  hauteur  C p foit  d’un  pied  , la  dif- 
tance du  centre  de  gravité  de  cette  zone , par  rap- 
port au  centre,  fera  d’un  demi-pied.  Si  on  ajoute  une 
autre  zone  dont  la  hauteur  P p foit  auflî  d’un  pied , la 
diftance  du  centre  de  gravité  de  la  zone  totale  fera 
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maintenantd’un  pied  ; donc  le  centre  de  gravité  de  la 
zone  ajoutée  étoit  au  milieu  de  cette  zone,  puilque 
le  centre  de  gravité  des  deux  zones  ( égales  en 
furface,  parce  quelles  ont  meme  hauteur)  le  trouve 
au  point  qui  répond  à la  jon&ion  des  deux  zones. 

fc’o.  Problème.  Trouver  la  dijiunce  du  cen- 
tre de  gravité  d un  fecleur  circulaire  AM  m ( Fig.  30  ) 
par  rapport  au  centre  A du  fefleur.  Ayant  tiré  les 
rayons  An,  At  infiniment  proches  du  rayon  A M, 
le  triangle  AMn  aura  fon  centre  de  gravité  fitué 
fur  la  ligne  A t qui  divife  la  bafe  M n en  deux 
également  ; & cette  diftance  par  rapport  au  Commet 
A fera  = \ At  = y a , en  faifant  A t ==a  ; 
c’eft  une  fuite  de  ce  qu’on  a dit  ci-defTus  ( 69  ) ; 
donc  fi  l’on  conçoit  le  fedeur  divife  en  une  in- 
finité de  pareils  triangles , tous  ces  triangles  auront 
leur  centre  de  gravité  à la  même  diftance  du  fom- 
met  A ; donc  fi  du  point  A pris  pour  centre  avec 
un  rayon  A b = j a , l’on  décrit  un  arc  de  cer- 
cle bf,  tous  les  centres  de  gravité  de  ces  trian- 
gles feront  fitués  fur  cet  arc  ; donc  le  centre  0 de 
gravité  du  fedeur  fera  le  même  que  celui  de  l’arc  bf  ; 
or  nous  avons  vu  ( 77  ) , qu’on  a déterminé  le  cen- 
tre de  gravité  d’un  arc  en  faifant  l’arc  eft  à la  corde, 
comme  le  rayon  eft  à la  diftance  du  centre  de  gra- 
vité de  l’arc  au  centre  du  cercle  ; donc  l’arc 
b P / : bf::  Ab  = \ a : Ao  , diftance  cherchée. 

8r  .Remarque.  U n’eft  pas  difficile  de  trouver  des  formules  . 
générales  pour  la  diftance  du  centre  de  gravité  des  furfaces 
& des  folides  de  révolution , par  rapport  à une  ligne  ou 
à un  axe  quelconque.  Soit  AP#  l’axe  d’une  courbe  quel- 
conque ( Fig.  12) , l’élément  M m de  l'arc  A M fera  = 
ds , en  faifant  cet  arc  = J,  le  centre  de  gravité  de  l’arc 
Mm, fera  fitué  au  milieu  L de  cet  arc.  La  diftance  L i à l’axe 
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de  révolution  étant  exprimée  par  y,  le  ^ornent  de  cet  arc 
fera  —yds.  Si  l’on  fait  = u la  diftance  b c du  centre  de  gra- 
vité de  l’arc  A M à la  ligne  A B,  Ton  aura  cette  diftance 
en  divifant  la  fomme  S.jdr  des  momens  par  la  Comme 

S.ds  des  élémens , ou  par  r j donc  u = Si  la  courbe 

s 

eft  rapportée  à un  foyer  C,  en  faifant  CM  —y,  l’an- 
gle MCA  = x , le  triangle  reétangle  MCP  donne 
y fin.  x 

r : lin.  x : : y : MP  s=  - — Multipliant  cette  quan- 

. « , „ , , , yfin.r.dr 

tite  par  as , Ion  aura  le  moment  de  ir  = i 

donc  u =s  X-S.  En  déterminant  la  diftance  du 

r.  s 

centre  de  gravité  du  même  arc  par  rapport  à une  autre 
ligne  TT  perpendiculaire  à la  ligne  AB,  & menant  les 
lignes  T b,  b c , parallèles  aux  lignes  A B & AT  , & à 
la  diftance  trouvée,  de  maniéré  que  T b loit  menée  à la 
diftance  bc=  u & b c à la  diftance  V — b T qui  appar- 
tient à la  ligne  AT,  le  point  b fera  déterminé  par  le 
concours  de  ces  deux  lignes. 

S’il  s’agit  de  la  furface  AMP  ( Fig.  ) , en  appel- 
lant  s cette  furface  , ds  fera  fon  élément.  Multipliant 
l’élément  P p M m s d s par  la  diftance  L t = 

— - = , l’on  aura  le  moment  de  l’aire  = — S.  y d s { 

12  2 


donc  l’on  aura  u=  - — ^ — . Si  l’on  fuppofe  que  les 
ordonnées  font  perpendiculaires  aux  abfciffes , l’élément 

- S y z à x 

de  l’aire  fera  -=ydx>  donc  dans  ce  cas  u eft  = *■  — • 

J S. y d x 

Si  la  courbe  AD  eft  rapportée  à un  foyer  F (Fig.  14), 
on  fera  FM  = _ji  , l’arc  M n décrit  du  foyer  F = d x , 
l’angle  A F M = V & le  centre  de  gravité  du  trian- 
gle M m F — fera  fitué  en  1 a la  diftance  ~ . y 

de  F ( comme  il  fuit  de  ce  qu’on  a dit  ci-deflus  dp  ) 5 donc 

en  faifant  r :firi.V::— . y:  — . y fin.  V,  l’on  aura  la 
i J i-r  J * 
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diftance  Pi  du  cÉltre  de  gravité  de  l’élément  de  Taire 

par  rapport  à la  ligne  A F.  Si  Ton  multiplie  cette  quan- 
y d x 

titépar*é— Ton  aurale  moment  du  triangle  FM/n  = 

-j1  • fin.  V.  dx-,  donc  en  divifant  la  fomme  des  mo- 
3 r 

mens  par  celle  des  élémens  , Ton  aura  la  diftance  b c du 

, . , j ,,  • - 7 S.  y1  fin.  Vdx 

centre  de  gravite  de  1 aire  entière =u=  — , — • 

1 S .y  d x 

ydV 

Si  Ton  fait  r : d V : : y : dx  , Ton  aura  — dx.  Ainfi 

T 

Ton  pourra  chafler  d x de  fa  formule  précédente.  Si  Ton 
veut  avoir  la  diftance  g b du  centre  de  gravité  par  rap- 
port à une  ligne  f g parallèle  à F A & dillante  de  F A 
de  la  quantité p , on  cherchera  la  diftance  u=bc  , & 
Ton  aura  u + f pour  la  diftance  cherchée  , ce  qui  eft 
évident. 

S’il*  s’agit  d’un  folide  m AM  ( Fig.  29  ) , appellant  s 
l’élément  de  ce  folide , t la  diftance  de  cet  élément  à un 
plan  donné  depofîtion;  la  diftance  du  centre  de  gravité  du 

folide  par  rapport  à ce  plan  , fera  = — — S’il  s’agit 

c 

d’un  folide  de  révolution , Ton  aura  dt  — — y1  dx&cu=s 

a r*' 

èèîdiifi  _ Lziii* 

c , S.y-dx' 

S.  yydx 

ir  „ - 

* 82.  Tl  faut  maintenant  donner  la  fameufe  Règle  de 

Guldin  , félon  laquelle  , une  quantité  quelconque  Jituée 
fv  le  même  plan  que  l’axe  de  révolution  produit  en  tournant 
une  quantité  qui  ejl  égale  au  produit  de  la  quan  tité  qui  tout  ne 
par  le  chemin  que  parcourt  fon  centre  de  gravité.  Ainfi  une 
ligne  engendre  une  furface  égale  au  produit  de  cette 
ligne  multipliée  par  l’atc  que  décrit  le  centre  de  gra- 
vité de  cette  ligne  , & une. furface  produit  un  folide 
égal  à cette  furface  multipliée  par  le  chemin  parcouru 
par  le  centre  de  gravité  de  la  furface.  Nous  allons  dê- 


Digitized  by  Google 


Calcul  intégral. 


12S 


montrer  cette  réglé  élégante , i ®.  Pour  les  furfaces , & en 
fécond  lieu  pour  les  folides. 

Soit  (Fig.  jf)  la  ligne  AM=r,  l’élément  M m—d  s , 
la  diftance  / n du  centre  de  gravité  n de  cet  élément  à 
l’axe  de  révolution  L g~y  > le  moment  de  cet  élément 
fera  = yd  s , & la  diftance  L C du  centre  de  gravité  de 

la  ligne  A M à l’axe  L g fera  = = u. 

Donc  S.yds  — us.  Si  l’on  multiplie  les  deux  termes 

de  cette  équation  par  le  rapport  — de  la  circonférence 

C C C C 

au  rayon , l’on  a — S.ydsz=  — us  — s.  — u.  Mais  — . u 

eft  la  circonférence  décrite  par  le  rayon  L C = u , ou 
eft  la  circonférence  décrite  par  le  centre  de  gravite  de 

l’arc  A M , & — y,  la  circonférence  décrite  par  le  milieu  n 

de  l'élément  d s , cette  circonférence  multipliée  par 
l’élément  ds,  donne  l'élément  de  la  furface  engendrée  , 

laquelle  eft  = S.  — y ds  ; donc  cette  futface  eft  égale 

au  produit  de  la  ligne  A M multipliée  par  le  chemin  que 
parcourt  le  centre  de  gravité  de  cette  ligne. 

Soit  la  furface  A D H ( Fig.  $6)  — s , fon  élément 
iNmM=<fr,en  faifant  n P — C L —y , & fuppofant 
que  C eft  le  centre  de  gravité  de  cet  élément  , il  eft 
vifible  que  l'on  aura  y d s pour  le  moment  de  cet  élé- 
ment par  rapport  à l’axe  P L ; donc  la  diftance  du 
centre  de  gravité  de  la  furface  à l’axe  P L , fera  = 

^ = u ; donc  S._y  d s = ux ; donc  S.  — ydx=  — us., 
s r J t 

C • . # • 

Mais  — y eft  la  circonférence  décrite  par  le  point  n ou 

‘ / 

par  le  point  C & —yds  eft  le  folide  engendré  par  l’é- 
lément m MNé,  S.  y y d s eft  le  folide  engendré  par  la 

C c 

furface  x;  donc  ce  folide  eft  = — ux.  Mais — • u eft  la 

r r 

circonférence  décrite  par  le  centre  de  gravité  de  la  fur- 
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face  s ; donc  le  folide  engendré  par  la  furface  J eft  égal 
au  produit  de  cette  furface  multipliée  par  la  circonfé- 
rence décrite  par  le  centre  de  gravité  de  cette  furface. 

Dans  cette  réglé  on  doit  remarquer  que  fi  une  partie 
de  la  ligne  ou  de  la  furface  qui  tourne  étoit  fituée  de 
l’autre  côté  de  l’axe  de  rotation  ou  ne  le  trouve  pas 
le  centre  de  gravité  de  la  ligne  ou  de  la  furface , les  élé- 
mens  de  cette  partie  ayant  des  diftances  négatives  par 
rapport  à l’axe  de  rotation , la  furface  ou  le  folide  en- 
gendrés par  cette  partie  , doivent  être  pris  négative- 
ment ; donc  la  différence  des  deux  parties  engendrées  , 
ou  des  quantités  engendrées  fera  égale  à la  quantité 
qui  tourne  multipliée  par  le  chemin  que  parcourt  Ion 
centre  de  gravité. Si  l’axe  de  rotation  pafle  par  le  centre  de 
gravité  les  quantités  engendrées  par  les  parties  fituées  de 
part  8c  d’autre  font  égales.  Si  Ton  cherche  le  centre  de 
gravité  de  chaque  partie  en  particulier , on  trouvera  fa- 
cilement la  quantité  engendrée  par  chaque  partie , & la 
fbmme  des  quantités  ainfi  engendrées. 

La  Réglé  de  Guldin  eft  d’un  très-grand  fecours  pour  la 
réfolution  des  problèmes , comme  nous  l’allons  faire  voir. 

85.  Problème  .Suppofant  que  les  lignes  A,  B,  D,  F,/,. 
tournent  autour  de  l’axe  R L , trouver  la  fomme  des  Surfaces 
engendrées  par  ces  lignes  ( Fig.  $7).  Ayant  joint  les  lignes 
B&A  par  la  ligne  B A qui  pafle  par  le  milieu  de  ces 
lignes , ie  divife  la  ligne  B A au  point  P en  raifon  réci- 
proque des  lignes  A & B , le  point  P fera  le  centre  de  gravité 
de  ces  deux  lignes  ; tirant  par  le  point  P & par  le  milieu 
D de  la  ligne  D , la  ligne  P D,  je  divife  cette  ligne  en 
p en  raifon  invetfè  de  D & de  A -4-  B , le  point  p eft  le 
centre  de  gravité  des  trois  lignes  A , B . D.  Par  le  point 
p & le  milieu  de  F , je  mene  F p 8c  ie  divife  cette  ligne 
en  g , en  raifon  réciproque  de  F & de  A -+-  B -4-  D , le 
point  g eft  le  centre  de  gravité  des  lignes  A , B,  D,  F. 
Par  le  milieu  de  f je  mène  g f > 8e  divifant  cette  ligne 
en  M en  raifon  réciproque  de  / & de  A -4-  B -+-  D -f-  F, 
le  point  M eft  le  centre  de  gravité  des  cinq  lignes  don- 
nées. Par  le  point  M , je  mene  la  ligne  M N parallèle  à 
l’axe  L R 8e  égalé  àA-f-B-+-D-+-F-4-/,la  ligne  N M, 
en  tournant  autour  de  L R , produira  une  furface  égale 
à la  fomme  des  furfaccs  que  produiroient  les  lignes 
A»  B > D ».  F f f. 
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84.  Problème.  L’on  a deux  figures  P &*  A B D f g 
qui  tournent  autour  de  l’axe  R L ( Fig.  38),  on  demande  un 
folide  égal  d la  fomme  des  folides  engendrés  par  ces  figures. 
Je  cherche  ( 69) , le  centre  de  gravité  P du  triangle  P; 
je  divife  l’autre  figure  en  triangles  & je  cherche  le  centre 
de  gravité  particulier  de  chacun  des  triangles  qui  compo- 
fent  la  figure.  Joignant  les  centres  de  gravité  s 3e  i des 
deux  triangles  A f g , A / D yar  la  ligne  s i , je  divife 
cette  ligne  en  r en  raifon  réciproque  des  aires  de  ces 
triangles , le  point  r fera  le  centre  commun  de  gravité 
de  ces  triangles.  Suppofanr  que  le  point  b eft  le  centre 
de  gravite  du  triangle  A B D , je  tire  br  & divifant  cette 
ligne  en  n en  raifon  réciproque  du  triangle  A B D & 
de  la  fomme  des  autres  triangles , le  point  n eft  le  centre 
de  gravité  des  trois  triangles  qui  compofènt  cette  figure. 
Menant  la  ligne  P n & divifant  cette  ligne  en  C en 
raifon  inverfe  des  aires  des  deux  figures,  le  point  C fora 
le  centre  de  gravité  des  deux  figures.  Si  l’on  prend  un 
reélanglc  LRMm,  égal  à la  fomme  des  aires  des  deux 
figures , &:  tel  que  fon  centre  de  gravité  foit  fitué  en  C, 
ce  re&angle  en  tournant  autour  de  L R engendrera  un 
cylindre  égal  à la  fomme  des  folides  qu'engendreroient 
les  figures  données;  il  eft  aifê  de  voir  comment  il  fau- 
droit  s’y  prendre  fi  l’on  avoit  un  plus  grand  nombre  de 
figures. 

8y.  Problème.  Suppofant  qu’un  cercle  Abgf  tourne 
autour  de  l’axe  LF,  trouver  le  rapport  des  furfaces  engen- 
drées par  les  demi-circonférences  b gf,  b A / (Fig.  39).  Selon 
ce  qu’on  a dit  ci-deflus  (77)  , en  faifant  le  quart 
ce  cercle  b g = n,  ou  la  demi-circonférence  bgf=  zn, 

le  rayon  —r,  l’on  aura  xn  : 2 r::r:  C nz  = -^  , dis- 
tance du  centre  de  gravité  de  la  demi- circonférence 
b gf  au  centre  C ; de  même  la  diftance  C p du  centre  de 
gravité  de  la  demi-circonférence  b A f,  au  centre  du 

T T 

cercle  fera  = — ••  Faifant  FC  = u,  Ion  aura  F 772=  u 

n 

■+-  — & F p = u — — . Mais  les  deux  demi-circonfé- 
n n 

rences  étant  égales,  les  furfaces  engendrées  par  ces  demi- 
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circonférences  font  entr’clles  comme  les  circonférences 
décrites  par  les  points  m & p ; donc  la  furface  engendrée 
par  la  demi- circonférence  b g f,  eft  à la  furface  engen- 
drée par  la  demi -circonférence  b A /:  : u — — 

n n 

( car  les  circonférences  des  cercles  font  dans  le  rapport 
de  leurs  rayons ) : : nu-hr  r :nu  — rr. 

Remarque,  La  réglé  de  Guldin  ne  fuppofe  pas  que 
la  révolution  foit  entière  & il  eft  aifé  de  voir  qu'elle 
a lieu  également  en  fuppofant  que  la  lettre  c dans 

le  Rapport  — défigne  un  arc  quelconque  de  cercle. 

26.  La  règle  de  Guldin  peut  aider  le  calcul  intégral, 
comme  on  îe  va  faire  voir  dans  les  courbes  qu’on  peut 
décrire  à la  manière  de  la  conchoïde  de  Nicomède. 
( Voyez  ce  qu’on  a dit  fur  cette  courbe  dans  la  première 
partie  de  cet  ouvrage , Courbes  Algébriques , N*.  69)  Sup- 
polons  que  A L ( Fig.  40)  , repréfente  une  courbe  quel- 
conque , hors  de  laquelle  foit  litué  un  pôle  C,  par  lequel 
pafie  la  ligne  C D B qui  rencontre  la  courbe  donnée 
en  A , ayant  les  parties  A B , A D égales  ; que  cette  ligne 
fe  meuve  de  maniéré  qu’elle  palfe  toujours  par  le  pôle 
C & que  le  point  A fc  trouve  toujours  dans  la  ligne  AL; 
les  points  B & Ü décriront  le  premier  la  courbe  B F,  le 
fécond  la  courbe  D b.  Suppofons  que  cette  ligne  eft  par- 
venue dans  la  fituation  C F *,  &:  quelle  prend  enfuite 
une  fituation  infiniment  proche  Cf.  Du  centre  C,  je  décris 
les  arcs  F m,  L n , b i ; je  fais  C A = J,  D A = AB  — 
L F = L J = æ , CL  =y , L n — d x.  L'efpace  F f b s 
eft  cerifé  égal  à la  zone  circulaire  F m b i , produire  par 
le  mouvement  de  la  ligne  F b = i a autour  du  centre  C. 
Mais  le  centre  de  cette  ligne  eft  le  point  L qui  décrit  l’arc 
L n ; donc  cette  zone  eft  = îtrix-,  donc  l’elpace  F fns  eft  = 
2 a d x.  Qu’on  divilèF  Len  deux  également  »n  P & que  du 


* On  peut  fiippolèr  que  la  ligne  B C s’allonge  ou  fe  ra- 
courcit  du  côté  du  point  C,  quoique  la  partie  AB  = FL 
foit  toujours  ■=  A D *=  L b. 

point 
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point  Gon  décrive  l'arc  P p , qui  étant  à l’arc  ix  commejH- 

— : y , fera  = dx-k-  ..  donc  la  zone  F m L n , 8e 

1 , 

par  conféquent  aufli  l'elpace  F / L / fera  = a d x ■+■ 
15e  même  ayant  diviféL  b en  deux  parties  égales 
en  g & du  point  C comme  centre  ayant  décrit  l’arc gr. 


on  trouvera  l’efpace  L l b r = a dx- 


dx 


Ainli  la  dif> 


’ dx 


donc 


V 

fcrence  des  efpaces  F/L  l,  L l b s fera  = — 

J 

puifque  par  l’équation  de  la  courbe  A L , on  peut  avoir  d x 
en  y & d y , on  pourra  trouver  l’elpace  compris  entre  les 
courbes  ÉF,  Di  & la  courbe  AL. 

Suppofons  que  la  ligne  AL  eft  une  ligne  droite  perpendi- 
culaire fur  C B,  & que  le  point  B décrit  la  conchoïde  fupé- 
rieurede  Nicomède  &’  le  point  D la  conchoïde  inférieure. 
FaifonsAL=RM=r,l’on  auraCL=_y  y'Çbb  -Ht),L/=df. 
Les  triangles  rectangles  CAL,  nLl  ont  les  angles  nlL,CLA. 
qu’on  peut  regarder  comme  égaux  (à  caufcdes  lignçsCL, 
C l infiniment  proches)  ; donc  ces  triangles  font  fembla- 
bles  & donnent  L n (dx):  L 1 — d t;:  C A !=  b : CL=: 

donc  d x — Subftituant  cette 

valeur  de.  d x dans  xadx  , l’on  a l’efpace  F fb  s 
1 a b dt  a a b bd  t . ... 

~|/(tt+~")  = ~-ii/(tt+„)  1“‘  dcvend  de  la 

quadrature  de  l’hyperbole.  Du  point  A pris  pour  centre, 
avec  le  demi -axe  AC  = b,  décrivez  l’hyperbole  équi- 
latere  CR;  félon  ce  qu’on  a dit  ci-ddfus  (21)  * le 


*En  changeant  a en  b Sc  y en  / , le  fefieur  qu’on  a trouvé 

„ „ a ady  r „ b b dt 

(m)  ==  s- : — fera=  S, 


’ i.y  (aa-*~jy) 
ment  de  ce  fedeur  fera 

Tome  IV» 


2 . y'(bb-t-tt)  ’ & l*elé“ 
b1  dt 


1 . Y Il  J 


l 
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fcfleur  A C R fera  — S. 


; donc  l’cfpacc 


1VWI.WUI  il.  v AV  iwiu  W»  _ A / I 7 v 3 UUIIW  * V* 

2V(ib-htt)  r 

B F D i eft  au  feéteur  A Ç R : : 4 a : b.  La  différence  entre 

d ^ d X 

les  efpaces  F s L l , h II  s,  ayant  été  trouvée  = » 

r a1  b d t az  b 2 d t ..  . 

cette  différence  fera  = y-, = x . Mais 

bb-htt  b Jô-f-rr 

S.  j 1 i un  arc  de  cercle  dont  le  rayon  eft  — b Sc  la 

tangente=t  *;doncladifférence  des  efpaces  ABFL,ALD&, 
fera  au  produit  de  cet  arc  circulaire  mltipliplié  par  a , 
comme  a : b.  Puifque  la  fomme  des  efpaces  dont  on  vient 
de  parler,  dépend  de  la  quadrature  de  l’hyperbole,  tan- 
dis que  la  différence  de  ces  efpaces  dépend  de  la  qua- 
drature du  cercle  , il  eft  vifîble  r.  ic  chacun  des  efpaces 
compris  entre  la  ligne  AL  & les  courbes  B F & D à 
dénend  à la  fois  de  la  quadrature  de  l’hyperbole  & de 
celle  du  cercle  , car  il  eft  vifîble  que  le  p'us  grand  de 
ces  erpaces  eft  égal  à leur  demi -fomme , p'us  leur  demi- 
différence  ; le  plus  petit  étant  égal  à leur  demi -fomme 
moins  leur  demi  - différence 

Remarqua.  Si  l’on  pouvoir  connoître  exa^t^ment 
la  longueur  de  la  circonférence  du  cerc'e , en  mu’ti- 
pliant  cette  longueur  par  le  demi -rayon,  l’on  auroit 


* ^elon  ce  ou’on  a dit  ci-deflu'  (tt  ) , P'M-ment  d’un 
arc  de  ce- cle  dont  'e  rayon  = a & la  tang<Hjte  = *■ , eft  -=■ 
o n * v 

■ — ; donc  fi  le  rayon  b,  & la  tangepte  = t>  l’é* 


lément  de  l’arc  fera 


A 1 d t 
b b t 1 


* * On  a vu  dans  la  première  partie  de  cet  ouvrage  (voyez 
Its  Equations)  , que  des  deux  quantités  , la  élus  grande  eft 
égale  à la  moitié  de  la  fomme  , plus  la  moitié  de  la  diffé- 
rence, & que  la  plus  petite  eft  égale  à la  moitié  delà  fomme  , 
moins  la  moitié  de  la  différence. 
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l’aire  ou  la  quadrature  du  cercle  ; & fi  l'on  avoit  l’aire 
du  cercle  en  la  divifant  par  le  demi  - rayon , l’on  trou- 
verait la  circonférence.  Il  cft  ailé  de  voir  que  la  qua- 
drature du  cercle  dépend  de  la  rectification  de  fa  cir 
conférence.  C’elt  dans  ce  fens  qu’on  vient  de  dire  que 
les  efpaces  dont  nous  venons  de  faire  mention  dépendent 
de  la  quadrature  du  cercle- 

De  la  Méthode  inverse  des  Tangentes. 


87.  J’entends  par  Méthode  inverfe  des  tan - 
gentes , l’art  de  trouver,  l’équation  d’une  courbe 
par  quelqu’une  de  fes  propriétés  , comme  par  le 
moyen  de  la  fous-tangente , fa  tangente  , la  nor- 
male , fa  fous-normale  , fa  quadrature  , Grc.  .Pour 
cela  on  égalera  la  propriété  donnée , ou  fa  diffé- 
rentielle à l’expremon  générale  de  la  même  pro-‘ 
priété  exprimée  par  le  moyen  du  calcul  différen- 
tiel. L’on  tâchera,  par  le  moyen  de  l’équation  quji 
en  réfultera  , de  trouver  l’équation  de  la  courbe. 
Les  exemples  fuivans  pourront  faire  comprendre 
l’artifice  de  cette  méthode. 


88.  Problème.  Trouver  la  nature  de  la  courbe  dont 

^ y 2 

la  fous  - tangente  ejl  = — d. — , L’expreffion  gé- 


— a 


y d x 


nérale  de  la  fous- tangente  étant  '~jy»  l’on  aura  I’é- 

2 y 2 y d X 

quation  ==*^y  , ou  2 y 1 dy  = a y dx  , 

• _ j V ^ 

o. y d y = ad  x 3 & en  intégrant  - = a xt  ou 

y 1 *=  a x 3 équation  à. une  parabole  dont  le  para- 
mètre eft  ===  a. 

8p.  Problème.  Quelle  ejl  la  courbe  dont 'l’or- 
donnée y ejl  égale  d la  fous- tangente.  L’on  a y 

I2 
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— , y dy  = y dx , dy  = d x , équation 

à la  cicloïde  ( Seétion  précédente , note  du  N®.  13). 
Si  l’on  avoit  un  triangle  re&angle  , ifocelle  ABD 
( Fig.  41  ) , en  faifant  l’abfcüTe  AP  = jf,  l’or- 
donnée P M =y  , l’on  auroit  toujours  y = x ; 
ainlî  l’équation  dy  = dx  qui  donne  y = x , appar- 
tient aulïi  à un  triangle  reâangle  ifocelle. 

5?o.  Problème.  Trouver  la  courbe  dam  la- 
quelle la  fous-tangente  ejl  troifieme  proportionnelle  à 

y (!  X 

a — x& ày.  L’onaura a — x:y::y:~jy  J donc 

a y dx — xydx=y2dy,adx — xdx=*ydy. 

x 1 y 1 

donc , en  intégrant , a x — , ou  2 a x 

, — xx y 1 , équation  à un  cercle  dont  le  dia- 

mètre leroit  2 a ; ainlî  la  courbe  demandée  efl:  un 
cercle  , on  fuppofe  l’angle  des  co-ordonnées  droit. 

91.  Problème.  Trouver  la  courbe  dans  la- 
quelle la  quantité  confiante  a efi  à l’ordonnée  y 
comme  y'(  a a -4-  y y ) efi  à la  fous-tangente.  Par 
la  nature  du  Problème  ai  y : : \/  {aa  yy  ) : 
ydx  . vdx y . VT aa  yy ) 


—, ;donc  - -1 — 

dy  dy 


; donc 


^ dyV  (a  a ->-yy)  ^ T g.  dyV(aa-+-yy)_ 

Si  avec  un  paramètre  = 2 a 3 l’on  décrit  une  pa- 
rabole A M (Fig.  iete  ) , dont  labfcifle,  A P = u , 
l’ordonnée  P M = y , par  la  nature  de  la  para- 

—yi,du=* 

2 a 

Maïs  lorfque  fablciiTe 


bole , l’on  aura  y * =■■  2 a 
r a y j 1 _ytdy  : 


U . U 


du * 


aa 


Digitized  by  Google 


Calcul  Intégral. 


135 


APeft  = x , l’élément  M m de  l’arc  A m eft  = 
\f(dx*-+-dy  :);donc  lorfque  cette  abfcille  =m, 
l’on  aura  M m = ( d uz  — d y 2 ) , fubftituant 

dans  cette  exprelîlon  la  valeur  de  du l’on  a 

dont  l’intégrale  S.  ( i3-  Ÿl^ZÏZlll'j  eft  = 

A M =a  x.  Ainfi  la  courbe  cherchée  eft  telle 
que  fi  elle  a les  ordonnées  P M d’une  parabole  , 
les  abfcifies  doivent  être  égales  aux  arcs  A M cor- 
refpondans  à ces  ordonnées  ; de  forte  que  fa  def- 
cription  dépend  de  la  reâification  de  la  parabole. 

92.  Problème.  Trouver  la  courbe  donc  la 
fous  - normale  ejl  égale  d une  confiante  a.  JL  ex- 

y d y 

preffion  de  la  fous-normale  étant  ^^—,1 


ra 


y 1 

ad  x y — 


l on  au-: 


a x , y 1 


= 2 a x.  Ainfi  la  courbe  cherchée  eft  une  para- 
bole dont  le  paramètre  eft  2 a. 

93.  Problème.  Trouver  la  courbe  dont  la 
fous-normale  efi  = a — x.  Par  la  nature  du  pro- 
blème = a — x , y dy  =adx — xdxy 

d x * 

— — ? ax  — — , y 1 = 2 a x — • x x.  Donc 
2 2 

la  courbe  cherchée  eft  un  cercle  dont  le  diamctre 
eft  2 a. 

94,  Problème.  Trouver  une  courbe  dont 'a 

= U-  3_£f . L’on  a 2p- 
2 a d x 


fous-normale  foit 
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a.  p — 2 p x 


, 2 a. y dy=za p à x — 2 pxdx t 


a y * = apx  — pxz  , ouy1  ==  ~ (ax—  xx  ) 

équation  à une  ellipfe  dont  l’axe  des  x eft  = a , 
Je  paramètre  de  cet  axe  étant  = p , 

5>  y . Problème.  Trouver  la  courbe  dont  la  fous- 

normale  = a x.  Donc  = « * x *,y  dy 


- -j  v1 

fi  * x * dx, 

2. 


a i x * 


l » i l 

ci  «=  * a » x ï = \ x y ax  =■ 

\ x\f+ax,  Sur  Taxe  A P ( Fig,  42  ) , je  décris 
une  parabole  A M avec  un  paramètre  = 4 a , & 
& fuppolànt  l’ordonnée  P M = u , rabfcifle  A P 
= x , par  la  nature  de  la  parabole  , l’on  a u 1 =s 
4 a . x , u = 4 a • x.  Si  donc  on  cherche  une 

moyenne  proportionnelle  P m entre  l’ordonnée  u 
de  la  parabole , & 7 x , en  faifant  P m = y , l’on 

aura  y 1 = \ x 4 a x.  Si  l’on  fait  la  même 
chofe  pour  chacune  des  ordonnées  de  la  para- 
bole , l’on  aura  la  courbe  A m , qu’on  peut  ap- 
poller  quadratrice  de  la  parabole.  Car , félon  ce 
qu’on  a dit  ci-deffus  (4)  , l’aire  parabolique  APM 
eft  \ y x , en  faifant  P M = y.  Donc  Iorfqu’on 
fait  P M = u , cette  aire  fera  = \ xu  = j x x 
\/  4 a x ; donc  la  courbe  A m eft  telle  que  les 
quarrés  de  fes  ordonnées  font  égaux  aux  aires  pa- 
yaboliques  correfpondantes. 
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$6.  Problème,  trouver  la  courbe  dont  la 
normale  efi  confiante  6*  = a.  L’exprelT.on  générale 

de  la  normale  étant  -7— *V^ x * -f-  dy  1 ),lon 

/7  Y 


dx 

aura  a = . \/(  d x 

dx 

y\/(dxi-+-dyt  ),  a1  d a l=yl 


dy  3 ) , a d x =» 
dxl-+-  yy  dy\ 

ilAi1 


c'd x'—  y'ix‘—j'iy'***'=jïzryy  > 

2l2—.-ix*- xi*. 

V(ûû — y y) 


d x 


V (** — y y) 

= — y djy  .(aa  — donc  en  intés 

grant , v — x = (fl  a — J J ) 1 » x * ===  Æ a — 
y y , y*  .=  a a — x x , équation  à un  cercle  dont 

le  ra)on  = a. 

97.  Problème.  Trouver  une  courbe  dont  l'aire 
foit  = a y.  L’élément  des  aires  eft  , félon  ce  qu’on 
a ditci-ckiïus  (2),eft==jy  d x ; donc  li  l’on  diffé- 

y d X 

rencie  faire  donnée  l’on  aura  a dy  =y  d x — - — ■ 

u y 

==  a j équation  différentielle  d’une  logarithmique 
dont  la  fous- tangente  = a , leétion  précédente 
( 21  ) ; ainli  la  courbe  cherchée  eft  une  loga- 
rithmique. 

98.  Problème.  Trouver  la  courbe  dont  l’aire 
*e=  a V (aa-+-xx).  Donc  y dx  = a x dx  x 

1 CL  X 

f a a —I—  x x ) 1 , y = —7 r • Pour 

v ^ \/(aa-r - x x) 

tracer  cette  courbe  je  décris  une  hypei  bole  équila- 

tere  ( Fig.  43  ) , dont  le  demi-axa  CA  foit  = a. 
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en  faifantCP  =“ D M ;=*•,  CD  =•  PM  ==j , 
par  la  nature  de  l’hyperbole  équilatere  , l’on  aura 
y 1 = x 1 — a a , ou  x 1 = y 1 M—  a a.  Si  au  lieu 
de  faire  C P = x , l’on  faifoit  C P = u , l’on 
auroit  u 1 = y 1 — f-  a x , u <=-  a a — J-  y y) 
= \ ( a a -+-  xx)  , en  faifant  P M =■  x.  Si 
donc  on  cherche  une  quatrième  proportionnelle 
aux  lignes  C P = DM,CA,  P M ; ou  fi  l’on  fait 

VC aa~\~xx)  : a i:  x i P m=  , le 

v v ' \/(aa-xx)* 

point  m ainfi  trouvé  appartiendra  à la  courbe 
A m cherchée. 

ÿp.  Problème.  Trouver  la  courbe  dont  l'aire 

efl  = — • Comparant  f élément  de  cette  aire  avec 

3 ^ 

X 1 

yix , on  trouvera  — - d x = y d x , x1  = a y ; 

donc  fi  l’on  prend  fur  la  tangente  A F ( Fig.  iere), 
les  abfcifTes  A B = x , & qu’on  fafTe  B M = AP 
= y , l’on  aura  (PM)1  =■ x1  = a .y.  Ainfi 
l’équation  trouvée  appartient  à une  parabole  en 
prenant  les  abfciffes  fur  la  tangente  & les  ordon- 
nées parallèlement  à l’axe. 

ioo.  Problème.  Trouver  la  courbe  qui , par 
fa  révolution  autour  de  J on  axe  , a produit  le  folide 

SJSL — — . Si  l’on  prend  la  différentielle 

2 6 r 

de  ce  folide  & qu’on  lé  compare  avec  l’élément 
% c yx  dx  , „ , cx% dx 

~ (43)»lonaurac*^ = 
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c y1  d x 


x • 


X 


2 r 


, 2rx — x x =yz,  cqua- 


2 r 2 r 

tion  à un  cercle  dont  le  diamètre  = 2 r. 

101.  Problème.  Trouver  la  courbe  généra - 

c d x 1 

trice  du  folide  = — . Par  la  nature  du  pro- 

caxdx  cy*dx  t 

blême.  Ion  a = — ,ax—yl. 

2r  2r 

Donc  la  courbe  cherchée  eft  une  parabole  dont  le 
paramètre  «=  a. 

102.  Problème.  Trouver  la  courte  dont  Faire  ejl  s=s 

f « 

4a]/rx,  L’on  aura  ydx  = {’  4-ax  1 dx,y=2ax 

y 2 — 4 a1  x~  1 , 4 a1  =y  2 x,  ou  en  faifant  4 a2  = 
1.4  a . a=  pi  , p 3 —y  1 x , équation  qui  appartient  à 
line  courbe  hyperbolique. 

103.  Problème.  Trouver  la  courte  dont  la  fous-tangente  ejl 

ss  — — ^ , L déjîgne  la  logarithmique  hyperbolique. 

ydx  1 , dy  3 • 

L on  aura -=-5 — = — —7 ,ydx  — - , 

dy  i-t-L.x  ^ i-f-JL.x 

(i-f-  L*)  .ydx,  -y,  =■  dx-hh  x . dx , S.  — L .y  “ 

* L.  x ( car  la  différentielle  de  je  L.  * eft  3=  d jç  -t-  L.  * X 
d x)  ,y  = x* , équation  à une  courbe  exponentielle. 

104.  Problème.  Trouver  l’équation  de  la  courbe  dont 
la  fous-normale  ejl  = y 2 .(  i-t-L.  *).  Par  la  nature  du 

problème ,-j^ ,= y 1 (i-f-  L.x),  = d x-î-L.x  dx, 

a x y 

h.y  = x L.x  = L . xx , y — x*  . 

105.  Problème.  Trouver  l’équation  de  la  courbe  dont 

la  fous -tangente  ejl  confiante  . Donc  =* 
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r— — ,y  d x—  ti  x . L.  a = , x L . a — L.  y , ou 

l>.a  L.a  y J 

a*  = y , équation  d’une  logarithmique  dont  la  fous-. 
1 

tangente  = j—f 

10  6.  Problème.  Trouver  l'équation  de  la  courbe  dont  la, 
fommc  de  la  fous-normale  if  de  l'abfcijfe  efi  confiante  if  = a. 

L’on  aura-^^  -4-  x = a ,ydy-h  x d x = adx  , — ■+• 
dx  z 

X ^ 

— = ax , y z -\- xz  ~ zax,yz  — zax  — xx » équa- 
tion an  cercle. 

IC7.  Problème.  Trouver  la  courbe  dans  laquelle  la  dif- 
férence de  la  fous-normale  if  de  l’abfcife  efi  confiante  if  —a* 


Donc 


~x~  a — a-t-x, y dy  — adx  -h. 


y * X 1 

X dx  > , yz  — zax-irxzt  équation  à 

une  hyperbole  équilatere  dont  l’axe  =2  a. 

108.  Problème.  Trouver  l’équation  de  la 
courbe  dans  laquelle  la  fous-normale  ejl  à la  fous- 
tangente  t comme  labfcifle  efi  à une  ligne  confiante 

= a.  Donc  - -f-  - : ? f * ■ : : x : a , ou  dy 1 : 
dx  d y ? 

I I 

d x*  : : x : a ; donc  ad  y*  =*  dx1 , a ïdy=s 
.IL  i 

xzdx,az  y = L x I f a y * = L x i 3 équa- 
tion à la  fécondé  parabole  cubique. 

109.  Problème.  Trouver  l’équation  de  la 
courbe  dans  laquelle  la  fous-tangente  ejl  à l’abfcijfe 

an  raifon  donnée  de  m : 1.  Donc  ^ f y m : Xi  : mi  1 * 
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y d x 


[y 


r mx,  y d x = m x dy , y d x — mxdy 
o.  Divifant  cette  équation  par  ym  ' , il  vient 


v d x — m x dx 


— o,  dont  l’intégrale  eft- 


y m - * y 

— o , ou  = • — C.  La  confiante  C étant 

ici  arbitraire , je  puis  la  déterminer  comme  je 
veux  , pourvu  qu’il  en  réfulte  1 équation  d uns 

courbe  ; ainfi  je  fais  < — C = — > & * équa- 

tion de  la  courbe  eft  — - = — j ou  ' x 

y m a 

t — y m , équation  aux  paraboles  de  tous  les 
genres  , fi  m eft  un  nombre  pofitif , & aux  hy- 
perboles de  tous  les  genres  fi  m eft  un  expofant 
négatif. 

ïio.  Problème.  Trouver  h nature  de  la  courbe  dont  la 
tangente  ejl  confiante  (s  = a. La  formule  générale  de  la  tan- 

. y\f  ( d x 7 -hdy  *) 

gente (voyez la  feétion  première),  eft=^ — * » 

donc  a = -y~Vr(dx1-t-dy1)  ,auaady2=y  2 (dxM-dy2)» 
ay 

dy*(ci  d— -y  y) 

donc  dx2  .y2  — (aa — y y)  dy2  ,dx2  = -y-£  » 

dx~- 4-  dy.  , équation  de  la  tra&rice. 

y 

Remarque.  Cette  courbe  eft  tranfcendante , car  on  ne 
peut  exprimer  par  les  méthodes  de  l’algèbre  finie , le  rap- 
port qu’il  y a entre  Tes  co-ordonnées.  Cependant  on  peut 

, , ( aa — -yy)M 

exprimer  ce  rapport  par  l'équation  *=  S ±r  ny  • — - * 

Les  courbes  tranfcendantes , dont  on  a parlé  dans  fa  pre- 
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miere  partie  de  cet  ouvrage  , peuvent  être  appcllées 
courbes  transcendantes  de  la  première  efpece  ; & nous  ap- 

Sellerons  tranfeendantes  de  la  fécondé  efpece  les  courbes 
ont  on  ne  peut  indiquer  la  nature  que  par  une  équa- 
tion qui  renferme  quelque  ligne  S d’intégration,  la  quan- 
tité qui  eft  fous  ce  figne  ne  pouvant  être  intégrée  algé- 
briquement , ni  par  les  logarithmes. 

nr.  Problème.  Trouver  une  courbe  dont  les  ordonnées 
partent  d’un  point,  £r  dont  la  fous-tangente  foit  confiante  — 
c.Laformule  des  fous- tangentes  de  ces  fortes  de  courbes  eft 

(voyez  la  Seéfion  précédente)-^^  ; donc  = — c* 

Mais  fi  l’on  fuppofe  que  l’on  talfc  a:  d\-.‘.  y : d x , fort 

a dxtxz  ^ \ étant  un  arc  de  cercle  décrit  d’un  rayon 

confiant  = a );  donc  en  fubftituant,^-^-= — c,  <h 

ady  t 

==  — a c y ~ 1 dy , £ = -f - a cy~  1 , ^y=  a c , équation 
à la  fpirale  hyperbolique.  Dans  la  feétion  première  (30), 
on  a eu  pour  cette  fpirale  y x = c r , en  fuppofant  x 
un  arc  de  cercle  décrit  d’un  rayon  confiant  = r;  donc 
fi  on  change  x en  j & r en  a , l’on  aura  1 y — ac . 

U2.  P r,  o b l em  e,  Trouver  une  courbe  dont  les  ordon- 
nées partent  d’un  point  , (x  dans  laquelle  la  fous -normale 

‘Y~  (voyezlaSeâion  précédente),  fait  confiante&=£. L’on 


aura  — î> , y dy 


:bix. Subftituant  la  valeur ■ 


de  d x , l’on  a y dy  •=  — y i % » a dy  = 3 d z , a y =s  b 


Si,  l’on  fuppofe  que  a eft  égal  à une  circonférence  c de 
cercle  , que  b eft  égal  au  rayon  r de  cette  circon- 
férence , & tq  un  arc  de  cette  même  circonférence , en 
changeant  a en  c 8e  b en  r , l’on  aura  cy  = r £ équa- 
tion à la  lpirale  d’Archimèdes. 


. 113.  Problème.  Suppofant  une  infinité  de  paraboles  A M , 
Am  du  même  ordre,  mais  dont  les  paramètres  foient  difiérens > 
vçuver  une  courbe  B i M,  qui  les  coupe  toutes  perpenditu- 
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hivernent  ( Fig.  44  )•  Suppofant  la  chofe  faite  , je  mène 
les  lignes  Mt,  in  tangentes  de  la  courbe  EM  & par- 
conféquent  perpendiculaires  aux  courbes  AM,  Am.  La 
f.:us-tangente  des  paraboles  repréfentécs  généralement 
par  am  x " =y  m ” efl  ( feétion  précédente  ro)  = 

Ç ).  x , cn  faifant  AP=*  } mais  la  fous- tangente 
n 

PT  cft  la  fous -normale  de  la  courbe  B M au  point 
ccrrefpcndant  à l'abfaffe  x , & cela  a lieu  également 
pour  toutes  les  paraboles  AM  , Am,  &c-  qu’on  peurreit 
tracer.  11  ne  s’agit  donc  plus  que  de  trouver  la  courbe 

B M dont  la  fous-normale  fcit=  — — x=  — x , 

n n 

en  fuppofant  m-+-n=p.  Mais  cette  fous-normale  étant 
prife  dans  un  lèns  oppofé  à la  fous-norrnale  Pt  de  la 
parabole  AM,  nous  la  ferons  négative;  Ainft  il  faudra 
chercher  la  coutbe  dans  laquelle  la  fous-normale  foit 

= — x L’on  aura  donc-—^-  = - — x , y dy—  — 

n ax  n 


— xdx,ydy-i-  — xdx=-o.  En  intégrant  & faifant  atten- 

w n 

t tien  que  la  différentielle  d’une  confiante  C efl=o,  nous 
pourrons  fairé^ — f-—  xz =C. Suppofant  C=aa,  l’on  aura 

J—=aa — , ou  (PM)  î=j  % .aa—  xx  » 


ou 


Z 

n 


.y  2, 


1 n 
zn.  aa 


— xx , équation  à une  ellipfe  dans 


p - p 

laquelle  le  quarré  du  demi-axe  fur  lequel  on  prend  l’abf- 

^ fi  , 

ciflfe  x efl  = — . aa.  Si  l’on  fait  p : 2 n ::  a : g,  l’on  aura 
P 

tJL-—  a & faifant  g.  a = bb,  l’on  aura  — —b  2>  & 

P P 

l’équation  de  la  courbe  fera  ~yz~bb  — xx,  ouj>  * = 

— . (b  b — x x)  , dans  laquelle  le  rapport  de  p : n efl  le 
n 

même  que  celui  du  quarré  de  l’autre  demi-axe  de  l’eU 
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lipfe  au  quarré  b b > ainfi  la  courbe  cherchée  eft  une 
ellpfe. 

Si  m = n=i  , l’on  aurap  = 2,  l’équation  des  para- 
boles fera  a x = y 1 , & l’équatioh  y1  =ss~  ( i i — * x ) < 

n 

deviendra  y 1 =s  y . (ii — xx).  Ainfi  une  ellipfe  B M 

qui  aura  fon  axe  fur  la  même  ligne  qu’une  infinité  de 
paraboles  du  premier  genre  qui  ont  le  même  fommet  A 
(qui  cil  le  centre  de  l’ellipfe  ; , dans  laquelle  b b eft  le 

Suarré  de  la  moitié  de  l’axe  des  x , le  quarré  de  l'autre 
emi-axe  étant  à bb  comme  1:  1 , ou  dans  laquelle  le 
paramètre  de  l’axe  ib  eft  à cet  axe  , comme  2 : 1 , cou- 
pera toutes  ces  paraboles  à angles  droits. 

Remarque.  Lorlqu’une  différentielle  eft  égale  à o, 
Sc  qu’on  peur  1’intéerer , on  doit  ajouter  une  confiante: 
cette  conftante , fi  elle  exiftoit , a néceffairement  difparu 
dans  la  différenciation.  Lorfque  cette  conftante  eft  ar- 
bitraire , il  eft  de  l’indurtrie  du  Géomètre  de  l’exprimer, 
de  maniéré  qu’il  en  réfulte  la  folution  la  plus  fîmple  du 
problème  propofé  * & s’ij  s’agit  d’une  courbure , il  faut 
Faire  en  forte  que  la  confiante  fpit  homogène  aux  termes 
de  l’intégrale. 

ftf  pROBttME.  Suppofant  une  infinité  d'hyperboles 
dont  l’une  foit  a M ( Fig.  45  ) , qui  ayent  les  mêmes  aiïyrnf- 
totes  perpendiculaires  l'une  â l’autre  , & dont  les  abjcijjès 
foient  A P ( on  fuppofe  l’angle  M P A des  co-ordonnees 
droit  ) , trouver  une  courbe  B M , qui  les  coupe  toutes  i 
angles  droits.  La  courbe  B M fera  donc  perpendiculaire  à 
la  tangente  MT>  & PT  fera  la  fous-tangente  de  la  courbe 
o M.  Or  la  fous-tangente  d’une  hyperbole  quelconque, 
«ft  (comme  on  l’a  dit  fedlion  précédente  10  ),  égale 
au  quotient  de  l’expofant  de  l’ordonnée  divifé  par  celui 
de  l’abfçiffe  , en  prenant  l’expofant  de  l’abfciffe  avec 
le  figne  — i donc  en  prenant  l’équation  générale  des 
hyperboles  ==y " x * , la  fous-tangente  PT  fera  = 

n 

■ — - x.  Mais  PT  eft  la  fous-normale  de  la  courbe  BM  re£ 
n 

peélivement  à laquelle  elle  eft  pofitive, parce  qu’elle  va  du 
côté  où  doivent  aller  les  fous-perpendiculaires  de  ËM  par 
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rapport  à l'origine  B de  la  courbe.  Le  problème  confiée 
donc  à trouver  une  courbe  B M , dont  la  fous -normale 


(bit 


m ,,  , ydym 

— — x-.  Ion  aura  donc'-y^-  = ■ — x , 
n dx  n 


ou  y dy  srr 


xàx,  — xdx  — ydy  — 
n n J 


aa,  ou 


~~y  2 =x  2 — — a a.  Donc  la  courbe  cherchée  eft 
m •'  m 

une  hyperbole  rapportée  au  premier  axe  , & le  terme 
•~y  1 fait  connoître  que  le  premier  axe  doit  être  à (on 

77t 

paramètre , comme  n : m.  Si  l’on  fait  m = n — 1,  l’équa- 
tion a m " =y  m x " deviendra  a 2 s=zy  x,  8c  l’équation 


ci-deffus  fera  y 2 =x  2 — z aa  = xx — b b,  en  prenant 
l moyenne  proportionelle  entre  a 8c  z a.  Cette  équation 
appartient  à une  hyperbole  équilatere  dont  l’axe  eft  = zb. 
Donc  fi  BMm  eft  cette  hyperbole , que  A foit  (on  centre  , 
A B = b , la  moitié  de  (on  axe  , Hm,  coupera  à angles 
droits  toutes  les  hyperboles  du  premier  genre  dont  les 

équations  x y = a 2 , xy  — ( a ')  *,  x y = (a  " ) Z,8cc. 
ne  different  entr’elles  que  par  rapport  à la  puiffance,& 
qui  font  rapportées  aux  mêmes  aflymptotes  perpendi- 
culaires l’une  à l’autre. 


ny.  Problème.  Trouver  une  courbe  BM  ( Fig-  tj), 
rapportée  à des  co -ordonnées  perpendiculaires,  dans  hquelle  en 
faifant  B A = a , faire  A P m B foit  égale  au  produit  de  l’arc 
B m multiplié  par  a.  L’élément  de  l’arc  B m eft  == 


(dx  2 -+-d  y 2),8c  l’élément  de  l’aire  AP/nBeft^djcr 
donc  S.ydx  = a S.  yr(dx2-i-dy2),  ou  y d x = et 
(dxz-hdy2),y2dx2==  a a d x 2 -H  a a dy  2 , 

dx2(y2  — aa ) = aady  2 , dx  = yy~ad)  * ^1uat‘oni 

de  la  courbe  des  co-finus  hyperboliques  (21). 


r 1 6.  Problème.  Trouver  la  courbe  dont  l’aire  en  tournant 

c „ a } d r 


autour  de  l’axe  des  alfciffes,  produit  lefolide  S. 

z r 
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Comparant  l’élcmcnt  des  folides  de  révolution  — y 1 d x 

C Q.  ^ d X 

avec  la  différentielle  du  folide  propolé,  l’on  a 

c a*  dx  c , , a 3 , 

— • ' —~J  dx>  “ —7  2 , a * = xj  2,  équa- 

tion à une  courbe  hyperbolique. 

n 7.  Problème.  Trouver  une  ccurle  AM  f Fiff.  46), 

/ I / â T»  T-X  ° ' 


fegment  A E F , compris  entre  la  corde  AE  & Varc  corref- 
pondant  d'un  demi-cercle  dont  le  diamètre  AB=ia.  L’eC 
pace  AFEP,  félon  ce  qu’on  a dit  ci  - deffus  ( 14)  , 
eft  = S.  d x ( 2 a x — x x ).  Le  triangle  APE  eft 

AP.EP  x .1^(2  a x — xx)  . , _ 

^ y donc  le  fegment 

!AEF=S .àx.\f  (iax—xx)  — — 1 ^ , 
en  différentiant , l’on  aura  dx  . V(2ax-xx)- 

1 j \ » adx — xdx 

~ .dx  V (i  ax  — xx  ) — -.x.  -, = 

^a—x  ) * ^ment  du  fegment  AEFj  donc_ydjc 

adx  -l^x  . aj/’x 

==  r , ou  y = - , ; r , équation  d une 

— x)  ^ 2|/(aa  — *)  n 

courbe  du  troifîeme  ordre.  Cette  courbe  commence  en  A, 
coupe  ledemi-cercle  au  point  D correlpondant  à une  ablcifîe 
; — ; i a & s’approche  continuellementde  fon  aflymptote 

B N.  Laire  A m P de  cette  courbe  eft  égale  au  fegment 
circulaire  A EF.  Ajoutant  de  part  & d’autre  l’efpace  AmE , 
l’on  aura  l’efpace  AœEF  compris  entre  la  courbe , le  cer- 
cle & la  ligne  droite  m E , égal  au  triangle  AE  P.  L’efpace 
infiniment  long  ADMNB  renfermé  entre  la  courbe,le  dia- 
mètre A B & l’alTymptote  fera  égal  au  demi-cercle  A D B j 
donc  fi  du  demi-cercle  & de  cet  elpace  on  retranche 
l’efpace  commun  A D B . l'on  aura  l’efipace  infiniment 
long  BNMD=AF£D  A Or  cet  elpace  eft  égal  au 
triangle  reCtu.gne  AÜG;  donc  Ü N M jü  dl=Au  G. 

1 18. 
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n 8.  Problème.  Sur  la  furface  du  quart  d'un  hé~ 
m.ijphere  A B D C ( Fig.  47  ) , mener  une  ligne  A QD , de 
maniéré  que  la  lunule  AQD  A fcit  quarralle  algébriquement. 
Je  mène  les  grands  cercles  A QM  , A qm  * , qui  coupent 
la  courbe  en  Q & q 5 je  tire  les  perpendiculaires  QP  , 
qp  fur  le  demi-axe  AC,  & des  points  M 8c  m les  per*- 
pendiculaires  M N , m n à la  ligne  B C ; enfin  je  mène 
OQ,  parallèle  à la  ligne  M m.  Je  fais  l'arc  BM= 

M ms=  d j , B N — x-,  N n=z  dx,  A P — ^ , P,p=d%  , 
P Q , le  rayon  de  la  fphere  = a.  Il  eft  vilible  que 
le  triligne  A Q q cil  l’élément  de  la  lunule  5 mais  A O Q 
étant  un  infiniment  petit  du  premier  ordre  , OQ  17  fera  un 
infiniment  petit  du  fécond  ordre  ; donc  en  négligeant 
cet  infiniment  petit , l’élément  de  la  lunule  fera  AOQ, 
Je  mène  les  arcs  infiniment  proches  Vu  , Z\  paral- 
lèles ** , du  peint  V j’abaifie  fur  AC  la  perpendi- 
culaire VT  & je  fais  AT  = t,  VT  = u.  Mais  VT  étant  le 
rayon  de  l’arc  V u,  l’on  a la  proportion  a : V T = u : : 

Mm  = ds  : V u = ~-i  & parce  que  V Z eft  l'élément 

de  l’arc  AV  dont  le  linus  verfe  eft  AT 
droit  étant  VT=  u , l’on  a V Z : a : : d 1 : u 

donc  le  reélangle  V u = =^ds  dt.  Donc 

intégrant,  en  regardant  ds  comme  confiante  (ce  qui  eft 
très-permis)  , l’on  aura  le  triligne  A Vu  = tds,  &fup- 
polant  AT  = AP  , ou  fuppofant  r = % , l’on  aura  le 
triligne  AOQ  = ?ds.  Tel  eft  l’élément  de  la  lunule. 

, L’élément  ds  d’un  arc  de  cercle  dont  le  rayon  eft 
= a & l’abfcifte  comptée  du  fommet  = x , eft  , félon 


t , le  finus 
,ou  VZ= 


* Les  cercles  dont  les  plans  paflent  par  le  centre  de  la 
fphere  font  appellés  grands  cercles  de  la  fphere.  Les  petits 
cercles  font  ceux  dont  les  plans  ne  paflent  pas  par  le  centre 
de  la  fphere. 

, **  Les  centres  de  ces  arcs  font  dans  la  ligne  AC,  Sc  les 
cercles  auxquels  ils  appartiennent  font  des  cercles  parallèles. 

. ***  Dans  la  figure  $,  l'élément*  *•  eft  à */,  différentielle  du 
finus  verfe  AH,  comme  le  rayon  C»  eft  au  finus  droit  iH, 

Tome  IF.  ‘ K 
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ad: 


A P = B N j l’onglet  deviendra  = S. 


(a — x),frdx 


\T 


1 

I 


a 


/ 

J ce  qu’on  a dit  ci-defius  ( j i ) = .y  , * — . , 

S ^ w V ( z ax  — xx) 

donc  l’élément  A O Q *=  .-7-/  — r->  donc  la  por- 

V (zax — xx)  r 

tion  de  la  lunule  comprife  entre  l’arc  circulaire  AQ  & l’arc 
Ai  Q de  la  courbe  A i QD  , fera  -=  S.  -y  — . 

^ y (2  a* — xx) 

& en  fuppofant  £ = a,  8c  x — a,  l’on  aura  la  lunule 
entière.  Ayant  décrit  un  grand  cercle  quelconque  AQM 
te  mené  M N perpendiculairement  à B C , fuppofons 
/ i—V'(zax  — x x)  i c'eft-à-dire , fuppofons  MNa 
A P , la  lunule  fera  = S.  ad x=  a x , 8c  failhnt  x=a^ 
la  lunule  enticre  fera  — a a.  G’elt  pourquoi , fi  ayant  dé- 
crit un  grand  cercle  quelconque  AQM,  l'on  mené  M N 
perpendiculaire  à B C , 8c  qu  on  prenne  A P = M N , 8c 
que  dans  le  plan  de  ce  cercle  l’on  mène  P Q perpendi- 
culaire fur  A G,  le  point  Q & tous  ceux  qui  feront  fem- 
blablement  déterminés , appartiendront  à la  courbe  cher- 
chée , & la  lunule  AQDA  fera  égale  au  quarré  du 
rayon.  ; \ ; * 

119.  P r o bl  êmi.  On  demande  maintenant  de  trouver 
un  onglet  A H B D Q A qui  fait  qmrraHe  algébriquemerà. 

Je  remarque  que  le  triligne  ÂÔQ  vient  d’ètre  trouvé 
scrjdr;  donc  en  fuppolant  ^ A C =s  a ; l’on  aura  le 
triligne  AMm  — flflJj  donc  MOQm  qui  eft  l'élement 

de  l’onglet  fera  = ( a — ç ) . ds~  ■ ^ \ i ^ 

. ' ■ y t kax  — xx) 

donc  en  intégrant,  la  parue  de  Péinglet  cdmpriÇe  entre 
le  quart  de  cercle  A H B , les  arcs  de  cercle  B M , QAflfc 

l'arc  Qi  A fera  = S.  . Soit  7 = je,  ou 

y ( 2flX  — xx)  x 


a ax — xx) 

a y ( 1 a x — xx) , 8c  en  faifant  *=  a,  l’onglet  entier 
fera  —a  a. 

La  courbe  A Q D fe  conftruîi:  de  même  que  dans  le 
problème  précédent  ; car  ayant  pris  un  grand  cerclé 
quelconque,  AQM,  8c  mené  le  finusMN  ae  l’arc  BM, 
prenez  AP=BN,  8c  dans  le  plan  AQMC  du  grand 
cercle  A M menez  P Q perpendiculaire  à A G j le  point  Q 
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8c  tous  les  autres  ainfi  déterminés  feront  dans  la  courbe  * 
cherchée;  & parce  que  les  finus  verfes  B N , A P des  arcs 
B M , A Q font  égaux  , les  arcs  le  feront  auffî.  C’eft  pour- 
quoi prenant  toujours  AQ=BM  , tous  les  points  Q 
feront  à la  courbe. 

Remarque.  L’on  peut  fouv  ent  trouver  la  courbe  qui 
rélout  un  problème  qui  peut  paroître  d’abord  affez  difficile 
fans  employer,  ni  le  calcul  différentiel,  ni  le  calcul  inté- 
gral, ainfi  qu’on  peut  le  voir  en  ljlant  la  première  partie 
de  cet  ouvrage  , la  fe&ion  précédente,  & par  la  folution 
du  problème  fuivant. 

120.  Problème.  Suppofant  un  cercle  ambn  (Fig. 48), 
dont  la  demi-circonférence  foit  = AS  = C , l’on  demande  de 
trouver  des  arcs  qui  foient  entre  eux  comme  les  quarrés  de 
leurs  finus.  Si  l’on  tire  une  ligne  indéfinie  A t , fur  la- 
quelle en  faifant  A S=  C > S £ = C , 7 t=  C , & ainfi  de 
fuite , l’on  prenne  une  infinité  de  parties  dont  chacune 
foit  = C,  qu’on  fade  l’abfcifle  AP  égale  à l’arc  ain 
correfpondant , que  par  le  point  P on  mène  PM  per- 
pendiculaire à AP  & égale  au  finus  p m de  l’arc  a m 
& qu’on  faffe  la  même  chofe  pour  chaque  arc  de  la 
demi-circonférence  amb , la  ligne  AMS  fera  appellée 
la  ligne  des  finus.  Si  l’on  fait  S g égale  à l'arc  bn  , & 
qu’on  mène  de  même  gN  = D n , finus  de  l’arc  amb  n,  la 
partie  S N 1 appartiendra  auffî  à la  ligne  des  finus.  Mais  le 
finus  g N fêta  négatif  à caufe  de  l’arc  amln  p>  C & <CzC. 

Si  fur  7 t=C  , l’on  prend  \ q égale  à l’arc  a m — u , 8c 
qu’on  mène  R 17  = fin.  u,  le  point  R appartiendra  auffî  à 
la  ligne  des  finus.  On  voit  aifémcntqueles  arcs  u,  C — u , 
îC-H,  3C  — u,  4 C-+-  u , y C — u,  &c.  ont  le  même 
finus. 

Celapofé,  la  queftion  eft  donc  réduite  à trouver  une 
courbe  A M B R V qui  coupe  la  ligne  des  finus  en  difie- 
rens  points  M , r , R , V , &c.  & qui  foit  telle  que 
fes  abfciffes  A P,  A F,  &c.  foient  entre  elles  comme  les 
quarrés  des  ordonnées  P M , r F , &c.  communes  à cette 
courbe  & à la  li^ne  des  finus.  Si  l’on  fait  les  abfciffes 
A P=jc,l’ordonnée  PM  —y,  la  queftion  fera  réduite» 
trouver  une  courbe  dans  laquelle  les  x foient  entre  eux 
comme  les  quarrés  y 1 des  ordonnées  ; or  nous  fçavons 
que  c’eft-là  une  propriété  de  la  parabole  ; ainfi  la  courbe 
A M r B R doit  etre  une  parabole.  I 
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Si  l’on  fuppofe  oue  A P eft  l’axe  de  la  parabole , l’an- 
gle que  fait  la  courbe  , ou  la  tangente  de  la  coube  avec 
Taxe  AP  au  point  A , fera  droit  dans  la  parabole  j mais  cet 
angle  eft  de  45°  dans  la  ligne  des  lînus  comme  nous  le 
ferons  voir  dans  un  moment.  Donc  au  commencement 
la  parabole  tombe  hors  de  la  ligne  des  fînus.  Si  l’on 
fuppofe  que  l'équation  de  la  parabole  eft  a x =y  1 , & 
qu’on  fau'e  le  paramètre  fort  petit , la  parabole  coupera 
la  ligne  des  fiuus  dans  plufieurs  points.  Si  l’on  fait  le 
rayon  du  cercle  ambn=p,  loriqu’on  aura_y=p,  l’on  aura 

ax  —p  1 , x=  —.Si  l’on  prend  donc  *=—  &c=  ^ ^ , 
a a z 

une  des  branches  de  la  parabole  recontrera  la  ligne  des  fi- 
nus  au  point  correfpondant  à cette  abfciffe.  Si  f’abfcifle  x 

= ^répond  à— ,ou  à - C,ouà-^-C,  &c.  , comme  les 
v a z z z 

ordonnées  paraboliques  vont  toujours  en  augmentant , 
la  parabole  ne  rencontrera  plus  au-delà  la  ligne  des  fi- 

jj  t 

nus.  Si = x eft  > C , la  ligne  des  finus  fera  coupée 

p Z I 

en  plufieurs  points.  Si  l’abfcifTe  x = — eft  = — C , la 

ci  2 

parabole  touchera  la  ligne  des  finus  fans  la  couper.  Si  — 

eft  toi  . C,  la  demi-parabole  A R coupera  la  ligne 
des  finus  au  moins  en  200  points  * , & alors  a fera 

<T  — ^ f’  — . Donc  fi  on  décrit  une  parabole  AMR  avec 
201  . C r 

le  paramètre  a <.  ~ , l’on  aura  au  moins  200 

• arcs  qui  feront  entreux  comme  les  quarrés  de  leurs 
finus.  Il  eft  facile  de  .voir  comment  on  doit  détermi- 
ner a pour  avoir  tel  nombre  d’arcs  que  l’on  voudra 
qui  foient  dans  le  rapport  des  quarrés  de  leurs  finus. 


aura  au  moins  200 


* Si  on  fuppofe  que  les  deux  branches  de  la  parabole  foient 
décrites , il  eft  facile  de  voir  en  combien  de  points  la  branche 
A /N  doit  couper  la  ligne  des  finus. 
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Ncus  avons  dit  que  l’angle  PAW  que  fait  la  ligne  des 
finus  avec  la  ligne  AP  étoit  de  45°.  Or  c’eft  ce  qui  cft 
éxiient;  car  fi  dans  le  cercleamAn  on  prend  l’arc  am 
iifiniment  petit , fon  finus  m p fera  cenfé  égal  à cet  arc; 
donc  fi  AP  eft  un  arc  infiniment  petit,  l’on  aura  AP 
= P M &'  le  triangle  rcdtangle  AMP,  dont  l’hypoté- 
nufe  eft  l’arc  A M de  la  courbe  des  finus  fera  ifôcelle  , 
& l’angle  MAP  fera  de  , aufiG  bien  que  l’angle  PMA  j 
donc,  &c. 

Application  du  Calcul  Différentiel 
et  du  Calcul  Intégral  aux  Courbes 
a double  Courbure. 

izi.  Afin  de  mieux  comprendre  cette  matière  , les 
commençans  feront  bien  de  relire  ce  que  nous  avons 
enfeiené  dans  la  première  partie  de  cet  ouvrage,  fur 
les  furfaces  courber  Si  les  courbes  d double  courbure. 

122.  Problème.  Étant  donnée  la  courbe  d double 
courbure  A N ( Fig.  49  ) , fon  axe  A P des  x , dont  l’origine 
efl  A , l'équation  de  la  courbe  de  projeôlion  fur  le  vlan  A i'  M 
de  la  hafe  , &•  celle  d’une  des  deux  autres  courbes  de  pro- 
jeflion , on  demande  de  mener  d un  point  N de  la  courbe  d 
double  courbure  la  ten  vente  N t,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
de  trouver  la  valeur  de  la  fous -tangente  M t aujji  lien  que  fa. 
poftion.  Du  point  N,  je  mene  l’ordonnée'  NM,  & 
du  point  M où  elle  rencontre  le  plan  de  la  bafe  , fa 
co-ordonnée  MP,  je  prends  le  point  n infiniment  pro- 
che de  N , je  mène  les  co-ordonnées  correfpondantcs 
n m , p m , Sc  N h parallèle  à M m , aufti  bien  que  M H 
parallèle  à l’axe  A P.  Faifant  enfuite  A P = *,  P M = 
y , M N = f , l’on  aura  Yp—dx,  mH  = d y , n h =d  ç 
& Mm  = y(dy 1 -+-dx  1).  Mais  les  triangles  fem- 
blables  n N h,  N M t,  donnent  n h : N h = M m : : M N: 

Mt,oudç:ï/’(  dx1-bdj3-)  ^ • 

Il  eft  aifé  de  voir  que  cette  lous-tangente  doit  être  fi- 
tuée  fur  M T,  tangente  de  la  courbe  île  projeâion  AM, 

f>uifquc  les  lignes  N n , Mm  étant  dans  le  même  plan , 
eurs  prolongemens  doivent  aufli  être  dans  le  même 
plan.  Pour  faire  ufage  de  cette  formule  il  faudra , par 
le  moyen  des  courbes  de  proieétion  , éliminer  deux  des 

K3 
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trois  variables  qu’elle  contient  , la  différentielle  de  lâ 
variable  qui  reliera  fc  trouvant  au  numérateur  & a» 
dénominateur , la  formule  fera  délivrée  de  différentielles. 


123.  Corollaire  I.  La  tangente  N t eft  égale  à 
|/((MN)>  + (M.) 

■?%-.  y/"(dxz-hdy2-+-d^1). 

dl 


124.  Corollaire  TI.  Si  dans  le  plan  du  trian- 
gle  t M N on  mène  la  perpendiculaire  N O à la  courbe 
a double  courbure , les  triangles  femblables  N n h , N M O, 


donneront  N/i  = yr(dxz-+-dyt):nh=,  d^:  : MN 

'=j:MO  = yTlix^+dyï)  * exPreffion  de Ia  fous'nor' 
male  M Oj  donc  la  normale NOs/ (MO+  M N ) 


Remarque.  Si  l’on  trouvoit  la  fous-tangente  né- 
gative , on  la  prendrait  du  côté  oppofé  ; c’eft-à-dire , 

Îu’on  la  prendrait  fur  la  tangente  t M du  côté  de  O , & 
la  fous-normale  étoit  négative , on  la  prendrait  du 
côté  de  A. 


125.  Problème.  Suppofant  que  Us  équations  des  courbes 
de  projeSlion  AM,  AV,  fur  les  plans  A P M , R A Q , font 
a x —y  1 t>  b y — £ ç , on  demande  la  fous-tangente  Mt  de 
la  courbe  ti  double  courbure  A N.  La  première  équation 
donne  adx—aydy,\a  fécondé  donne  bdy  ~i  id\i  donc 
, adx  adx  j bdy  bdy 

“ WTy  ~ 

— - — a--~— ( en  fubftituant  la  valeur  de  dy  & 

celle  de  y es  \Z"  a> f ) J donc  ( dx2  ■+■  djz  ) =*. 
d x . |/r Mais  de  plus  n = by  sxsby^a  x 
b æySçbb  a x)  -,  donc  1 — y/  b b » x.  Suftituant  les  va- 
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iji 


leurs  de  ç , de  d { , de  d x 1 ■ 
là  fous-tangente  , l’on  a ( dx 


dy1)  dans  la  formule  de 
1 -+-  dyz)  = 


(4x-f-fl) 
4 * 


) = »Vr-(4  x x a x ) 5 mais  la 


4* 

fous-tangente  de  la  parabole  A M eft  = % x & la  tan- 
gente MT  = K^(4*x  -hy  i)  = yr(^xx-i-ax)i  donc 
la  fous-tangente  Mr  de  la  courbe  à double  courbure  AN  , 
eft  double  de  la  tangente  M T. 

iz6.  Problème.  Trouver  la  fous-normale  de  la  même 
eourle  d double  courbure.  NM  étant  une  perpendiculaire 
abaiflfée  du  (oirimet  N de  l’angle  droit  du  triangle  rec- 
tangle t N O fur  l'hypothénufe  , l’on  a M t : M N : : M N 
= ç = y/  a b b x ( ainfi  qu’on  l’a  vu  ci-deffus  1 1 y ) : M O 

? T ab  b „ r r „ _ 

= -r~-  =:  - t-, -.  Si  1 on  luppole  x = o , Ion 

Mr  2 .y(^x-i-a)  ri 

aura  M O = — ; Si  l’on  fait  x = oo  , l’on  a M O =s 
2 

o j donc  à l’infini  la  tangente  de  la 

courbe  à double  courbure  eft  parallèle  au  plan  de  la  bafe. 

117.  Problème.  Suppofant  que  R N (Fig-yo)  , eji 
me  courbe  d double  courbure,  telle  que  la  courte  de  pro- 
jection fur  le  plan  de  la  bafe  foit  la  parabole  de  l’équation 
a x —y  1 b la  courbe  de  projeÛion  fur  le  plan  K A Q desy  b 
des  le  cercle  de  l’équation  y 1 = a a — £ £ , trouver  la  va- 
leur de  la  fous-tangente  de  cette  courbe.  En  prenant  la  va- 
leur de  1 & de  d ç en  x & dx,  celle  dey r (dx*-h  dJz)* 

qu’on  a trouvée  ( nj  ) =s  d x }/"  & la 

valeur  deç  z — aa — yz-=zaa — a x ( à caufe  dejz  —ax), 

l’on  aura  * = Vi  * « ~ «)  » dl  = fÿ^al-ax)* 

& ■j^.yr(dx  t+dy1)  — ! .(a— x)x— K if} 

K 4 
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2-(a—x).l/r  (4XX  (d—x).y(4xx-i-ax)_ 


2X  X 

donc  on  trouvera  la  fous-tangente  demandée  que  j’ap- 
pellerai S , en  prenant  une  lig  ne=  y\  4**  -+-  ax) , tan- 
gente de  la^ parabole,  fuppofant  cette  ligne=u,  8e 
taifant  x:  u ::  a — x : S 5 mais  on  prendra  S de  l’autre 
côté  ^de  M par  rapport  à T à caufe  du  ligne  — . 

118.  Problème.  Trouver  la  Jour-normale  de  la  courbe 
R N dans  la  mime  fuppoji'ion.  Si  l'on  appelle  cette  fous- 
normale  R , & que  l’on  falfc  la  fous-tangente  S : ç ::  1 : R , 

l’on  aura  R as  -H.  - *-Ua-ax) 

S •— (* — a) . y (<f.xx-+-ax  ) 

" Æ X • /*  m • \ * 1 ■ Q-  CL  * 

- — ■ qui  le  rediut  a — = — aX^-% 

V (4**-+-ax)  n y y a a y »* 

en  fuppofant  x = a.  La  fous-normale  doit  être  prife  du 
côté  de  A , parce  quelle  eft  négative. 

Lorfque  x — a , l’on  ajl  = aa— • ax  = o,8c  ç=o; 
donc  la  courbe  à double  courbure  doit  rencontrer* le  plan 
de  la  bafe  au  point  C correfpondant  à x = a. 

1 iÿ.  Problème.  Reâltfier  une  courbe  â double  cour- 
bure AN  (Fig.  49).  Le  triangle  redangle  Nkn  donne 
1 élément  Ns  (de  la  courbe  à double  courbure  ) =s 

K((  n A) 1 -4-  (N  h)1).  Mais  félon  ce  qu’on  a ditei-deffus, 
N h Mm  = y (dx1  -h  dyz  ) ; donc  Ns  = 
y ( d % * •+-  d x 1 ■+-  dy 1 ),  On  éliminera , par  le  moyen 
des  équations  des  courbes  de  projeétion  , toutes  les  diffé- 
rentielles excepté  une,  8i,intégrant  enfuite,  l’on  aura  la 
valeur  de  l'arc  A N. 

130.  Problème.  ReElifier  la  courbe  d double  courbure , 
flont  l'équation  de  la  courbe  de  projeélion  fur  le  plan,  de  la  bafe 

ejl  (y1—  iaa)*  9 a + x 1 , l'équation  de  la  courbe 
de  projeSlion  fin  Te  plan  des  y G*  des  7 étant  y*  = a 7.  La 

- • 1 (y  y — iaa)ï 

première  équation  donne  x — — ! l dx  == 

y dy  ~ 1 t 

. (y  2 — us)1.  La  fécondé  équation  donne  j=s 
y y*  % y % y d y 

dr  = . Subftituant  ces  valeurs  d cdx  8c  de  d? 

il  * il  * 
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dans  l'élément  ]/r(di1-i-dxz-hdy1),  l’on  a y toute 
réduction  faite , ^ . 

y* 


a a 


, dont  l’intégrale  eft 


3 aa 


*+-  7-4-C. 


Pour  déterminer  la  confiante  C,  je  remarque  que 

l’arc  de  la  courbe  doit  être  = o , lorfque  x — o~>  mais  x 
s 

(y  y — * « a)  i , , , ^ 

= j donc  alors  y1  = zaa, y=.a.y  aj 

3 aa  J J T 

donc  puifque , lorfque  x — o , l’intégrale  doit  être  = o » 

xa*yrz  y.  n ifl/i  . 

1 on  aura hayi-hC  = o , ou — -h 

J aa  3 

ç.yrz-hC  = o,  ou  C= — — a j/z.Ainfi  l’intégrale  com- 

plette  eft  h y — al^i.  Telle  fera  la  valeur  de 

3 

l’arc  de  la  courbe  à double  courbure  , compris  entre 
l’origine  de  la  courbe  & le  point  auquel  répond  l’or- 
donnée y. 

Si  l'on  fait  y — o , l’on  a x = - — 1 a a^~  ■ j mais 

3 a a. 

i _ 

( — i«a)>=K( — 8 a4),  quantité  imaginaire  ; donc 
on  ne  peut  pas  fuppofer  y = o.  On  ne  peut  pasfuppofer 

non  plus  £ = — = o >.  ainfi  l’origine  de  la  courbe  à 

double  courbure  ne  fçauroit  être  fur  le  plan  de  la  bafè.„ 
Mais  parce  que  jc=  o,  donne  y 1 = zaa  , l’on  a alors 

î = = J1  Par  conféquent  cette  origine  eft  éloi- 

gnée au-deflus  du  plan  de  bafe  de  la  quantité  z a . 

13  t.  Problème.  Soit  la  courbe  d double  courbure  AN 
(Fig.  ji),  dont  les  axes  font  AP,  AR,  AQ  deux  de fes 

courbes  de  projeSlion  AM,  6*  A V=P N,  on  demande  de 
trouver  la  valeur  de  l'efpace  A P N qui  ejl  une  partie  de  la  furfacc 
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cylindrique  AVNP*  élevée  fur  la.  courbe  AV,  déterminé  par 
la  courbe  d double  courbure , par  l’axe  AV  (y  la  courbe  P N — 
AV-  Je  prends  Vp  = d x , je  mène  l’ordonnée  p m & je 
décris  la  courbe  p n dont  le  plan  eft  perpendiculaire  i 
celui  de  la  bafe,  5c  parallèle  à ceux  des  courbes  AV 
& P N.  La  petite  lurface  Nn  Pp  fera  l'élément  de 
la  furface  cherchée.  En  menant  N G parallèle  à A P , 
& retranchant  le  petit  triangle  N n G ( qui  difparoit  de- 
vant P p N G ) , l’élément  de  la  furface  cherchée  fera 
P p N G.  Mais  cet  élément  eft  le  produit  de  Pp  = dx 
par  la  courbe  P N = A V,  & les  co- ordonnées  de  cette 
courbe  étant  y &c  7 , l’élément  de  cette  courbe  fera  = 
Ÿ" (dy  2-+-dj  2);donc  cette  courbe  = S.  yr (dy*-t-dj2)3& 
l’élément  de  la  furface  cherchée  eft=d*.  S.]/^ (d^-hdy 1 ). 

Si  l’on  réduit  cet  élément  à une  feule  variable , & 
qu’on  intégré , l’on  aura  la  furface  cherchée. 

rji.  Problème.  En  fuppo font  que  la  courbe  de  pro* 
jeSion  A M foit  une  parabole  dont  l’équation  fait  y1  —ax, 
(r  que  la  courbe  de  projeôlion  AV=PN  foit  une  autre  parabole , 
dont  l'équation  foit  yi  = , on  demande  la  valeur  de 

la  furface  A P N renfermée  entre  la  courbe  à double  cour- 
bure , la  parabole  cubique  P N £r  l’axe  AP.  L’on  aura  x 


szZZ  & j , dx  = -2—2-  & d\  — — 1 j jonc 

d A a - 

a1  a 1 

jA  <7  * + **»-)  = * ày  & Sy(dy*+dl*) 

ta1 

K.  y ■+"-«)* 

= — ~ , en  intégrant  par  la  réglé  fondamentale  > 

a*  1 

donc  dxS.  ^(dy*  -t-dç»)  — .(yt-fa)  * = x 

«*  .«» 

1 . a)* , en  fubfti tuant  la  valeur— de  dx. 


* Par  cylindre  on  entend  ici  un  foÜde  dont  la  grofleur  eft 
uniforme  dans  toute  fa  longueur. 
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Je  remarque  maintenant  quen  augmentant  d’une  unité 
l’expofant  i lous-enrendude  la  variable  y hors  du  ligne , & 
ledivifantenfuiteparrexpofant  t fous  entendu  de  la  va- 
riable y fous  le  ligne , le  quotient  donne  un  nombre  en- 
tier politif } ainli  (i),  cette  différentielle  cft  intégrable. 
L’on  a vu  ci-delfus  £i),que  la  différentielle  (rc™  •»-+»-'  dxx 

P g 

(i-f -gx”  ) , devenoit  (en  faifant(£4-gx ")*= j)- 


n.pg " 


d\.  ■ — îy71.  Si  dans  cette  formule  on  fait  = m 

s=n=i  & qu’on  intègre  en  négligeant  le  fadeur  confiant. 


— -4-  i 

l’intégrale fera=  S. p — £?r  'S  — — \ — 

' - 4-  x 

p 

l -L_. 

>1  p Mais  G dans  la  différentielle  ax  «x 


-■4-1 

J 


dx(b 4 -g  xn  )p  y l’on  change  x en  y , d x en  ày , qu’on 
falfe  é = | a , g—i,  & qu’on  change  le  fadeur  cons- 
tant a en  — , p en  - , que  l’on  multiplie  l’intégrale 


a « 


que  l’on  vient  de  trouver  par  le  fadeur  confiant  qu’on 
a eu  ci-deflus  ( r ) , ou  par  - 


, qui  parce  que  a 

n . p ■ g 

efl  ici  repréfenté  par  -7—  > p par  7, quen  — r,&g=r, 
aï 


fera 


X 2 

> l’on  aura,  àcaufe  de  {=  ( j 4-  a)1  , l’on 


34  = 


aura , dis-je  , toute  rédudion  faite , l’intégrale  cherchée 

\ g . 2 

= T"  (j  — — . fi).  (7  4-  l'a.)  ï. Pour  fçavoir  li  cette 

ya  » 

intégrale  efl  complette,  je  remarque  qu’elle  doit  être 
Iorfque  jy  = o j mais  alors  elle  devient  = 


loi^.aa 


7«S4S 

dose  la  confiante  qu’il  faut  ajouter  eft=s4-  • i 
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& l’iincgrale  complette  eft  ~^y(_y — ,-h 

7a  1 

Telle  eft  la  valeur  de  la  furface  A P N. 

7ûJ4î 

i 3 } Problème-  Trouver  la  furface  cylindrique  AV  N P. 
Cette  furface  étant  le  produit  de  A P par  l’arc  P N,  fera 
=*S 

Corollaire.  Si  A u eft  une  demi  - cicloïde  dont 
le  diamètre  du  cercle  générateur  foit  a.  Au  fera=  % a &: 
la  lurface  cylindrique  Au  n p fera  = z a x.  Si  x = a,  cette 
furface  fera  z . a a , ou  double  du  quarré  du  diamètre  du 
cercle  générateur. 

ij  4.  Problème.  Trouver  l’efpace  A V N compris  entre 
la  courbe  i double  courbure  AN  ,la  courbe  de  proje&ion  A V, 
(r  la  ligne  V N parallèle  à A P.  Si  de  la  lurface  cylindrique 
APNV,  on  retranche  la  furface  ANP , l’on  aura  la  furface 
cherchée  =*S.  (dy  ' -f - dj  1 ) — dx  S.lS ( dy 1 -+-dj;  *). 

13 y.  Problème.  Étant  donnée  la  courbe  d double  cour- 
bure A N avec  fes  axes  6*  fes  équations , trouver  le  folide 
AP  MN  déterminé  par  le  plan  MNP,  la  bafe  A P M G* 
les  furfaces  courbes  A P N & A M N.  Le  petit  folide 
M P p m n N , compris  entre  les  deux  plan;  P M N & 
pmn,  étant  l’élément  du  folide  cherché,  il  s’agit  de  trou- 
ver fon  exprelTion.  Pour  cela , je  remarque  que  cet  élé- 
ment eft  un  prifme  dont  la  bafe  eft  le  plan  PMN  & 
la  hauteur  P y.  Or  l’élément  du  plan  P M N eft  = rdj; 
car  lorfque  l’ordonnée  de  la  courbe  eft  jy  & l’abfcilTe  x, 
l’élément  de  l’aire  de  la  courbe  eft ydx>  donc  lorfque 
l’ordonnée  MN  eft  ç & que  l'abfciffe  PMeftj,  l'élément 
de  l’aire  doit  être  = ç a y ; donc  la  bafe  de  notre  folide 
élémentaire  fera  = S.  \ dy  , le  folide  élémentaire  fera 
==  d x S.  % dy  & le  folide  cherché  fera  S.  d x . S.  ? dy.. 
Pour  pouvoir  intégrer,  on  réduira,  par  le  moyen  de  la 
courbe  P N, la  valeur  de  S.  \dy.en%  & enfuite  en  * 
ou  d’abord  en  y & enfuite  en  x , par  le  moyen  de  l’é- 
quation delà  courbe  A M afin  que  l’élément  ne  contienne 
qu’une  feule  variable  x , ou  bien,  on  tâchera  d'exprimer 
1 élément  par  une  feule  variable  { , par  exemple , & fa 
différentielle  dç  , en  éliminant  dx  & dy. 

: 13  <5.  Problème.  Suppofant  que  la  courbe  de  projeâlion 
fur  le  plan  de  la  bafe  ejl  la  parabole  de  l’équation  a x =y  z , ' 
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la  courbe  de  projeâlion  Jur  le  flan  des  y îr  des  7 la  parabole 
de  l’équat  ion  % ^ = h y > on  demande  le  folide  A M N P. 
L’on  aura  by  ; donc  l’élément  ix  . S.  ^ d y , 

fera  = d x . S.  d y by,  ou  dx  .S.dyl/~  ( b\S  ir), 
parce  que^  = a^f.  Mais  de  l’équation  y — j/- a x , l’on 


I 1_ 

tire  dy  = ja  1 x 1 dx 


, ad  x 
1 ]/  a x * 


donc  en  fubftituartt 


i_  « t 

l’on  aura  dx.S.  dy  b y=  1-  dx.a*  b 1 S.x  * d x *. 

i S $ 

Or  S.*  dx  = Ix*  j donc  lelement  ferai,  i . a * x 

. i III 

l'.x*  d x,  dont  l'intégrale  eft  ~ . a*.b*.x*,  valeur  du 


folide  propofé.  Si  l’on  veut  l'exprimer  enj,  on  fubfti- 
tuera  la  valeur  de  x prife  de  1 équation^  ■“  — « x 8e  fi 
l’on  fubftitue  enfuite  la  valeur  de  y en  on  l’expri- 
mera par  une  fonction  de 

.137.  P R O E l e M F.  Trouver  la  valeur  du  prifme  A VN  MP, 
compris  entre  les  plans  AV Q & PM  N.  Si  l’on  multiplie 
l’aire  P M N par  A P = x , le  folide  cherché  fera  = 
x ,S.\  dy. 

Corollaire  T.  Si  la  courbe  A V = P N eft  une 


parabole  dont  £ loit  l’ordonnée  8e  y l’abfcifle  , l’aire 
P M N fera  = i \y  8e  le  prifme  demandé  lèra=  i xp. 

ij  8.  Corollaire  IL  Si  du  prifme  x . S.  ? dy  , 
l’on  retranche  le  folide  A M N P > l'on  aura  le  fo- 
lide AVMN  = x S.  \ d y — S.  dxS.^dy.  C’eft  l’ex- 
preflîon  du  folide  qui  manque  au  folide  A M N P polir 
' égaler  le  prifme  AP  M N V. 

' 13p.  Problème.  Étant  donnée  la  courbe  d double 

courbure  A N (Fig.  yz)  ù1  fes  courbes  de  projeâlion  fur  le 
plan  de  la  hafe  b fur  celui  des  y b des  p trouver  le  folide 
AMNVQ,  en  fuppofant  que  Ion  ne  connolt  ni  le  prifme 


I 


* On  doit  faire  attention  que  V [b . y' a x)  =V  (V.bb ax) 

I 1 1 - 4,  il 

» y / bbax*=b'  a.  * x*  , & qu eVax=  ÿaaxx=  a*  *♦: 
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A P M N V Q , ni  le  folide  APMN.  Je  mené  le  plaît 
un  mq  parallèle  au  plan  V N M Q & infiniment  proche 
de  ce  dernier  plan  ; l’éléqrcnt  du  folide  cherché  fera 
VunNMmQf.Si  l’on  fait  paifer  les  plans  V / g N , 
NL^KM  par  les  lignes  V N , NM , ces  plans  retranche- 
ront les  petits  folides  Vu/gLN,nLNMKmqui  font 
inaffignables  refpe&ivcment  au  prifmeV/gN  MKflQ 
qu’on  peut  regarder  comme  l’élément  du  folide  demandé. 
Pour  avoir  l'expreftion  de  cet  élément  , je  multiplie  Q? 
par  le  reâangle  VN  M Q = x . j.  Mais  Qq  = dy-,  donc 
cet  élément  eft  = x\dy. 

Corollaire.  Donc  le  folide  A P M N =*  x .S-\dy 
— S.  x i dy.  Autre  expreflîon  différente  de  celle  qu’on  a 
trouvée  ci  - deifus  ( i j y ) , pour  lo  même  folide. 

*40.  Problème.  Suppofant  que  la  courbe  AM  (qui  e/l 
la  courbe  de  projeÜion  de  la  courbe  d double  courbure  fur  le 
plan  de  la  bafe  ) ejl  la  parabole  d : l'équation,  a x —y  1 , t>  que 


y=a*  x* , dy  = la  * x""*  dx  — i. 


y'  a x 


« 1 donne  ? = — s= 

i y 


■.L’équation 
— . Subfti- 


a * * » 


tuant  les  valeurs  de  ? 8c  de  d y , qu’on  vient  de  trouver 
dans  x 1 d y t l’élément  du  folide  demandé  fera  = 

«l  , adx  , a*  à*  . ,,  . 

X . 77 . - . » ■•••  ss  I x . — - . a 1 d x , dont 

y ax  * y ax  1 ax  • 

l’intégrale  i . a 1 . x eft  la  valeur  du  folide  cherché. 

Si  dans  cette  intégrale  l'on  fubilitue  à la  place  de  x 

fa  valeur^-  prife  de  l’équation  <t  xassy  1 , l’on  aura 

-ay1  poux  la  valeur  du  folide  cherché.  . .. 
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SECTION-  IIÏ. 

-De  l’Intégration  des  Formules 
Différentielles  et  des  Équations 
Différentielle  s. 

N O U S diviserons  cette  Sedion  en  deux  par- 
ties. Dans  la  première  nous  traiterons  de  l'inté- 
gration des  formules  & des  équations  différentielles 
à une  & à plufieurs  variables.  Nous  parlerons  dans 
là  fécondé  de  quelques  méthodes  d’intégrer  peu 
connues,  du  calcul  des  variations  & de  fes  ap- 
plications. ... 


PREMIERE  PARTIE, 

DE  LA  TROISIÈME  SECTION. 


I.j^i  O uvs  parlerons  d’abord  de  l’intégration  des 
différentielles  à une  feule  variable  , & de  celles 
qui  ne  contiennent  qu’une  feule  variable  dans  char- 
cun  de  leurs  termes.  Nous  paflerons  enfuite  aux 
différentielles  à plufieurs  variables.  Mais  avant 
d’entrer  en  matière , nous  remarquerons  que  , fe- 
Icn  ce  qu’on  a dit  dans  la  fedion  précédente  (i), 
l’intégrale  de  mxm~'  dx,  ou  S . mxm~  1 dx  eft 

«-.S .xJ2=li£^L,  s.  —=h.x, 

* x1  X X 

S.  (y  d x -f-  x dy  ) =xy.  L’on  a vu  auffi  dans 
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l’endroit  cité  , que  l’on  pouvoit  trouver  l'intégrale 
d’une  différentielle  binôme  a xm  d x ( b g x”)r 
toutes  les  fois  que  p eft  un  nombre  entier  po-  . 
fitif.  De  même,  toute  différentielle  de  cette  forme 
axmdx(b-+-gxn  -f -fxr  -t-  h xl  -4-  &c.  )?, 
fera  intégrable  algébriquement  ou  par  logarithmes, 
toutes  les  fois  que  p fera  un  nombre  entier  po- 
fitif, & que  le  polinome  qui  eft  fous  le  ligne 
ne  contiendra  qu’un  nombre  fini  de,  termes  ; 
car  alors  on  n’aura  à intégrer  que  des  quantités  de 

B 

la  forme  B.v  &dx  , dont  l’intégrale  eft  x R 1 . 

Mais  fi  R = — i , l’intégrale  de  B x*dx  fera  ^=BL. x. 
L’on  a vu  auffi  dans  le  même  endroit , que  l’on 
peut  intégrer  toute  différentielle  binôme  telle  que 
l’expofant  de  la  variable  hors  du  ligne  augmenté 
d’une  unité  étant  divifé  par  l’expofant  de  la  va- 
riable fous  le  ligne  donnera  pour  quotient  un 
nombre  entier  pofitif.  Il  en  fera  de  même  fi  la 
différentielle  binôme  ne  fe  trouvant  pas  dans  ce 
cas  peut  ( fans  changer  de  valeur  ) y être  ramenée  , 
en  changeant  l’expofant  de  la  quantité  fous  lefigne 
de  pefitif  en  négatif , ou  réciproquement.  Ce 
fera  la  même  cho*e  fi  en  multipliant  hors  du  ligne 
& divifant  fous  le  ligne , ou  fi  en  divifant  hors  du 
ligne  & multipliant  fous  le  ligne  , la  différentielle 
peut , fans  changer  de  valeur , être  ramenée  à cette 
forme  a x " • ' dx . ( [b  -4-  g xn)p,  ou  à celle-ci 

axm  ■ 1 dx  (b-+-  gx”)p,m  étant  un  nombre  entier 

pofitif  ou  O dans  le  premier  cas , & un  nombre  entier 
pofitif  dans  le  fécond  : car  en  augmentant  d’une  uni- 
té l’expofant  de  la  quantité  hors  du  ligne,  l’on  a dans 
le  premier  cas  m . n -j-  n,  qui  eft  divilible  par  n , 

* '•  ^ & 
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& donne  pour  quotient  m -4-  I.  Dans  le  fécond 
cas  , divifant  m . n par  n , Fon  a m pour  quotient. 
Donc  dans  l’un  & l’autre  cas  les  quotients  fe- 
ront des  nombres  entiers  politifs.  On  peut  auflî 
voir  facilement  qu’on  intégré  par  la  réglé  fondamen- 
tale, toute  formule  dont  la  quantité  hors  du  ligne  (ce 
ligne  peut  indiquer  une  racine  ou  unepuiffance)  eft 
la  différentielle  de  la  quantité  fous  le  ligne,  exam- 
inent , ou  même  à un  multiplicateur  confiant  près  , 
ce  qui  peut  avoir  lieu  toutes  les  fois  que  la  différen- 
tielle eft  de  cette  forme  a xm~ 1 d x , ou  peut  y être 

ramené.  La  différentielle  xdx  . ( a 7 H-  x 2 ) * eft 
dans  ce  cas , parce  que  xdx  eft  la  différentielle 
de  la  quantité  fous  le  ligné , à un  multiplicateur 
confiant  près  qui  eft  2 ,,  & fon  intégrale  eft 


xdx ( a1 


i 


(a  z -+-  x *)  » 


. Quand  pour 


* 2 x d x 3 

abréger  nous  n’ajouterons  point  de  confiante  , on 
devra  toujours  en  fuppofer  une. 

2.  L’on  peut  préparer  la  formule  d x X 
V ( a 3 -4-  3 a 2 x -4-  3 a x 1 -4—  x 3 ) en  prenant 
la  racine  du  fadeur  a * -H—  2 a x H—  x 2 & écrivant 
la  différentielle  de  cette  manière  ( a d x x d x)  x 

\/  (a  —H  x ) = dx.  ( a- f-  x ) * , dont  l’intégrale 
= j ( a -4—  x ) Mais  pour  préparer  la  formule 
( 3 d x -+~  4 x + d x ) .yfç  a x x x ) , il  faut 
divifer  hors  du  ligne  par  x , & multiplier  la  quan- 
tité fous  le  ligne  par  x - ; c’eft-à-dire  , par  x élevé 
à l’expofant  du  ligne  , parce  que  x 1 fous  le  ligne 
eft  la  même  chofe  que  x hors  du  ligne.  L’on  aura 
Tome  IV,  L 
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doncC  3 ax * d x -b-  qx 3 d x ) xV  (ax  3 -+-  # + ), 

dont  l’intégrale , par  la  règle  fondamentale , eft 
* 

± . ( a x 3 -4—  x + ) ».  Quelquefois  une  formule  dif- 
férentielle peut  être  préparée  en  multipliant  ou  en 
divifant  le  numérateur  & le  dénominateur  par  une 

. t C ci*  CL  d X | ■ "■  X d X j 

mime  quantité.  .La  traction  — — — , de- 

^ V (ia*-b-2x) 

vient , en  multipliant  le  numérateur  & le  dénomi- 

axdx-i—xxdx  , . 

nateur  par  x , —7- — - , dont  1 intégrale 

r K(}«2  + ixJ) 

r — | y ( 3 a x * -h-  2 x i ) , comme  il  eft  aifé  de 
le  voir,  en  différentiant  cette  intégrale. 

£ 

t>  - 1 r 1 d x . (a  -4—  x)  1 


Pour  préparer  la  formule  - — X 

(1  a 2 x-b^axz -+-;e3), 

je  divife  le  numérateur  & le  dénominateur  par 

%/ 8c  j’ai a <*  x __  _j_  Xl{x^x 

v 1 V ( 2 a jc  H—  x x ) 


(2  ax  -+-  x x ) 1 , dont  l’intégrale  , par  la  rè- 

l 

gle  fondamentale  , eft  = (2<zx  — y-xx)  1 = 
y C 2 a x — f—  x x). 

Il  eft  fouvent  utile  d’ajouter  à une  formule 
différentielle  & d’en  retrancher  en  même  tems 
une  même  fonction  intégrable.  Soit  la  formule 
x dx  . (a  -4- x ) " , & fuppofons  qu’on  ne  fâche 
pas  comment  il  faut  s’y  prendre  pour  l’intégrer.  En 
ajoutant  & retranchant  a d x . (a  —}—  x ) m , dont 
nous  connoiffons  l’intégrale  , il  vient  x d x x 
. (a  -i-  x)a  a d x . (a-±~  x)m — adx  .(a- 4->.v)m, 


Digitized  by  Google 


Calcul  Intégral. 


dont  l'intégrale  eft-a'^~— — fjSlZfZfl 

m -h  z /«  -+-  1 


»J-+-  1 


(A)(- 


( 


(m 


m -h  z 
I ) . X 


i-).( 


772  -4“  I 


(ffi  + 2)  (m-+- 


— ^.(a-4-^  m "*■ 1 ).  En  effet  en 


diffërentiant  l'intégrale  A, l’on  a- 


d x 


m -f-z 


(a~+-x)' 


*+  (m-h-l) . (a  ~^-  X ) * (a-h-x)"dx. 

\ m ■+■  1 jr.  “f*  1 ' 

Mais  (a  — f—  x)m~'~  1 «=  ( a -4-  x) . ( a— )-  x)  m = 
a . (a  -4-  x)  m H—  x . (a  -+-  x)  m ; donc  notre  d iffé- 


• • d x 

rentielle  devient  

m-+-  z 

x d x .(a  -4-  x ) m m 


m-t-z 

m — 4— 


m-i-z 


m-+-  2 
— . x ,dx  .(a  — f-  x) 


. a.  ( a -+-  x ) 


— d X * (l  Ç CL  —4—  X ) ' 


m • 


m 4-  z 


. ( a — f— x)m  d x = 


m 


m- 


. x d x x 


( a “4 — x)" 
m -4-  I 


m -4-  i-f-  1 

œ+i 


• a d x . ( cl  — ■[™  x } 


— - . a . dx  . (a-4-  x)h'=rxdx  .(a  + x)" 

a <i  x . ( a — f-  x)m  — a dx  .(a  -4-  x)m  =3 
xdx  . ( a— f-x)’”. 

3.  Il  eft  fouvent  utile  de  partager  une  formule 
différentielle  en  deux  parties  peur  la  comparer  à 
la  formule  xdy  -u  y a x , dont  l’intégrale  efl  = xy. 
Qu’on  propofe  , par  exemple  , la  formule  — • 

CL  d X * * ii/-  > / i. 

— — - , je  la  dnpofe  ainn 

y ( a1  — x 1 ) { 

L 2 


X X 
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( — a g -+- x x x x) . dx  . jg  partage  ceUe-ci 
xz]/  (aa  — x x) 

dx  Vicia — xx)  xdx 
de  cette  manière "T V(«) 

( ces  fraftions  étant  réduites  au  même  dénomina- 
teur rendront  la  formule  dont  elles  font  les  par- 
ties ),  bu  V(a  a — • d (4")  ~+'  V x 

d ,\f(  a a — XX  ) (la  lettre  d indique  qu’il  faut 
prendre  la  différentielle  de  la  quantité  qui  eft  à fa 

droite) , dont  l’intégrale  fera-i-V (a a — xx), quan- 
tité dont  la  différentielle  eft  \J(aa  — xx) . d ( J-  ) 


4-i.  i y'C'15  — a; x ).  Si  on  fuppofe  x = 
x 

V’iaa xx  ) , & y = —jdans  la  formule  ci-deffus 

xdy  -4—  ydx  , on  verra  aifément  que  \/(aa — xx)X 

d (JL)  eft  —xdy,  & que  J—  d \/ (a  a — xx)  = 

y dx  , & parce  que  y«eft  l’intégrale  de  x d y -4- 

y d x , notre  intégrale  fera  V(  a a — xx)* 

4.  Pour  avoir  l’intégrale  d’une  formule  diffé- 
rentielle , il  faut  quelquefois  élever  des  binômes 
ou  des  polinomes  à des  puiffances.  Par  exemple , 

t 

pour  avoir  l’intégrale  de  la  formule  x * dx  (a — x)  % 
j’élève  a — x au  quarré , & je  multiplie  tous  les 

l 

termes  de  ce  quarré  par  x J d x , ce  qui  donne 

* i -,  t, 

a 1 x1  dx.*~2iix  » dx  -f-x  * dx.  Prenant  main- 
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tenant  l’intégrale  de  chaque  terme  , j’ai  \ a 1 x 


y.  Il  faut  quelquefois  employer  les  fubftitutions 
pour  changer  une  formule  dont  on  ne  connoit  pas 
l’intégrale  en  une  autre  qu’on  fâche  intégrer.  On 
peut  aufli  quelquefois  , par  le  moyen  des  fubftitu- 
tions changer  une  formule  irrationnelle  en  ration- 
nelle & intégrer  enfuite  facilement  , comme  nous 
le  ferons  voir  par  plufieurs  exemples. 

c . , r I a dx  —h-  x d X 

Soit  la  formule . 

\>r (2 ax  -hxx).)/' (jri-Vr (2ax-hxx)') 

Pour  la  réduire  à une  forme  plus  fimple , je  fuppofe 
(2  a .r-4-x  x)  = ? ; donc  (2  ax-+-  xx)  = 

2 a dx  -+-  2 x dx  = 2\d% , a d x -4-  x dx  = 
? d \ ; donc  en  fubftituant  \ & ? d z à la  place  des 
quantités  qu’elles  repréfentent  , la  formule  pro- 

pofée  deviendra  = — ïf  ^ ^ — = 
• * ■ 
d % . (a-t-tf  1 , dont  l'intégrale  eft  2 

= 2 ï/(a.  •+-?)  = 2 \/ (20.X-+-  x x))' 
Soit  la  formule a-a..tx  . # que  j’écris  ainfi 


x d x 


(. xx — aa ) 1 
-, . Parce  que 


x 


d X 


eft  inté- 


aa 

X 

X — — 

(xx — aa)1  (xx — aa )* 

grable  algébriquement.,  je  fais  fon  intégrale 

1 r . r — X d X d 7 . 

V (xx — aa)  aa  , .i  a a 

(xx — aa)1 
* à ? * * 

la  formule  propofée  devient-^1.  Pour  trouver  xy 
j’élève  au  quarré  la  formule  de  fubftitution  , & 

L 3 
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xx — aa 


a 4 

— - , ou  — = x x — a a , 

a4’  i * 


a * aatz-ha+  . a / 

xx  =aa  —h* tt  = TT  jX=  y (?  -\~aa)' 

4 »4  J* 

Subftituant  cette  valeur  de  x dans  — - , la  formule 

x 

propofée  fera  = » dont  1>intd~ 

. - i .4  + 

graleeft  =—  . ( a cl  -+*-  ? ?)  = 

t=s— - — *,  Il  n’y  a aucune  règle  pour 

y\xx  — a a)  3 & r 

connoître  quelle  fubftitution  on  doit  employer  dans 
tous  les  cas  pour  changer  une  formule  différentielle 
qui  ne  paroit  pas  intégrable  en  une  autre  qu’on 
puiffe  facilement  intégrer  : l’ufage  & l’induftrie  du 
calculateur  doivent  fuppléer  aux  règles. 

d Si 

Soit  la  formule  Pour  S"  cett0 

formule  foit  rationnelle , il  faut  que  G(  u * — x x) 

t /•  • ' az  x1 

foit  un  quarré.  Je  fais  a x — x x = — -~i — , 
ee  qui  donne  x = — t ; donc  >/(  a x — x x ) 


ax  a 1 ? , Sü’rif?  . r • 

r — : — = — — ; 7 , dx-- rr  , & tai- 

l c«  H- 

fant  les  fubftitutions , la  formule  propofée  devient 


* Lorfque  pour  abréger  l’on  n’ajoute  point  de  conf- 
iante , le  îeéfeur  doit  y fuppléer;  à l'égard de  fa  déter- 
mination , elle  dépend , dans  chaque  cas  particulier  > de 
)a  nature  du  Problème  qui  a donne  cette  intégrale. 
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==  — ^ , dont  l’intégrale  eft= — — Mais  ? =a 
U b , l * 

ax  a V x ^ „.  , 

T77 r = :*  Donc  lintearale 

VC  ax  — xx ) \/ (a  — x) 

de  la  formule  propofée  fera  = — 

6.  Problème.  Trouver  V intégrale  de  la  formule 
^ x \/ (1  H—  xr  ) d x.  Je  fais  x-\-y  (i-+-x;c) 

= î;donc  ,=îi=i,  d*=^î+J_>  ; 

ainfi  la  formule  propofée  devient  = \ ^ K~ z »d^x 
( ??-4-  I ) = i ? " df  -j-  7 ? ” - 1 d{(A),  dont  l’in- 


tégrale eft  = 7^7773  -+-  ^73  c.  Si 

on  avoit  eu  n = 1 , ou  n = — 1 , l’un  ou 
l’autre  terme  de  la  différentielle  A auroit  eu 
un  expofant  = — 1 ; ainü  l’on  auroit  intégré  ce 
terme  par  les  logarithmes. 

7.  Théorème.  Toute  différentielle  d x x 
( a H—  b x”  -4—  c x m -4-  g x 1 — f—  ërc.  ) e , p étant 
un  nombre  entier  j & les  expofans  de  x dans  les 
termes  particuliers  étant  tous  JraéHonnaires  , ou  en 
partie  entiers  6*  en  partie  frattionnaires  , peut  toujours 
être  rendue  rationnelle. 


Suppofons  que  n & m (oient  feulement  fradion- 

Y 

narres,  l étant  entier,  & que  n foit  = -j  , fradicn 


irrédudible  , m = 1 autre  fradion  irrédudible,  je 
u 

cherche  un  nombre  entier  h qui  foit  divifible  exade- 
ment  par  i & par  u , & je  fuppofe  .v=y h : donc  dx 

= h 1 b~  ' d •{  ; par  conféquent  en  fubftituant  \ h au 

L q. 
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lieu  dç  x & h\i  ' d\  , au  lieu  de  dx  , lu 
différentielle  du  théorème  fera  h f h~'  di  x 

r b t b 

(a  -h  b -+-  C{  T -4-  g £ h ‘ ) f ; or  h étant 

divifible  par  i & par  u , le  fécond  & le  troifïème 
termes  feront  affeCtés  d’expofants  entiers.  Donc 
la  formule  fubftituée  fera  rationnelle.  Si  l avoit 

été  un  expofant  fractionnaire  = -y , on  auroit 

pris  pour  h un  nombre  entier  divifible  à la  fois 
par  i , u & j , & ainfi  de  fuite  , s’il  y avoit  un  plus 
grand  nombre  d’expofans  fractionnaires. 

8.  Problème.  Intégrer  la  différentielle 

- Je  change  y y en  y1  , & je 

y 1 y 1 ' 

réduis  les  expofans  \ & { au  même  dénomina- 
teur , ce  qui  donne  \ Donc  la  formule  pro- 

pofée  devient. ^ ^-2- . Je  fuppofe  y = 

y 9 -+-_y s 

( 6 eft  divifible  par  3 & par  2)  ; donc  dy 
= 6 f 5 d % , & la  formule  propofée  devient 

?4  —H  ? J ? H—  I ^ 

tage  cette  dernière  formule  de  cette  manière 

6ér . ?5  6bdf .y 1 .. 

■,  -T 1 — — — • Je  divife  ?5  par  f — f—  1. 

Je  trouve  d’abord  ( en  prenant  ? pour  le  premier 
terme  du  divifeur  ) 3 4 pour  quotient  ; multipliant  le 
divifeur  par  le  quotient , & retranchant  le  produit 
du  dividende  \ ’ , il  refte  — ?4,  que  je  divife  de 
même  pour  avoir  — \ 5 au  quotient.  Retranchant 
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encore  le  produit  du  divifeur  par  le  quotient,  j’ai 
•4-  ? J pour  refte , je  continue  la  divifion  jufqu’à 
ce  que  le  refte  Toit  1 , & ciivifant  ce  refte  par 
7 -4-  I , le  quotient  fera  ( A ) 7 4 < — 7 1 — ? 1 — 
1 ? 1 

î -4—  1 —1—  — * — r.  De  meme  — 1 — = 7 — 1 H— 
1 7-4-1  7-4-1  ’ 

(B).  Multipliant  tous  les  termes  du  quo- 


tient A , par  6 d 7 , & intégrant , l’on  aura  7 ~ 

6 7 — 1 — 6 . L . (7  H — 1 )» 


1 *5 


* „ t 


i T 


Multipliant  tout  de  même  les  termes  du  quotient  B 

par6M7,&  intégrant , l’on  a -i— L_ — 667-H 

* 2 

6 b L . ( 7 -4—  1 ) * ; joignant  enfemble  cette  fuite 
de  termes  l’on  aura  l’intégrale  tot^.  Si  l’on  veut 
l’exprimer  en  y , l’on  fubftituera*a  valeur  de  7 

tny\ 

Soit  la  différentielle  y m d y ( b — f—  g y ” ) f.  Pour 
favoir  dans  quel  cas  cette  formule  eft  exactement 
intégrable , je  fais  ( b -+-  g y”)*  = ?r  , r étant 

r 

indéterminée  ; donc  b ■ 


gy  =ï f > y ~ . 


*> 


s 


> y-C~r-y—( 


/T  r — b\» 


y. 


dy  = — — 
nP  g 

la  formule  propofée  devient 


7 e 1 (11 -)”  jdonc 

- ' g 


nrg 


? 7+r-ldix 


— T _ - 1 

\~~£ — ) } ,|qui  eft  intégrable  lorfque  "-*-7  — ï. 


* L défigne  le  logarithme  hyperbolique, 
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=-  rrt  ^ 1 1 eft  un  nombre  entier  pofîtif,  ou  o. 

Si  — 1 efi  un  nombre  entier  négatif,  la 

formule  fera  rationnelle  en  fuppofant  r=p.  Si  : 
» k étant  un  nombre  impair  pofitif  ou  négatif,  & 

— - — * = w.  La  formule  pourra  être  rendue  ra- 
tionnelle , en  fuivant  la  méthode  du  théorème 
précédent. 


9 • Problème.  Dan:  quel  cas  peut-on  rendre  rationnelle 

la  formule  k™-  ' dx(a-hbx »)  v ,u  & ^ étant  des  nom- 
bres entiers.  Si  vfpi  , il  eft  vilïble  que  la  formule  fera 
rationelle , pourvu  que  m & n foient  rationnalles , mais 

fi  — eft  une  fradtion  irrédudtible,  il  faut  employer  une 
double  fubftitution.  Qujon  faffe  a-h  b x a = 1*  -,  donc 
(a-i-bx  ”)~  =y  jc"  = - — - — -;ainfi  x »=s 

U 

&r  xm  ~ 1 dx(  a -h  l xn)  'u  — , — ? ^ -4-H “ 1 d ? x 

b n x x 

(Sw  - 1 ce  qui  fait  voir  que  tontes  les  fois  que 

n i - n.  m m r . , 

— = i , ou  — leront  des  nombres  entiers  , 

n n n 

cette  formule  fera  rationnelle.  Suppofons  en  fécond  lieu 
que  a -+-,b  xn  = x n ^ , ce  qui  donne  x " = 


l'v  —b  ’ 


— a ■»  9» 

= 1 T»*" 


a ” 


(fv  — b)  ■» 


(î-"—  b)  » 
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— v a” 1 d% 

donc  xm~  ‘ d x — 1 — j doncla  for- 


mule propofée  le  change  en  celle-ci 


va”  t>?— *-!>-»  rfg 

- -+-  — -f-i 


qui  fera  rationnelle  toutes  les  fois  que  — -f-  — , fera 
un  nombre  entier. 

Ainfi  l’on  peut  rendre  rationnelle  la  différentielle  pro- 
pofée toutes  les  fois  que  ~ ~ ■+■  —,  font  des  nom- 

bres entiers. 

10.  Si  l’on  a une  formule  différentielle  Xdx,  X étant 
une  fonélion  de  x qui  ne  contienne  que  des  fondions 

m m 

fraélionnaires  (e-f - f x)  ",  (e-t-fx)  v , & c.  du  bi- 
nôme on  la  rendra  rationnelle  en  fuppofant  e *+• 

fx  = j : car  par  cette  fubftitution , l’on  a x=~j — 3 dx=s 

J mm  u » | 

^,(t+/*)T=j71(e  + /*)î  =7". 

/ --  p 

Donc  fi  X = ( (e-hfx)  ” -4-  (e-hfx)'v-+-8cc.)  , p 

' m 

étant  un  nombre  entier  , l’on  aura  X=  (7*  ■+> 

u ’ 

7 x'  -f-  &’c.  ) ? j qu’on  rendra  rationnelle  par  la  mé- 
thode ci-deffus  (7).  Si  les  binômes  étoient  multi- 
pliés les  uns  par  les  autres  , & qu’il  n’y  en  eût  que  deux, 

TH  t* 

l’on  auroit  X = ? " "+*  v =*  ? * , en  failànt  ~ -f-  — =x, 
1 1 n v ’ 

& la  formule  propofee  feroit  = qui 

eft  intégrable  algébriquement  toutes  les  fois  que  s n’cll 
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x*  Si  s ^toic  — i , Ton  intégrale  feroit 

j.  h.  Z. 

Si  outre  les  fondions  fradionnaires  dont  on  vient  de 

K"  } ’ cofntcanoi^ritJ  cnc°re  des  fondions  ration- 
nelles  de  *,  il  eft  aife  de  voir  qu’on  pourroit  la  rendre 
**“f"nelie  Par  la  meme  méthode.  De  même  fi  X ne 
contenoit  que  des  fondions  rationnelles  de  * , & des 

puiflances  fradionnaires  ( ( e f x \ » - , . 

a b x J ± 

CSfp'±  *'•  ) Delaq„a„tW(i±|£)  . 

combinées  enfemble  par  addition  , ou  par  fouftradion, 

on  rendroit  la  formule  rationnelle  en  faifant  e~*~fx  — ? ; 

a-hbx  1 

car  on  auroir  x ~ g ? e J a^z'f  bz)-*-ld?  (a?  — e) 

frbz’dx=  Tf=b7ÿ 

tn  iuppofant  pour  plus  defimplicité , que  X ne  contienne 

r m tt 

,»e  les  formules  (££■)“&  (££)“ , 1 é.an. 
toujours  un  nombre  entier  , la  formule  deviendra  . 

\ Z " rfc  Z V ) X — &?)-+- — e) 

. </-*?)*  J 
2?n<\  ?rn  pour,ra  'a  rendre  rationnelle  par  la  méthode 
o -deitus  (7)  : car  e„  prenant  un  nombre  h qui 
foit  exactement  divifible  par  n & v , Sr  faifant  z — y " » 

A étant  le  nombre  dont  on  vient  de  parler,  la  formule 
différentielle  qu  on  vient  de  trouver  fera  changée  en 
une  autre  qui  fera  rationnelle,  ou  qui  ne  contiendra 
aucun  expofant  fradionnaire. 

Si  on  vouloir  intégrer  une  fradion  radicale  de  la 
f xm~'dx 

-iorrne  — -,  n étant  pofitifi  & entiers, 

on  feroit  a 4-  b xn  = — - , pour  avoir  x”  = — ^f- 
1—65  r x— bi> 
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0“*=(T=rr;)'  ’ki‘ 


T£T » 

n(a{)  * 


donc  S.  (a?)  " afr(i— i?)  » 


>«—  * * — ' rn 


.o-jo  -(alULi 

(1— 4j)- 


1 — ii 


On  fera 


n a 


enfuitc  ?=r",  pour  avoir  = tm ,8c  ™ 1 ” d?== 


mim~l  dt ; donc  S. 
mtm~'  dt 


.5— i = s. 

1— i? 


7jitm  1 d t 

1 — ht  * 


; mars 


, . eft  une  fraction  rationelle  qu’qn  pourra  in- 

1 — ht”  r 

tégrer  facilement , ou  par  les  fériés , ou  par  la  mé- 
thode des  fractions  rationnelles  dont  nous  parlerons 
dans  la  fuite. 


De  l’Intégration  par  les  Séries. 


11.  Lorfque  par  la  fubftitution , l’on  ne  pourra 
pas  parvenir  à donner  à une  formule  différentielle 
une  forme  fous  laquelle  elle  paroiffe  intégrable  , 
algébriquement , ou  par  les  logarithmes , on  pourra 
avoir  recours  aux  fériés. 


Soit  la  différentielle 


b3  d x 
b 3 — x 3 


, qu’on  ne  peut 
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intégrer  algébriquement.  Je  fais  ^ ^ ^ . == 

b1  dx  .(b)  — x}  J’élève  b*  — x ) à la  puif- 
fance  — i par  la  formule  du  binôme  de  Newton , 
en  fuppofant  dans  la  formule  ( a -4-  b )m  ==» 


a' 

m 


-f-  HLam~  1 b- 4-  &c. , a ==  b 3 & b 


: — i , & j’ai , en  multipliant  enfuite  tous 
les  termes  par  b 3 d x , la  férié  d x h x 


x 


'dx 


X 


9 dx 


b» 


&c.  ; donc  l’intégrale  de  la  for- 


+ 


b6  b9 

mule  propofée  fera  = x , 

r r 4 o 3 7 i 6 

IO  ^ 

— _ &c , férié  convergente  , en  fuppofant  b > x. 

Si  x'p-b  t on  réduira  ( — x 5 -H-  b 3 )“  ' en  férié  en 
prenant  x 3 pour  le  premier  terme.  Pour  cela  on 

changera  la  formule  propofée  en  =* 

— bi  dx  . (a*3  — b$  & l’on  aura  .v  3 pour 

le  premier  terme  du  binôme  qu’on  veut  élever  à 

la  puilTance  — i ; l’on  multipliera  enfuite  tous 

les  termes  par  - — b 3 d x , 8c  l’on  aura  en  inté- 

c — b’  d x b * b 6 b9 

grant,8--—— 


x 
b 11 


II  x' 


à3 

&c. 


2 X1 


8 x 


il.  Au  lieu  de  fe  fervir  du  binôme  de  Newton 
pour  trouver  les  fériés , l’on  peut  employer  une 
méthode  élégante  dont  fe  fervent  plufieurs  analyftes 
pour  intégrer  les  formules  différentielles  , voici  en 
quoi  elle  confïfte.  Qn  divife  la  formule  propofée 
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en  deux  fadeurs  , dont  l’un  contienne  la  différen- 
tielle & foit  intégrable  , & dont  l’autre  contienne 
la  variable  finie  ; on  intègre  le  premier  fadeur 
comme  fi  l’autre  étoit  confiant , & l’on  différen- 
tie  enfuite  le  réfultat , ce  qui  donne  la  différen- 
tielle propofée  avec  une  autre  formule  qui  vient 
de  la  différentiation  de  l’autre  fadeur.  Si  l’on 
ajoute  cette  derniere  formule  à la  propofée , 
& qu’on  l’en  retranche  en  meme  tems , l’on  aura 
une  formule  qui  en  contient  trois  & dont  les 
deux  premières  font  abfolument  intégrables.  Si 
la  troifième  a de  l’affinité  avec  la  propofée  , & 
qu’on  puiffe  la  traiter  par  la  même  méthode  , on 
la  changera  en  trois  formules  , dont  les  deux  pre- 
mières feront  intégrables  , te  dont  la  troifième 
pourra  être  traitée  de  même  , & ainfi  fucceffive- 
ment  , l’on  formera  la  férié  cherchée.  Mais  il 
fera  plus  élégant  de  prendre  une  formule  géné- 
rale , qui  étant  diflerentiée  donne  deux  formules 
qui  aient  de  l’affinité  ; car  par  ce  moyen  , en 
déterminant  les  coefficiens  indéterminés , l’on  a 
une  férié  plus  fimple. 


1 3 • 


Soit  la  formule 


d x 

a i -t-  x > 


qu’on  veut  ré- 


duire en  férié.  En  regardant 


Xi 


comme 


un  fadeur  confiant , & intégrant  l’on  a — rq~77- 

Je  différencie  maintenant  cette  formule  que  j’é- 

. . r ' i „.»■/'  dx  i x*  dx\ 

cris  ainfi  x x , St  i ai  ( ) . 

+ ’ 'ai-+-xi 


Si  j’integre , j’aurai 


a}- Kr  1 


; donc  fi  je  difiribue 


!■ 
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la  formule  propofée  de  la  maniéré  fuivante 

d x 2 xl  dx  l X*  dx  * , . 

— ! — t-, rr  H—  — , * les  deux 

a 3 -t-  x 3 (a3-^-*3)1  . (aJ-+-x3)2 

E rentiers  termes  donneront  une  intégrale  algé- 
rique.  La  troifième  formule  eft  femblable  à la  for- 
mule propofée  & n’en  différé  que  par  les  expofans  , 
puifque  celui  de  x dans  le  numérateur  eft  augmenté 
de  trois  unités  ( car  d x = x ° d x ) , tandis  que 
l’expofant  du  dénominateur  ( a 5 -f-  x 5 ) eft 
augmenté  d’une  unité  ; c’eft  pourquoi  j’intè- 
gre en  fuppofant  — confiant , ou 


*3r 


ce  qui  revient  au  même  , en  fuppofant  le  fac- 
conftant , comme  la  première  fois , 


teur  -T-, — ; 
• a3— J— x> 


3 * + ' 


ce  qui  donne — i — — r-rr.Diftérentiant  cette 

4 • y CL  ! X j 


Intégrale  ( qui  n’eft  pas  la  véritable  ) , il  vient 
3 x } d x 
(aî-f-x3)1 


2 . q . X 6 d X . r c ,.r 

; ainii  il  faut  dilpo- 
4 (a3 -H  x 3 ) 3 r 


fer  la  qe  formule  de  cette  maniéré  -i- — — . — . 

> (as-t-x3)1 

2 . x6  d x , 2 .llx6dx  T , 

-f-  — Les  deux  pre- 

4 (a3-3-x3)3  4fa3-t-x3)3  * 

mieres  formules  prifes , enfemble  ont  une  inté- 
grale algébrique  , Sc  la  troifième  peut  être  traitée 
par  la  même  méthode  ; ainfi  en  répétant  les  opéra- 
tions on  trouvera  la  férié  cherchée. 


* La  fécondé  formule  a le  ligne  — , 8c  la  troifième 
le  ligne  -f-  ; parce  que  pour  ajouter  à b la  quantité 
— a,  8c  pour  l’en  retrancher  en  même  tems,  on  peut 
écrire  b — a -f-  a. 

14. 
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14.  Mais  pour  avoir  la  férié  d’une  manière  plus  élé- 
gante , je  me  fers  de  la  formule  générale  — * * ' 

f U3~f  y ] ^ 

dont  je  prends  la  différentielle  de  cette  manière  : 

d(  * ’ " y—(ir~*~i),xitdx  _^Li£i tzif* 

(flî- f-*3)  (a’  + rO*  (a!-+-X})‘I^t  * 

x " d x 1 •gip  1 

■*— h 


donc  S.- 


,^1  (*3W 


i<7 

iP~h  1 


(a’-f-A;3) 

S x dx  { k \ . ' 

Cela  pofé,  je  fuppofe  p = o & ?=i(pour  avoir* 3 r dx 

x'dx=dx) ,6c i’ai S. r~-*-  = * 9 x*dxrr' \ 

1 (a3H-*3  û3-f-x3  J ï(B)> 

. • (a)  -ar3) 

( car  q -f-  1 = % ).  Je  fais  enfuite  j>s=  1 Sc  q = 2 t ^ 

par  la  formule  (A)  , j’ai  S. — — — r - x* 


formule  A donnera  S. 
xUx 


(a3-f-Ar3) 
ofez  er 

x 6dx 


(a3-He3) 


V s-  s“’’porcz  enrui,e  f- - » & ? = , , 1.  . 


(a3-*-*) 


1 

7 


*T 


(a3  -f-*  *) 


V'SVT*’  »"  f*itr  = ) & ? = 4,  l’on  aur. 


S 


7 (a*-+-A:3) 

x9  d x 1 


1-4  c * r:  d* 


-T*fc 


(a’-hx*)*  IO  (a'+x)  10  (3  +ïJ) 

ainfi  de  fuite  , l’on  pourra  continuer  tant  qu’on  voudra 
fcrnin  dans  la  première  fubftitütion  B écrivez  au  lieu 
X ^ d X v-u 

de  S'  ’ fa  valeur  donnée  parla  fécondé  fubfti. 


* La  lettre  d indique  qu'il  faut  prendre  la  différentielle 
de  la  quantité  renfermée  dans  la  paranthèfe. 

Tome  IV.  M 
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tution  > & enfuite  à la  place  de  S. 


1 d x 


, fa  va- 


(d3-t-.X3)3 

leur  que  donne  la  troifîème  fubftitution  , & ainfi  de 

„ . „ _ d X X * X 4 

fuite  & 1 on  aura  S. 


5».  2,  x7 

4.  7*(aî-+-x») 

x1’ 


i 


4-i. 


4 (a3-!-*3)1 

? *.1.3.4 


4.  7.10' (<z3-+-x3)4  4.7.10.13 


(a3-4-xs  ) 5 


&c. 


ü sage  des  Quadratures  et  des 
Rectifications  des  Courbes 
dans  le  Calcul  Intégral. 

I j*.  Il  n’y  a aucune  formule  différentielle  qu’on 
ne  puiffe  conftruire  par  la  quadrature  fuppofée 
d’une  courbe.  Soit  une  formule  B d x , dans  la- 
quelle B foit  une  fonction  de  x , qu’on  la  réduife 
à une  dimenfion  linéaire  , en  la  multipliant  s’il 
le  faut , ou  en  la  divifant  par  des  confiantes  , 
fi  B eft  une  puiffance  3e  , par  exemple  , on  la  di-  * 
vifera  par  a \ La  formule  étant  ainfi  préparée  , 
fuppofons  B linéaire  &=y  & décrivons  la  courbe 
dont  les  co-ordonnées  font  x9  & y ■=  B.  Si  F M 
(Fig*  icre. ) eft  la  courbe  demandée,  en  failant 
A P = x , P M =jy  = B , l’on  aura  l’élément 
de  cette  courbe  ■=  y dx  = B dx.  Donc  S.  B d x 
fera  égale  à l’aire  A F P M.  Donc  on  aura  l’inté- 
grale par  le  moyen  de  cette  aire. 

Si  l’on  demande  l’intégrale  S.  B d x pour  le 
cas  de  x = a , l’on  prendra  A P = a , & l’aire 
A F M P donnera  l’intégrale  cherchée. 

Soit  fuppofée  B = \/~(  2 a x — rr),  la  diffé- 
rentielle B dx  fera  = d x V ( 2ax  Comme  B 
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eft  ici  linéaire  , on  ne  fera  aucune  multiplica- 
tion  ni  aucune  divifion,  fuppofez^  = y (2 ax — xx\ 
& décrivez  la  courbe  de  cette  derhière  équa- 
tion , qui  fera  un  demi-cercle  AMD  (Fig.  2)  , dont 
le  diamètre  = a a ; donc  S.  B d x = S,  y d x 
= S.  dx.  y(2ax  — x x ) eft  égal  au  fegment 
AMP,  AP  étant  j.&PM  = y.  Si  la  for- 
mule avoit  été  a d x . \/(  2 a x — x x ) , on  l’au- 
roit  divifée  par  a ; mais  on  auroit  enfuite  mul- 
tiplié l’intégrale  par  a ; de  forte  que  l’intégrale 
auroit  été  égale  au  produit  de  a par  le  ferment 
A P M. 

Soit  la  formule  Bdx  =ix  . \/(2ax-+-xx)  ; 
ayant  décrit  une  hyperbole  équilatère  AM  (Fig.  3)  , 
dont  le  demi-axe  C A = a , l’efpace  AMP  fera 
= S.  d x . Ÿ ( 2 a xx). 

t 

ié.Soit  la  formule  -X*  x~t  , qu’on  multipliera  par 
(a—x)' 

■ . adx  V x r . a\/x 

a , pour  avoir  — — ; faites  - * - = B 

V (a  — x)  V (a—x) 

* =*=y  & décrivez  la  courbe  de  cette  équation,  cette 
courbe  eft  du  troisième  ordre.  Suppofons  que 
AM  (Fig.  4)  foit  cette  courbe  dans  laquelle 
A P =r  x & P M = y , l’on  aura  l’efpacs 

A P M S.  V x frS,  . » _ 

V{a—x)  y (a~x) 

^ . Si  l’on  avoit  la  formule  A— — ,on  la  mul- 
a a2H~x4 

tiplieroit  par  a »,  & l’on  auroit  AAjL,  Suppofez 

a2-+-xz  rr 
d 3 

y — Jï'  t & décrivez  la  courbe  B Ml 

• Ma 
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( Fig.  f ) de  cette  équation.  Dans  cette  courbe 
AP  = x Sc  P M '=  y , l’efpace  A B P M fera 

c a * dx  , o dx  ABM  P 
: S. ; donc  b. = . 

.vî  a * 


az-H* 

Soit  la  formule 
aadx 


az-+-x: 

aadx 


, l’on  aura  l’intégrale 


S.  aac^x  t par  le  moyen  d’une  hyperbole  entre  fes 
b -t-  x ' 

aflymptotes.  Voyez  la  fedion  précédente  (8). 

Soit  la  formule  , dx.~.  Je  multiplie  cette  for- 
èô-l-x1 

jnule  par  b 5 pour  avoir  - — - — ; = b } . ( b1- x1)  ” 1 . 


b— t-*  '■ 


,n-i  ' 

9 


Or , feâion  précédente  (14) , — * . a * (cf-b-x7,  ) 

eft  l’élément  d’un  fedeur  de  cercle , dont  le  rayon 
= a , & la  tangente  = x.  Donc  fi  l’on  fait  A C 
( Fig.  2 ) = b , A b = a*  j le  fedeur  C A M 
1 c b } dx  . c dx  n a.CAM 
* 2 b~  -t-  x1’  b--i-xl  b> 


Si  l’on  avoit  la  formule 


d x 


, en  faifant  g 

S "l-  x 1 

e=— : fl  1 ( ce  qui  peut  fe  faire  en  fuppofant  qu’on 
ait  multiplié  g par  i afin  qu’il  devienne  a1, 

pour  avoir  z : a : : a : g = = a 1 ) , 


l’on  auroit  la  formule 


i 

dx 


a a 


XX 

a 5 d 


quon 


multiplieroit  par  a~  afin  d’avoir  dont 

l’intégrale  eft  un  fedeur  de  cercle  3 dont  la  tan- 
gente sss  at  & le  rayon  = a. 
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, * 5 I 

Si  l’on  avoit  la  formule  x1  . (i—  x)  1 dx9 
on  la  conftruiroit  par  le  moyen  d’une  ciflfoïde. 
iVoyez  la  fedion  précédente  ( 16). 

La  formule  xx  dx(e  conftruit  par  le  moyen  d’une 
courbe  exponentielle  dont  l’ordonnée  y = xx. 
Voyez  la  fedion  précédente  ( r 7). 

La  formule  ^ ^ r dépend  de  la  quadra- 

y'Cyj+a*)  r ^ 

ture  de  l’hyperbole  ; il  en  eft  de  même  de  la  for- 
mule y. — , Mais  la  formule  -yJLlAZ — 

* ■ y y y — a a)  y {a  a — y y ) 

dépend  de  la  quadrature  du  cercle.  Voyez  la  fec- 
tion  précédente  (21). 


17.  Il  n’eft  pas  néceffaire  pour  intégrer  de  conftruire 
la  courbe  dont  Tabloïde  eft  v , il  fera  même  Ibuvent 
utile  de  choifir  un  fadeur  différentiel  qui  (oit  intégrable 
algébriquement , & de  faire  fon  intérable  — \ , % étant 
labicifle  de  la  courbe  qu’on  doit  décrire , en  faifant 
l’autre  fadeur  = y,y  étant  l'ordonnée  de  ia  même 

(î  X X 

courbe.  Ainfi  dans  la  formule  — r > dont  on  a 

V («—  x) 

parlé  ci-deflus  (r<î),  ayant  fait  la  multiplication  par 

a ■ adx  .V^x  dx^a.V^ax  . _ . • 

— pour  avoir  -—7 r = tt", r , je  fais 

3 r z. y {a— x)  1 

dxy  a.  jo  ■ > o 

——7- -=tfrj  & en  intégrant  &:  ajoutant  une 

% KO  — xi 

conftante  arbitraire , j'aiC  — y a.  .y  (a  — * ==  7 , & en 
faifant  C=a , jc  trouve  a — K"(.aa — .&*)  =ï  > a — ?— 

(aa  — a x) , ou  — — — ss;  a — x.  F ailes  maintenant 
a 

y 1 * 

y a x —y  , ou  a.  x —y 1 , ou  x = — — , & l’équation 
de  la  courbe  dont  Tabfciffe  eft  £ & l’ordonnée  y 

M 3 


m 
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_ (a — ?)*  , y1  a a — y1  . N_ 

fera  - — — an-  — = — , ou(a  — ?)*=» 

a a.  a 

a a — , ou  a a — iq  -+-  £ 1 = <za  — yj  , ou 

tal~~Z  '~=yz.  C’eft  pourquoi  fi  avec  le  rayon  CA  sj 
je  décris  un  cercle  AM  BD  (Fig  i)  , dans  lequel  on 
fafle  A P = j=a — \f  ( aa — ax)  & l’ordonnée  P M 

s=  y = (ar),  l’on  aura  S.  — ^ = AMP, 

*'  x . V (a  — *) 

_ . dxjSx  2.  A MP  _ , , , . _ 

Donc  S.  - 7» = — . L intégrale  de  iafor- 

Ki  a — x)  a ° 

mille  dépendant  de  la  quadrature  du  cercle , 

!a  quadrature  de  la  courbe  A M CFig.  4)  * par  le  moyen 
de  laquelle  on  a conftruit  la  même  formule  dépendra 
auflî  de  la  quadrature  du  cercle  & l'efpace  infiniment  long 
A B H D,  fera  égal  au  double  d’un  quart  de  cercle  dont 
le  rayon  —a. 

Soit  la  formule  — - * — - » je  la  multiplie 

par  a * pour  fendre  linéaire  le  multiplicateur  de  ix,  Sr  je 
prends  enfuite  le  faéteur  — ‘~~~j  dont  l’intégrale  al- 

gébrique  eft  — , que  je  fais  = ^ s donc  x = — . Je  fais  en- 
x ? 

fuite  — VS(aa-x  x)  —y.  Pour  décrire  la  courbe  des 

co-ordonnées  % Scy  , il  faut  déterminer  fa  nature  ; pour 
cela  je  fubftitue  dans  la  derniere  équation  la  valeur  de  x 

donnée  par  l’avant-dernière,  Sc  j’ai 

fl<i)  = y , équation  à l’hyperbole  équilatère. 
C’eil  pourquoi  avec  le  demi-axe  C A-  — a , je  décris 
l’hyperbole  équilatère  AM  (Fig.  3 ) , je  prends  fur 

le  premier  axe  l’abfcilTe  C P — 1 = ~ & ayant  mené 
l’ordonnée  PM , j’ai  l’efpace  APM  = S.  - 
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gf  5,  aa  XX^  = — ^ } - . Ainfî  pour  chaque  va- 

leur de  x l’on  pourra  connoitre  la  valeur  de  ^ & celle 
, — dxVra.a  — xx) 


18.  Il  fera  quelquefois  plus  élégant  de  conduire  par 
les  quadratures  , non  la  formule  propofée  , mais  une 
autre  formule,  qui  étant  ajoutée  a la  première  »,  don- 
nera une  formule  différentielle  algébrique , de  l’integrale 
de  laquelle  retranchant  l’intégrale  de  la  formule  ajou- 
rée , il  reliera  l’intégrale  de  la  propofée. 

Pour  faire  comprendre  cet  artifice  , foit  la  formule 
propofée  y d x ; intégrez  comme  fi  y étoit  confiant  & 
vous  aurez  y x ; prenez  la  différentielle  de  cette  inté- 
grale & vous  trouverez  d(yx  )=xdy  -4-ydx.  Ainfi  x dy 
eft  la  formule  qu’on  ajoutera  à la  propose.  Donc^v  — 
S.xdy- f-  S.ydx,  &cyx — S.  xdy  —S.  ydx-,  Donc 
fi  par  les  quadratures  vous  trouvez  S.  x dy , cc  que 
vous  retranchiez  cette  quantité  de  y x , vous  aurc& 
l’intégrale  de  la  formule  propofée. 

Soit  la  formule  ~ * 4 ■■  , que  vous  pourrez  difpq* 

( x 1 -t-  aa)% 

fer  ainfi**  — " * ; intégrant  maintenant  comme 

(x*+aa)1  ‘ 


fi*3  étoit  confiantjl’on a 
* 3 


*3 


- ; la  différentielle  de 
( x x -h  aa)1 
\ — * 4 d * , i x*  d x 

~)  ou  “ ~L  y/\xx^-aa)> 


celle-ci  elle  ( 

' (*x-+-aa)*  ^**-+-aa) 

**  „ — x+dx  x*dx 


donc 


=S.- 


(**  -t-  a a)*  (**  -f-.ta) 

* 3 ■ x-  dx 

ou —»  — 5 ■ i/ 


L*+*  * * ]/ ( xx-\~aa)  * 
— x + dx 


,=S. 


M-4 


i 
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X ^ d X 

Intégrons  par  les  quadratures  la  formule  ÿ/‘~xx_^T^')  • 

X d x 

Pour  cela  je  fuppofè  -y. : =s  d ? , afin  d’avoir 

' 1 y (xr-t-aa)  1 

l/":(xx-+-aa)  = % , & x =V^ ^ — aa).  Faites  r —y  & dé- 
crivez la  courbe  des  co-ordonnées  v & y ( dont  l’équation 
eft  77— a a.  =t  * x = -vj,  qui  appartient  à l’hyperbole 
équilatère  ).  Avec  le  demi-axe  C A = a,  ayant  décrit 
l’hyperbole  équilatère  AM  (Fig  j ),  prenez  C P = ? — 
[ x x ■+■  a a ) , & ayant  mené  l’ordonnce  PMj  vous 

x 2 d X 

aurez  S.  ryr -,  = A P M.  Donc  li  on  re- 

V ( xx-haa) 

tranche  le  triple  de  cet  cfpace  de  l’intégrale  algébrique 

y 3 

■ ■ , , l’on  aura  l’intégrale  de  la  formule  pro- 

* *+-  aa  ) * 

— x + dx 


pofée 


(x  X’-i-aa)* 


Parlons  maintenant  de  la  conftruCtion  des  for-f 
mules  différentielles  par  le  moyen  des  rectifica- 
tions. 

Kj.  La  méthode  de  conftruire  les  formules  dif- 
férentielles par  la  rectification  des  courbes  paroît 
préférable  à la  conflruCtion  par  les  quadratures  ; 
car  fi  l’on  décrit  la  courbe  Am  ( Fig.  4 ) , dont 
l’arc  A M eft  fuppofé  égal  à l’intégrale  d’une  dif- 
férentielle propolée  , en.  enveloppant  cet  arc  avec 
un  fil , l’on  aura  facilement  la  longueur  de  cet 
arc , & par  conféquent  la  valeur  de  l’intégrale 
cherchée. 

Si  l’on  a la  différentielle  p d x , dans  laquelle  p 
eft  une  fonction  algébrique  de  x , que  nous  fup- 
poferons  réduite  à une  dimenlion  linéaire  ( ce 
jquon  peut  toujours  obtenir  en  multipliant  ou  en 
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divifant  par  une  confiante  ' , il  s’agit*de  réduire 
cette  formule  différentielle  en  une  autre  qui  ex- 
prime l’élément  d’un  arc  d’une  courbe  algébrique. 
Suppofons  que  les  co-ordonnées  perpendiculaires 
de  la  courbe  cherchée  font  y & u , l’élément  de  l’arc 

de  la  courbe  fera  = V C d y 1 -H—  d u 1 ) ; donc 
l’on  doit  avoir  p d x = y (d  y1  -+-  du1)  & 
p p dxl  = d y1  -t-  du1.  Cette  équation  fait  voir 
que  la  formule  p1  dxl  doit  être  partagée  en  deux 
parties  dont  les  racines  quarrées  foient  réelles  & in- 
tégrables algébriquement  & dont  l’une  foit  y==  d y 
& l’autre  = d u ; leurs  intégrales  y & u feront  les 
co-ordonnées  de  la  courbe  cherchée. 

20.  Soit  la  formule  p dx  =*  V^( 4xx~jzfQd x ; 

donc  , _ ÜttïLÜÎÎ,,-**— 

r a aa 

—t~dxl=  dy  *-+-  d u1.  Faifant  i — — = dyx  , 

J aa 

Sc  d x1  = du1,  l’on  a 2 = dy , & d x== 

a 

Xx  jy 

d u.  Donc  en  intégrant, — = y > & x = u.  Par 

a 

conféquent  — * = y , ou  u u = fl  y , équation  a 
une  parabole  j dont  le  paramètre  ==*  fl  ï donc 
S.  ^ • V a ^ s’obtient  par  la  reftifica- 

tion  d’un  arc  de  parabole.  Soit  A M ( Fig.  o ) 
une  parabole  dont  le  paramètre  ==  fl»  labf- 
ciffe  A P = y , l’ordonnée  P M = « , l’é- 
quation de  cette  parabole  fera  u 1 = fl  y» 
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& parce  quîon  a trouvé. a = x Se  — - = y , fi 

l’on  prend  l’abfcifie  A P = — ou  = ~,l’on 

a a 

aura  pour  chaque  valeur  de  x l’intégrale  de  la 
différentielle  propofée.  Si  , par  exemple  3 on  fait 

x=  a,  & qu’on  faffe y = AP  ==  ~ =— =a  , 

a a. 

l’intégrale  correfpondante  à x = a , dépendra  de 
la  re&ification  de  l’arc  A M. 


Soit  la  formule 


d x \/  ( m 1 j c 1 ' 


qu’on  veut  réduire  à la  rectification  d’une  courbe 
algébrique.  J’élève  au  quarré  le  multiplicateur  de 


d x , pour  avoir 


I.  Je  divife  cette 


• . / , . m x*  . _ , 

quantité  en  deux  parties  — ~ — Sc  i,  dont 

}e  prends  les  racines  quarrées & I ; 

Multipliant  les  racines  par  dx>  fai  les  formules 
7 — — — — & d x . qui  font  toutes  les  deux  inté- 

a"*-  1 3 n 

grables  algébriquement.  Ayant  fait  l’intégration 
l’on  a -d— -j  & v ;fi  je  fais  la  première=*u  & lafe- 

J 

• • «IV  **  y- 

Conde=y,  il  viendra  .v= y & =u,  ou  ^ — 

a m - ' a 1 

= «,  ou^"f=  <2m“'  « , équation  qui  appar- 
tient aux  paraboles , ou  aux  hyperboles  de  tous 
les  genres , félon  que  m eft  un  nombre  pofitif  ou 
négatif , on  fuppole  que  m n’eft  pas  = -+-  i , 
autrement  cette  équation  feroit  à la  ligne  droite. 
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Ainfi  la  formule  propofée  s’intégre  par  un  arc  de 
ces  courbes. 

« 

' * x b x 5 \ 1 

Soitlaformulepdx=^aar^-—-+---4-  J » 

élevant  au  quarré  le  multiplicateur  de  d x 8c 

, x b x * ÿ 

le  partageant  eh  deux  quarrés  — y 

multipliant  leurs  racines  ( qui  font  toutes  les 

. j \/ ( at  — J — b)  . 

deux  réelles  ) par  dx , Ion  a dx  — py- * 

i.  * 

. qui  étant  intégrées  & égalées , la  première 
O-  V c , 

2 (x  i — by* 

à u & la  fécondé  à y , donneront  y . — — =u. 


2 x 1 


= -y.  Ainfi  l’intégrale  de  la  formule 

S a V c J ' 

propofée  fera  égale  à un  arc  de  la  courbe  des  co- 
ordonnées « 8c  y. 

2^11  eft  quelquefois  à propos  d’ajouter  au 
quarr®de  la  formule  propofée  & d’en  retrancher 
en  même  tems  une  autre  différentielle  afin  de  ré- 
duire plus  facilement  la  formule  à la  re&ification 
d’une  courbe  algébrique. 


Soit  la  formule 


ad- — ^ ; l’ayant  élevée  au 


1 — xx'i 


* Rien  n’empêche  de  confidércr  ces  quantités  comme 
des  quarrés , quoiqu’on  n’en  puifTe  pas  extraire  des  ra- 
cines algébriques- 
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quarré  , j’ajoute  & je 


, (ax — xx),dxr 

retranche v - , 

ax — xx 


pour 


avoir 


O1 


a x 


■ x 


ax  — xx  ) 


d xx.  Je 


a x — xx 

partage  maintenant  cette  formule  , comme  on  le 

. . . ( ~ a — x)1  d x*  , . 

voit  ici  — . — , d x 1 , dont  les  ra- 


a x • 


xx 


( — û - t/jf 

cines  font  1 v , & d x , toutes  les  deux 

y (ax — xx) 

réelles  & intégrables  algébriquement.  Ayant  fait 


l’intégration  j il  vient  \J  (ax — xx),  & x.  En  ^ifant 
( a x — .r  x ) = y , & x ==  u , on  trouvera 
\T(a  u — u u)  = y , ou  au  — u u =y  1 , équa- 
tion au  cercle  ; donc  l’intégrale  de  la  formule 
propofée  , s’çbtient  par  un  arc  de  cercle.  Lorfque 
«= *x  eft  plus  grand  que  a , la  différentielle  pro- 
pofée eft  imaginaire , aufli  bien  que  fon  intégrale. 


2x.  Tl  arrive  rarement  que  l’intégrale  de  la  formule 
pdx  foit  égale  à un  arc  d’une  courte  algébrique  > mais 
cette  intégrale  eft  très-fquvent  égale  à un  arc  de fourbe 
algébrique.,  en  ajoutant  ou  retranchant  une  iMntité 
algébrique/  Ainfï  il  eft  permis  d’ajouter  à la  formule 
pdx  une  formule  différentielle  qdx  intégrable  algé- 
briquement. Pour  déterminer  la  différentielle  qu’on  doit 
ajouter  à la  formule  propofée  pour  qu’il  en  réfulte  une 
formule  dont  on  puifl'e  diftribuer  le  quarré  en  deux  par- 
ties, dont  les  racines  foient  réelles  & algébriquement 
intégrables , nous  établirons  le  théorème  fuivant. 

1 1 Theoreme.  Si  ayant  fuppofé  dx  = sdp  (s  ne 
déftgne  point  l’intégrale  de  dp)  , on  décrit  la  courbe  des 

co-ordonnées  s.  ( i — p p)  1 , s.  (p — p 3 ) — x , l’arc  de 
cette  courbe , que  j’appéllerai  L , fera  = s.  ( i — p p)  — 
S.  pdx.  Qu’on  prenne  les  différentielles  des  co-ordon- 


Digitized  by  Google 


Calcul  Intégral. 


189 


2 1 

nées,  l’on  aura  d x.  (1  — pp  ) 1 — 3 x.p dp.  (t  — pp)1  , 
ds . ( p—p  i )-h  s d p — 3 P p dp  — dx.  E11  fubflituant  dx 
au  lieu  de  s dp  , ces  différentielles  fc  réduifent  facile- 


ment aux  fuivantes  ( 1 — pp ) 1 . ( d s (1 — pp)  — 3 pdx), 
p (dx  ( 1 — pp  ) — 3 pdx ).  Si  l’on  prend  la  fomme  des  quar- 
rés  de  ces  différentielles,  l’on  trouve  (dx  ( 1 — pp  — 3 p dx)1, 
dont  la  racine  ds  ( 1 — pp')  — 3 p dx  , fera  l’élément 
de  l’arc  L ou  fera  = d L.  Ajoutant  & retranchant  la 
quantité  différentielle  sd^  1 — pp)  ,1’on  a dx.(  1 — pp)-t- 
sd(i  — pp)  -b  xspdp  — $ pdx  = d L.  Je  fubftitue 
ad»  au  lieu  de  xxdp  , pour  avoir  dx  ( r — pp  ) H- 
xd(i — pp)  — pdjc=dL;  donc  en  intégrant  l’on  a 
j (1  —pp  ) — Sp  d x = L , ce  qu’il  falloir  démontrerj 
donc  Spdx  = L — s (1  — ppîjainfi  l’intégrale  de  la 
différentielle  p d x eft  égale  a l’arc  L , moins  la  quan- 
tité x (1  — pp).  On  doit  remarquer  que  l’on  peut  pren- 
dre pofitivement  ou  négativement  les  co-ordonnées  ; 
car  il  en  réfultera  toujours  le  même  quarré , puifque 
le  quarré  d’une  quantité  négativç  eft  toujours  poütif. 
Ainfi  la  fomme  des  quarrés  des  différentielles  des  co- 


ordonnées fera  toujours  le  même  & = ( d L 1 \ De 
même  lorfquon  prend  la  racine  d L,  il  eft  incertain  fi 
cette  racine  doit  avoir  le  ligne  -+-  ou  le  ligne  — ; 
c’elt  pourquoi  il  fera  à propos  de  donner  à l’arc  L le 
double  figne  ± & de  déterminer  cnfuite  lequel  des  deux 
doit  avoir  lieu.  On  doit  fe  fouvcnir  de  ne  pas  omettre 
d’aiouttr  une  confiante.  i 


Soit  la  formule  qu’on  veut  réduire  à la  reélifi- 
x 

cation  d’un  arc  d’une  courbe  algébrique.  En  compa- 
ti, . — adx  „ d x 

rant  nous  avons p=  donc  dp  = , & x =— r— 

x xx  dp 

,x.(i— pp  ) 


x 1 aa  xx 

a ’ 1 ^ 1 xx  xx 


•aa 


a a).  Les  co-ordonnées  de  la  courbe 
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cherchée  font  donc-  , ri2±îî  , ou 

V ax  ' x 

( en  prenant  les  co- ordonnées  avec  des  lignes  Con- 

i 

. (xx  — aa)r  z x x — aa  . . ,,  , 

traires  ) , i donc  par  le  theoreme 

1 ax  x r 

l’on  aura -(rr — aa)^L*=S.— . Pour  fa- 

a \ x 

voir  quel  ligne  l'on  doit  prendre , prenez  la  fomme  des 

quarrés  des  différentielles  des  co-ordonnées  & vous  au- 

— - ).dx1  = (dL)i;  & 

aaxx  s 

(Z  X1  -f- Œ * \ 

— J — d L.  Dif- 
férenciez — ■ —■ . (xx  — aa)  pour  avoir  — , quantité 

qui  étant  ajoutée  avec  dxQ--—p~  n , donne  la  formule 
propofée  j donc  i L doit  avoir  le  ligne  H-  aulG 
bien  que  L , & la  véritable  formule  fera — ( xx — aa  ) 

+ L=S.iiï. 

X 

Le  théorème  précédent  eft  inutile  toutes  les  fois  que 

i 

pp  i ; car  alors  la  co-ordonnée  r.  ( r — pp)  * cil 
imaginaire.  Pour  remédier  à cet  inconvénient,  voici  la 
méthode  qu’on  peut  fuivre  : ayant  fait  dx-=s  dp  j dé- 

crivez  la  courbe  des  co-ordonnées  r.  (pp  — i ) * — J * 
s.  (p5  — p)  x = u>  cela  pofé  , l'on  aura  le  théo- 
rème fuivant. 

s.p^i  du1  — dy1)  eft=x.  (pp — i ) -+- S . p dx.  Ce 
théorème  fe  démontre  comme  le  précédent.  Car  pre- 
nant les  différentielles  des  co- ordonnées  , l’on  aura 
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dt  (pp — i )*+}  s.pdp.(pp — iV=  dj,ds.(p3 — f> 
H-  }sp2  dp  — sdp-t-dx  — du.  SuMUtuez  dans  ccs  dif- 
férentielles, dx  au  lieu  de  s.  dp  & vous  aurez ds  (pp — i)* 

*+*  i pd  x . (j>p  — i ) "*—ày,  ou (pp — O*  Çds.(j3. — ,) 
•4-3 pdx'ÿ  — dy,  & p . (ds(pp — = du.  Éle- 
vez au  quarré  la  valeur  de  dy , & celle  de  du  , & vous 
aurez  (pp—i)  ,^ds  (pp*— 0 -t~spdx)  = x 

Çds.  (pp  — i)-f-jpdx)  = dit* i donc  du  1 — 

dj»  * = Çds.(pp— 1)*+*  3pd*)  ,8 càs.(pp — 1>+. 

jpdx  = yr(du1  — dy1).  J’ajoute  au  premier  mem- 
bre de  cette  équation  & j’en  retranche  en  même  tems 
s.  d ( pp — i),  & j'ai  ds.(pp — i)-f-xd(pp — i) 
— » ip  dp  -f-  îpd*  = p/r(  du1  — dj  2 ) * , ou  < en  fubftr- 
tuant  dx  au  lieu  de  r dp  ) dr. ( pp — i )-i-sd(pp — t ) 
H-p  dx  z=\/~{  d u 1 — dy  *■)  ; donc  en  intégrant , on  a (A) 
f(pp  — i)-hSpdx=S.  y^fdu1* — dy1).  Ce  théo- 
rème eft  de  Ricati,  & le  précédent  a été  trouvé  par 
Jean  Bernoulli. 

Servez-vous  du  théorème  de  Bernoulli  pour  inté- 
grer la  formule  1/" (du1  — dy1  ) , par  la  reéiification 
d’un  courbe  algébrique.  Pour  cela  luppolez  dy—qdu  & 
la  formule  deviendra  du  V^(  i — qq)  , dans  laquelle 
qq<^  i . parce  que  du 1 eft  fuppofé  plus  grand  que  dy 1.  En 
effet , il  eft  aifé  de  voir  que  la  valeur  qu’on  a trouvée 
ci-deffus  pour  d uz  , eft  plus  grande  que  celle  de  dy1**. 


* s.  d (pp — i )=s.  zpdp  =xx.pdp. 

**  Car  en  multipliant  par  pp,  l'on  a un  plus  grand 
produit  qu'en  multipliant  par  pp  — r. 
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Suppofons  donc  que  la  quantité  qui , dans  le  théo- 
rème de  Bernoulli  , ell  repréfentée  par  p.  Soit  ici  repré- 
fentéepar  (i — gq  ,&  que  la  quantité  qui,  dans  le  théo- 

rème de  Bernoulli  ell  x , foit  ici  u,  celle  qui  eft  .r  dans 
le  théorème  de  Bernoulli  fera  ici  appellée  ç -,  c’ell  pour- 
quoi ayant  introduit  ces  valeurs,  l’on  a du  = - y ^ ^ (,T. . ♦ 

K(«— 99) 

& les  co-ordonnées  de  la  courbe  feront  79  * ,\q'1  vi  —99) 

— u.  Enfin  vous  aurez  L . q 1 — S.  duV(i-qq) 
ou  \ q-  — L — S .du  jf  (1  — q *)  = S.  J/r  < du  1 — •dyz  ). 
Si  l’on  fubftitue  cette  valeur  dans  la  formule  À,  il 
vient  x.  (pp  — * ) -hS.pdx=  iql  — L,  ou  S.  pdx  = 
j q 2 — s.  (pp  — 1 ) — L , qui  ne  peut  être  troublée  par 
aucune  quantité  imaginaire  lorfque  pp  1.  Ainfi  I on 
voit  par  les  deux  théorèmes  précédens  que  toute  formule 
différentielle  algébrique  -,  c’efl- à-dire  , qui  ne  renferme 
aucune  quantité  tranlcendante,  peut  être  confiante  par  la 
reélitication  d’une  courbe  algébrique. 

24.  Problème.  Conjlruire  la  formule 

V (x  — a) 

L’on  ne  peut  employer  le  théorème  de  Bernoulli , parce 

__  j/  x t - x 

que  en  faifant  p = rp*- . , l’on  auroit  pp  = , 

y (x — a)  x — a 

_ — a-  • , , ■ 

le  1 — P P ~ ~v  y quantité  négative  ( au- 
trement x — a feroit  négative  8c  )/~  ( x — a) , imagi- 
naire auflî  bien  que  la  formule  propofée  );  Ainfi  il  faut 
avoir  recours  au  théorème  de  Vincent  Ricati.  L’on 

aura  donc  pp — 1 = — - — , 2 v dp  = -, — - , d p = 
x — a 11  (x — a) 1 1 

— a d x ad  x , „ . a 

— , a caufe  de  pp— 

ij'.f.v — r,  x — * 

1 ' x'{x — ay 


* Car  dans  le  théorème  de  Bernoulli  dx  — s . dp ; don« 
ici  du  = Kd(  i~99)I  = ^^T- 
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*+-  I = — — J ainfi  p — - , & sz=J-!L  — 

*— < 1}  K(*— <0  dp  — 

ix*.  (x — a ) T , „ v , 

donc  s.  (pp—  i ) = 3 . y x . ^(x—a)' 

De  plus  l’on  trouve  que  les  co-ordonnées  de  la  courbe 
qu’on  doit  employer  font  2.  ax  = j , — v . — u- 
ou  x = u,  en  changeant  le  ligne  de  x.  Donc  par  le 

théorème,  nous  aurons  2 yf x.]f  (x  — *■  a ) •+-  S.  ~ ^xp^x 

— S.y/’idu * — dy2)  ( B).  ^ a ^ 

Conftruifons  maintenant  la  formule  p^(  du1  — dy2) 
par  la  reéHfication  d’une  courbe  algébrique.  Puifqüe 
« — x,  & que_y  eft=2  Ÿ a * j l’on  aura  du  — dx,  d y =5 
{fx  \f  a 

-Ainfi  la  formuIe>/(du: — dy^devientdxK"  (1—  — ^ 

__  dx\S(x—  a)  , \S a x—  a 

ÿ~x  i donc  ?—  î?=  — — , 

J»  X'/'  \ . Ù.ix  * tf  1/ 

, — ; , , - mj=w)  = 


ïr'(  x — a)1 


___ — , & lesco-ordônnées  de  la  courbe  feront 

\yr a • V^ix  — a)  , &cx  — 2 a.  Suppfons cette  courbe 
décrite  & appelions  L Tare  de  cette  courbe  qu’on 
doit  prendre  de  maniéré  que  L croilfe  , * croiüant. 
Ayant  fait  les  fubilitutions  convenables  dans  la  formule 
? q J — L = S.l/'(du 1 — dy2),  il  vient  i pr  x . (x — a) 

— L — S. ]/~(  lu2  — dy*).  C’eft  pourquoi , en  fubfli- 
tuant  cette  valeur  de  S.  ÿ { d u *—  dy  2 ) dans  la  formule 

B , on  trouvera  2 f/'x.  ^(x  — a) -h S.  ~J,  X ^X=, 

. Y(x—a) 

tfSx.jS(,-a)-L.  ou  S,  = - L. 

d x x ' 

ou  S i/‘(y_a'y  ~ D j ce  qui  fait  voir  que  la  formule 
Tome  IVs  N 
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propofée  s’intégre  par  la  rectification  d’une  courbe  al- 

fébrique  fans  l’addition  d’aucune  quantité  algébrique. 

our  déterminer  la  courbe , je  fais  la  co  - ordonnée 
i\/ra.yr(x  — a )=m , &:  la  co-ordonnée  x — i a=z  n j 
donc  4a.  ( x — a.)  — mm , x — a=»+i;  donc 
4 a . (n-f-a)  = mm  , équation  à la  parabole  d’Appo- 
lonius.  Avec  le  paramètre  4 a . je  décris  la  parabole 
AM  ( Fig.  7 ) , dont  l’abfciffe  AP  — n + a;  donc  ayant 
pris  Ai  = a,  l’on  aurai  P = n , l’ordonnée  PM  étant=/n. 

Je  prolonge  P A en  D jufqu’à  ce  que  AD=u,  pour 
avoir  D?  = n-t- % a — x -,  c’eft  pourquoi  les  D P étant  x , 

a r c~  dxlS  X 

A M iera  = S.  z-r. r. 

V (Je  — a) 

Ramener  dans  certains  cas  l’Intégration 
d’une  Fomule  Différentielle  a cellb  • . 

d’une  autre  Formule  Différentielle 
plus  simple. 


25".  Soit  propofé  de  déduire  l’intégrale  de  xmdx  x 
(a  +•  bx  ” ) f , à cellede  x 3 dx  (a-i-bx  ~y , en  (uppo- 
fant  m q . Je  prends  la  formule  *■ m "■  '( a-+-bxn)r , 
dont  la  différentielle  eft  (m-h-i)dx,x1*(a-^-bxny^t— 
b np xn'*~  1 r"-1  x d x ( a -f-  b xny~'  j donc 
( m -4-  1)  . S.  d x . xm  (a  ~+-  b x”)f  = X, 
(a- 4-  bx  ’)p  — bnpS.  xm’+'*  d *(a-4-  bxn)*~l  , 


ou  S.  dx.x  " (a  —H  bx * ) 


bx*  ) f 


tlL.  S.xm«-*xdx(a-i~bx’)*-1. 

m- f-i 

’ De  même  S.  xm’*~”dx  ( a -\~bx  ' = 

b x*)r~'  -,  b n ( p — 1) 


S.  xam+‘ta  d x (a-i-  tx*)f“*,}donc  Ton  aura 
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S.xmdx(a-t-bxn)>,z 

b np  xm -*-*-*-*  (■  a 


( a -+-  b xn)* 


m 


( m ~f-  1 ) . (m  — t—  i 

ilnlp.(p  — i).  S.*1 


bxmy~i 


h-  o 
tn d x (a 


■ b x”) 


( m I )•(  m -+-  n — t—  i ) 

& en  continuant  de  même , il  fera  aifé  de  voir  qu’en 
général  l’on  aura  S.  xm  d x (a  H—  b x"  ) * t= 
-*"H1  (a-t~bx"y  __  bnpxm-*-”-~'(g-+.bx»y~, 


m *+-  I (m 

bxn*p.(p — i)* 

(m 


'(fl— »— far”)''—» 


-o 

&c. 


n‘~  P-(P~V-(P-~2)....(p--t-+-i) 

n) , ..[i-hm-hn  (t— iYJ* 

* («  — t-  b x*)  * *-+- 1 q; 

S.  xm~t~,n  dx  (a  -f-  h xn  )t~‘  x 

**  — r-f-Q 

(l-h  m).(i  -H-m+ff);,.,  [ i — I)] 

Le  ligne  fupérieur  a lieu  lorfque  f eft  un  nom- 
bre entier  pofitif  impair  ; & le  ligne  inférieur , lors- 
que t elt  un  nombre  entier  pofitif,  mais  pair.  Main- 
tenant fi  p — t=  r,  ou  lîp— .r  = r,  nombre 
entier  * l’intégrale  de  x "*  d x ( a br*) fe  ré- 
duira à celle  de  x-*»-  d x(a-+-b  x”)  '•  & fi  t 
q—~ 


m 


n 


eft  un  nombre  entier  pofitif,  on  réduira  l’in- 
tégrale de  la  formule  propofée  à celle  de  la  formule 
x*dx(a~i~-bx9yî  car  alors  on  aura q=x=m-t-tn, 

N 2 
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*5.  .Mais  l’intégrale  de  xm~^tndx  ( a-b  b x”  )'  fe  ré- 
duit à l’intégrale  de  x h d x ( a -h  bxm  )r , lorfque 

m-f-t n h lorfque  — , eft  un  nombre  entier 

pofîtif  j c’eft-à-dire , lorfque  la  différence  des  expofans 
des  variables  hors  du  binôme  étant  divifée  par  l’cx- 
pofant  de  la  variable  dans  le  binôme  , donne  un  nom- 
bre pofitif,  & pour  le  faire  voir  prenez  la  quantité 
sc?-*-1  ( a -+•  bxH  1 » dont  la  différentielle  eft 

(q-t-i).x'idx(a-\-bxn)r~i~i-+-dx.bn.(p-î-i)x 

jjj+i+h-i  ( a -\-bxny  y ou  ( qx  -h  a.  )x  i (a-bbx*y  dx 
-+.(çj xH-bixn)xi (a-bbxn)?  dx-b.bn.  (g-bi)x 
dx  (a-¥-bx*y  = (aq-ba)  .xi  dx(a-bbxn)P  -b 
(bnp-bbn  -h  qb-h  b) . xi-*-"dx  (a-bbxm)f . Donc 
. v.  x*~*~  1 1 

s.«>— J*(*+ + — 

c (g-t-i  ) S.  xi  d x(a.-bbx”)P  . 
b . (np-b  n-bq-b  i ) 

Suppofons  maintenant  qu’on  veut  réduire  l’intégrale 
de  xm  dx  (u  + ix")’»  * celle  de  **  dx  (a-hbx°y. 
Je  fais  q -b  n = m , ou  q — m — n , pour  avoir 

-*-m- - (a-Hix“ 

S.x"'dx(a~bbx°y j(„,+ffl  + I ) “ 

c ( m n 1 ) g y m—  » dx(a.-hbx’,y  .Par  la  même 

b (np-t-ro-t-i) 

nŒmS-*—  H- 

_ q(m-.-<-.).S.r— &(«+»«•)>  R cn  g,n.taI  on 
b ( /i  p ro  -t-  i ■ — ^ ) 

».uraS.x*dx(a4-ix*)>  = 


i ( np-bm-b  i ) 
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«(i-Ht! — n )x  * m“"1"  ( a -4-  b xm  ' 

a*(î+-m—  n)  (i-t-m  — zn)x,^?-î"(«-»-i*’>)>*-1  m 

— - -----  — ..  - .— — — , oCC* 

b 1 (np-4-/72-t-i)  (ny-P-zn  ■+■  i — n)(ji[-\-m i — an) 


__  n.t  — i)xt~t~m — '*(a-t-&x"  ),_K5 

■ }-  , ■ ; ■ — -»  ■ - ■ ■ ■ ■ - - - 

i — n . (t  — 

a'  (i-+-rr. — n)(i -+-m — 2n)...(i-f-œ — m). S t" — tn  àx(a-+-lxn  )f 

— — ■ »•  • 

t b’  (np-f-/n-4-i)(np-t-rf-+-i — ri)...Çnp-+-m ■+•!—«.(£ — x)^ 

Le  ligne  fupéricur  a lieu  lorfque  t eft  pair,  & l’infé- 
xieur  lorfque  t eft  impair.  Ainfi  il  eft  ailé  de  voir  que 

il  Tn  — r n = u , ou  « m — u =tn,  ou  fi  ? = , ou 

» n 

fi  la  différence  des  expofans  de  x hors  du  binôme  di- 
rifée  par  l’expofant  n de  x dans  le  binôme  , donne,  un 
nombre  entier  pofitif , on  pourra  réduire  l’intégrale 
de  xm  d x (a-t-  b x9  )p  à celle  de  x*  dx  (a -i-  b x*  y , 
par  le  moyen  de  la  formule  précédente , ou  en  opérant 
comme  on  vient  de  le  faire. 

* 

17.  La  formule  S.  dx  ( 1 — xr)  ~ dépend  de  la  qua- 
drature du  cercle  ; car  en  fuppofant  le  rayon  C A 

(Fig.  % ) = 1 , CP  = r,  Pf  fera  = dx,&_ydx  = 

■ 

d x ( 1 — x x ) » exprimera  l’élément  de  l’aire  C B MP  ; 


ainfi  S.dx  ( 1 — x x)*=  CBMP.  Si  l’on  vouloir  ra- 

mener  S.x  + dx(i  — xx)  * à<S.  dx  ( 1 -xx)  »,  l’en  au- 
roit  a=ifb  — — 1 , m =4,  « = 2,  >p  = j , 8 c l’on 

trouveroit  par  la  méthode  ci-deflas  (z  y) , S.  x*  dx(  1 — xx)* 

1 2 
x*(i — xx)»  , <*7  (1  — xx)* 

= -+■  — ■+- 

S ' T • 7 

N, 
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X 


y . ? . S.  **  ( i — x x)*  „ 

^ 7 . Far  la  méthode  précédente 


(z  6) , l’on  a S.  * * dx{  i —xx)  * es  — llil—ül*  — 

I 10 

7*5(i — xx)  3 7-f*J  , I 

’ "«o'.8.  6 t1-**)*  - 


7-5-? 

lo . 8 .6.4 


• x.  (i— xx)»  -f- 


10.8.6.4' 

» 


S.dx(i-xx) 3 i 
1 


donc  S.  x+  dx(  1 — x x ) 1 — ‘l-iTl-*.*  :! .4. * 7 ( 1 **)* 


10 . 8 


■'.x*  ( 1 — xx)' 


S 

Jj-L 


10 


10.  8.6 

^ • X ( I - ?..  ’ f ' j _.  CRMP 

ÏO  . S . 6 . 4 10  . 8 . tf  . 4 

en  fubftitnant  la  valeur  de  S.  dx  (1  — x x ) 3, & faifant 

attention  .au  multiplicateur  £-^2  de  S.  x*dx(i-— xx)^. 

$ • 7 

t 

; De  l’Intégration  des  Différentielles 

PAR  QUELQUES  PROPRIÉTÉS  DES  COURBES. 


28.  On  peut  intégrer  toutes  les  différentielles  qui  ne 
font  pas  abfurdes  par  les  propriétés  des  courbes. 

■ * Soit  la  formule  , jc  fajs  ccttc  formuic 

. mdxi  mais  par  la  feftion  précédente  ( N*.  «3  ) , 

dans  la  traélrice  l’élément  de  Pabfcifle  eft= • 

y 

donc  l’intégrale  - eft  égale  à une  ab- 

fçifle  correspondante  à l’ordonnée  y d’une  traéfrice  dont 
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d d 

la  tangente = a.  Soit  maintenant  la  formule  » 

l’on  aura(parleN°.n,fe£i:ion  précédente)S  ^ 

=at  x , x étant  l’abfcifTe  de  la  courbe  des  finus  hyper- 
boliques, & y l'ordonnée  de  la  même  courbe.  L’on 
» ady 

aura  de  meme  S.  j/*f  ; ~ 

?s  co-un 


•a  a) 


x étant 


l’abfciflc  de  la  ligne  des  co-finus  hyperboliques.  Voyez 
l'endroit  cité. 

Dés  Formules  Différentielles  dont 
l’Intégrale  dépend  Du  Cercle. 

2ÿ.  Avant  d’entrer  en  matière  nous  remar- 
querons que  tous  les  cercles  étant  des  figures  fem- 
blables , leurs  lignes  homologues  droites  ou  courbes 
comme  les  arcs  lemblables  , les  finus  , les  co* 
finus , les  tangentes  , les  co  - tangentes  , les  fé- 
cantes  , les  co-fécantes  appartenans  à des  arcs 
femblables,  font  dans  le  rapport  des  rayons  de 
cercles  ; de  lorte  que  fi  on  nomme  R lé  rayon 
des  tables , r le  rayon  d’un  cercle  quelconque  ; 
p une  des  lignes  dont  on  vient  de  parler , prife 
dans  le  cercle  du  rayon  R , x la  ligne  homologue 
dans  le  cercle  du  rayon  r , loti  aura  R : r : : 


p : x- 


rft 


R x 


> & P =-■  — Donc  fi  l’on  con- 

Uoit  x dans  le  cercle  dont  le  rayon  éft  r , & 
qu’on  connoifie  p par  les  tables , l’on  con- 
naîtra la  valeur  de  x dans  le  cerle  dont  le  rayon 
eft  R , & réciproquement  fi  on  connoît  p par 
les  tables  pour  le  cerck?  du  rayon  R , l’bn  cort- 
noîtra  facilement  la  ligne  homologue  pour  le 
cercle  dont  le  rayon  eîl  r. 

N* 


Digitized  by  Google 


200  Cours  de  Mathématiques. 


30.  L’intégrale  de  la  différentielle 


d x 

H — c x 1 


eft 


j étant  un  arc  de  cercle  dont  le  rayon  eft  K-f 
& la  tangente  x ; car  on  a vu  ci  - delïus  ; 

éZ  d X 

fe&ion  précédente  (31),  que étoit 

A A | X X 

l’élément  d’un  arc  de  cercle  dont  le  rayon  = a , & 
la  tangente  ==  x ; donc  fi  le  rayon  eft  = \/  , la 


différentielle  de  l’arc  fera  = 


± d 


-,  donc,  &c; 


— %/.  . — , J étant  un  arc 

y (2  ax — xx ) <t 

de  cercle  AM  (Fig. 2 ) ; donc  le  rayon  =»£,' 
& l’abfciffe  = A P ( ou  fon  finus  verfe  ) = x ; 

car  a ^ x — eft  l’élément  d’un  tel  arc  ( fec- 
V (2  ax — xx) 

tion  précédente 31  ) .S.  - * * étant 

V (a  — x~) 

un  arc  de  cercle  B M , dont  le  rayon  = a , & 
le  finus  P C = Mg  ==  x ; car  les  triangles  fem- 
blables  C P M , M mn  donnent  P M : C M : : n m : 

Mm,  ou  V'C  a a — xx)  :a  : : dx:  — — ; 

' V(aa  — xx) 

donc  ? &c. 
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S.- 


df 


f 

— , / étant  un  art  de 

n * J 


JVUJ—**) 

cercle  dont  le  rayon  = a & la  lécante  = J.  - 

„ — a i x f . , , 

S.  — , f étant  un  arc  de 

(aa  -4-  x x)  a J 

cercle  dont  la  co-tangente  = x ; car  on  a vu 

CL  ” d f* 

dans  la  feftion  précédente  (21) , que  - v.  — - 

J V v JJ  u u j 

étoit  l’élément  d’un  arc  circulaire  dont  le  rayon 
= a , & la  fécante  = /,  & que g— — — 

étoit  l’élément  d’un  arc  circulaire  dont  le  rayon 
= a , & la  co-tangente  = x ; donc , &c.  On 
peut  aufïï  remarquer  que  , félon  ce  qu’on  a dit 

-«lit- dt, 


au  même  lieu  , S. 


yV  (yy—*a) 

un  arc  de  cercle  dont  la  co-fécante  =y. 


/, /étant 


Des  Quantités  Imaginaires. 


31.  Si  l’on  a une  équation  d’une  courbe  réduite 
à cette  forme  y = a xm  — }—  bx”  -4-  c xp  -4-  &c. 
y ne  peut  ctre  imaginaire  à moins  qu’il  n’y 
ait  dans  l’équation  quelque  expofant  pair  , & 
que  la  quantité  fous  cet  expofant  foit  négative. 
Toutes  les  quantités  imaginaires  de  quelle  efpèce 
qu’elles  foient  peuvent  fe  réduire  à la  forme  M — »— 
— 1 , ainfi  qu’on  va  le  démontrer  après 
avoir  établi  les  lemmes  fuivans. 

32.  Lemme  I.  (cof. — ifin.p)"s= 
cof.  m p -4-  — 1 fin.  mp  , p étant  un  angle , ou 
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arc  dont  le  rayon  = i , & m un  nombre  quel- 
conque ; cette  propofition  eft  une  fuite  de  ce 
qu  on  a dit  dans  la  première  partie  de  cet  ouvrage 
(voyez  la  Géométrie  ),  Mais  pour  démontrer  ri- 
goureufement  que  cela  a lieu  , en  fuppolant  même 
que  m eft  un  nombre  fourd  tel  que  3 par 
exemple  , je  prends  les  logarithmes  hyperboliques 
( car  c eft  ^de  ceux-Ia  dont  il  s’agira  toujours  , à 
moins  quon  avertiflè  du  contraire)  de  part  & 
d autre  ; ce  qui  donne  mL.  (cof.p  1 fin.  p ) 

( co^'  m P V — i fin.  m p ).  Différen- 

ciant en  regardant  p comme  variable  , on 

aura  (A)  — mdP  » fin,  p H-  j mdp  \f — i . çof,  p 
cof.  f -+~V — J • fin  .p 

, — . — mdpfm.mp-h-mdp.xf—i  . cof.mp > 
cof.  m p — {—  y — . i . fin.  m p 
Multipliant  les  numérateurs  par  — y'  — i > ft 

vient  m dp  . ( cof.  p -f-  \/ — i . fin,  p)  _ 
cof.  p H—  y — i . fin.  p 
mdp  . ( cof ; + y/  — i ■ fin,  m p ) 

cof.  m p -4—  y — 1 , fin.  m p 9 

mdp  = mdp  , équation  identique  ; ainfi  l’é- 
quation (A)  , dont  celle-ci  eft  tirée  eft  vraie  » 
donc,  &c. 


* Voyez  vers  le  commencement  de  la  première  fedion 
comment  il  faut  s y prendre  pour  différencier  les  quan- 
tités logarithmiques , 8e  celles  qui  renferment  des  finus 
& des  co-fin  us.  “ * 
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33.  Lemme  IL  u étant  un  arc  do'nt  le.  rayon  = I , 

Von  aura  ? — L.(fin.uy/ — 1 -f-cof.u).En 

multipliant  par  y ( — 1 ).  Et  différenciant , il  vient 
/,  cof.  il  . d uVr — t — fin,  u , d u 

du  . y " 1 fin.  u y — 1 — +—  cof.  « * 

( en  divifant  par  du,  ôtant  la  fraéfion  & faifant 
attention  que  \f  — 1 x V — 1 = — 1 ) 
— fin.  « —i—  co f.  « V — 1 = cof.  u V — 1 — 
fin.  « , équation  identique  ; donc  l’équation  du 
femme  dont  celle  ci  eft  tirée  , eft  vraie. 

34.  TheorÊme.  Toutes  les  quantités  ima- 
ginaires de  quelque  ejpece  quelles  J oient  , peuvent 
toujours  fe  réduire  à la  forme  M + N V — I » 
M & N étant  des  quantités  réelles  ( M peut 
au  fi  être  = o ).  Nous  diftinguerons  toutes  les 
formes  des  quantités  imaginaires  qu’il  paroît  pofi- 
fible  de  concevoir  , i°.  Soit  a —1—  b V — 1 une 
quantité  imaginaire  , a & b étant  des  quantités 

réelles.  La  quantité  ( a -t-  b y — 1 )m  > tn  étant 
une  quantité  réelle  , pourra  toujours  fe  réduire 
à la  forme  dem  on  vient  de  parler.  Faifons 

a a _q_  b b = c , & cherchons  l’angle  p , tel  que 
b a 

fon  finus  foit  =*  — St  fon  co-fînus  = — , cet 
c 0 

angle  p fera  toujours  réel  , puifque  a Sc  b 

font  fuppofés  des  quantités  réelles.  Si  l’on 

fait  la  demi  - circonférence  =*  n , les  arcs 

dont  les  finus— - St  les  co- finus  — font  les  mô- 
c c 

mes , feront  p ,2n  -t-  p,  4 «-+-/> , 6n— t-p»  &c. 
auxquels  on  peut  ajouter  ceux-ci,  — 2 n -+-p  , 
■—  4 ti  "■  t p , — 6 n — t—  p , Scc.  Cela  pofe , oti 
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aura  a-t-b  \f—  i = c (-j-  -t-  — \f—  i ) 

= c ( cof. p — f—  fin.  p \/  — l),  ( a -H  b\ / — i)"= 
e"(cof.  p- f-  fin  .p  V — i ) m = c m (cof.  mp-+~ 
V ( — 1 ) . fin.  mp  ) , par  le  lemme  premier  ; donc 
en  faifant  M = c m cof.  m p , & N = c " fin.  m p , 
l’on  aura  (a  -4-i\/( — i)m  = M-f-N  \/ — I. 

2°.  Si  a eft  une  quantité  pofitive  élevée  à un 
expofant  imaginaire  m-t-nV  ( — i ) , Ton  pourra 
toujours  réduire  a v<~~ 1 >*à  la  formule  du 
théorème.  Soit  am~*~  ” V t—  * ’ = ar  — ? — jy  \ / (■ — I J, 
Ton  aura  (en  prenant  les  logarithmes)(m-f-nV — i)  X 
L.  a = L.  ( x -f-  y V — i ).  Différenciant  en  re- 
gardant a,  x tky  comme  variables,  on  aura  ~~~~ 

t n à a s dx-t-dyl/~ — t x d x -t-  y iy 

a V x-t-y  y ( — I)  XX  -Je-yy 

, ( xdy — ydx)  l/r( — z)  ,.  , 

-4 1 , en  multipliant  le  nu- 

V V 1 V V * * 


V — 


mérateur  & le  dénominateur  par  x — y y ( — i ). 
Égalant  féparément  les  quantitésjéelles  aux  quan- 
tités réelles  & les  imaginaires  aux  imaginaires  (ce 
qu’on  doit  toujours  faire  , autrement  l’on  fuppo- 
feroit  qu’une  quantité  réelle  peut  être  égale  à une 

..  , . .....  wrfa  xdx-t-ydy 

quantité  imaginaire  ) , Ion  a = 

1 » a x x-t-y  y 

^ ndaVi — z)  (x  d y —y  d x) . V ( — z)  3 

Sc =■ — ^ — - — : ; donc 

a xx  -+-  y y 

en  divifant  par  — i),  cette  derniere  équa- 

...  ..  nda  xdy  — ydx  , . , 

non  devient = — * ; donc  en  înte- 

a x x-t-y  y 

grant  l’on  aura  ces  deux  autres  équations  m L.  a 
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«=  L.  y ( *x  -4-  y y)  » & nh.  a = f,  f étant 
un  arc  dont  la  tangente  eft  = ; car  en  faifant 

le  rayon  — a , la  tangente  = £ , l’on  auroit  la 


différentielle  de  l’/irc  = 


aad% 


a a 


U 


Donc  en  fai- 


fant a : 


— , l’on  aura  la  différen- 
x * 


i & t = 

tielle  de  l’arc  = — — — : ; donc  — = 

xx  -t-  y y x 

tang.  72 . L.  a.  C’eft  pourquoi  en  prenant  dans  un 
cercle  AB  (Fig.  2)  dont  le  rayon  eft  luppofé  = 1, 
l’arc  n L.  a = A M , l’on  aura  C P = x = 
cof.  n L.  fl , & P M = y = fin.  22  L.  a ;•  donc 
= x —i—  y \f — I = cof.  n L.  a -+- 
fin.  72  L.  fl \/ — 1 = M-+-N  y ( — 1)  , en  fai- 
fant cof.  7i  L.  a ===  M , & fin.  n L.  fl  ==  N.  U 
eft  vifible  que  a étant  une  quantité  pofitive  , M 
& N font  des  quantités  réelles.  Si  on  prend  l’arc 
71  L.  a dans  un  cercle  dont  le  rayon  = \/ (y1  +■*’*  ) 
= a*  , l’on  aura  ( a — b y — 1 ) * = a * X 
cof.  72  L.  a -4-  fl  ra  fin.  n L.a  y — r » car  , félon  ce 
qu’on  a dit  ci  - deffus  ( 29  ) , dans  ce  cas  l’on  a 
x=  a* cof.  n L.  a , & il  eft  vifible  que  cette  quan- 
tité le  réduit  à la  même  forme  M H-  N y ( — 1 ). 

30.  Si  l’on  a la  quantité  ( a — f-  b y ( — 1 ) éle- 
vée à un  expofant  imaginaire  m -f-  72  y — 1 ; ce 
cas  fera  encore  compris  dans  la  formule  M -+- 
N V'—  I : car  foit  ( a-j-b  y — ,)***-  "V-1  =- 
x -f-  y y ( — i ) , on  aura  , en  prenant  les  loga- 
rithmes J ( 772  -4-  72  \/ I ).  L.  ( fl  -4-  b V i ) 

1 h.  ( x -\-y  .y — 1).  Et  en  prenant  les  diffcren- 
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tielles,  multipliant  & divifant  celle  de  x -y- y — I 

par  x — y V — I , & celle  de  a.  -4—  b \/  — I 

. , ..  . , xdx  ■+■  ydy 

par  a — b y — 2*  » il  viendra  — 

(xdy — ydx)Vr  ( — 1 ) 

A'  x -H—  y y û o.  -4—  b b 

n(a  d a -hbd  b)  — I m (ad  b — bd  a)  V — 1 


■y  y 

m.  (ad  a -f-  b db  ) 


a a 


b b a a -4—  b b 

— fF'  ®Sa^ant  ^es  quantités  réelles 

aux  qûantités  réelles  , les  imaginaires  aux  ima- 

..  . m(aday-hdb)  n(adb  — bda )' 
gmair^s , il  vient 


a a 


bb 


xdx — ydy  „ m(adb — bda) 

, ,& 

xx  -y-y  y 

xdy — y dx 


a. cl  -4 —b  b 
n (ada  -+-bdb\ 
aa 


aa-y—bb  1 aa-y—bb 
Pour  en  prendre  les  intégrales  , 

x x -y-y  y 

jefaisV'(tfÆ-t-M)  = c , l’arc  dont  la  tangente  eft 

—étant  fuppofé=p;ainfifm.p=-,&cof.p=—  ; 

donc  les  intégrales  feront  m L.  c — n p = 
L.  \/  ( x x —f—  y y ) , m p -y-  n L . c = 

A.  Tang,  JL  ^ A défigne  l’arc  de  la  tang.  J-)  • 

Mais  m L.  c — n p = m L.  c — np  L,  e , e étant  le 
nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  eft  = 1 ; 
donc  L.  ( xx  -4-  yy  ) = m L.  c — np  L.  e , ou 
\f(xx-y-yy)  = cm  e~"f.  Ainfi  prenant 
V (aa  -y- b b)  = c , & l’angle  p tel  que  cof.  p 

= — , & fin.  p=  — , & faifant  le  rayon  du 


Digitized  by  Google 


Calcul  Intégral.  207 

cercle  = \/  ( x x -f-  y y ) , on  aura  x = 
em  e~"r  cof.  (mp  -4-  n L.  c)  , ==c" 

fin.  (mp  n L.  c ).  Donc  * H—  jy  \/ — 1 = 
(a—j— — I y*~*~n V(  ~ ) eft  rédudible  à la 
forme  M — f—  N y/ — 1.  De  plus  fi  les  expofans 
étoient  élevés  eux-mêmes  à des  puülances  dont 
les  expofans  fulfent  imaginaires  , ils  feroient  com- 
pris fous  la  même  forme.  Car  fi  q , r , t,  font  des 

imaginaires  de  la  forme  M -4-  Ny/(  — 1),  la 

$ 

r 

quantité  aq  fera  comprife  fous  la  même  forme, 
puifque  r ' eft  rédudiole  à cette  forme  , & par 

conféquent  aulfi  qT\ 

40.  Il  eft  évident  que  toutes  les  bradions  for- 
înées  par  addition , fouftradion , multiplication  ou 
divifion  de  tant  de  formules  imaginaires  que  ce  foit 
de  cette  forme  M -4-  N \f — 1 , feront  comprifes 
dans  la  même  forme  ; car  qu’on  imagine  tant  de 
formules  imaginaires  a -4—  b \/  — 1 ^ a 1 — f— 
b'  V — 1 , a"  ~h-b"  \/ — I , &c.  qu’on  voudra, 
il  eft  clair  qu’en  ajoutant  enfemble  ces  formules  , 
l’exprefïîon  qui  en  réfultera  fera  toujours  comprife 
fous  la  même  forme,  enfaifanta-»-  a &c. 

= M & b -4-  b ' -J-  b ' &c.  = N.  Il  eft  aifé  de 
voir  que  fi  on  retranche  quelques  unes  de  ces  for- 
mules le  réfultat  fera  encore  rédudible  à la  même 
forme. 

Si  on  multiplie  a -f-  b y/  — 1 par  a ' 
b f y/  — I , le  produit  aa'  - — b b r -4— 

( a b r —4—  a ' b ) \/  — 1 , fera  rédudible  à la 
même  forme  M N V — 1 , laquelle  étant  en-, 
core  multipliée  par  a " -4—  b n y ( — 1 ) don* 
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neïa  auflï  la  meme  forme.  Il  ne  s’agit  plus  que 
de  la  divifîon  : or  il  eft  vifible  que  ce  cas  fe  ré- 
duit toujours  à une  fradion  de  cette  forme 
A.-4_B\T(— i)  , , fI  . 

~C  | ' D ■ ' ( ' i~j~  * dans  iaclue^e  numéra- 

teur & le  dénominateur  peuvent  être  compofés 
par  addition  , fouftradion  & multiplication  d’au- 
tant de  formules  imaginaires  qu’on  voudra  de  la 
forme  M —K  N y/  — i : or  cette  fradion  peut  tou- 
jours fe  réduire  aune  autre  dont  le  dénominateur 
foit  réel  en  multipliant  tout  par  C — D \/ — i ; car 
. AC-+-BD  -+- (BC — AD)y/( — i), 

alors  .1  v.ent CC+BD  , 


# f t -n-'-i-r—  BD  BC — AD  • 

& £"  fa,ÜWt  CC--BD  =W-CCTID=N- 
on  aura  la  forme  M N \f  ( — i ). 

y®.  Il  eft  encore  évident  que  toutes  les  puif- 
fances  d’une  formule  A h—  B \/  — i , dont 
l’expofant  m eft  un  nombre  entier  pofitif,  fe- 
ront comprifes  dans  la  forme  du  théorème. 
Car  C A -+-  B y/ — i )m  n’eft  autre  chofe  que 
le  produit  de  A -+-  B y/  — i multiplié  par  lui- 
même  un  nombre  de  foisdéfigné  par  m — i.  Ce 
fera  la  même  chofe  fi  m eft  un  nombre  entier  né- 


gatif; car  alors  on  a 


, qui  fe 


(A-t-BK  — O " 
p — . Celle-ci  fe  réduit  en 


r éduit  à la  forme . Celle-ci  fe  réduit  en 
multipliant  haut  & bas  par  M — N y/^ — i , à 
cette  autre  1 » qui  eft  évidem- 

ment  rédudible  à la  forme  du  théorème, 

6°.  La 
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6°.  La  formule  générale  M -t-  N V — 1 com- 
prend encore  le  cas  de  N o,  & par  conlé- 
quent  toutes  les  quantités  réelles.  Il  peut  arriver 
que  le  produit  des  formules  imaginaires  foit  réel , 
alors  N = o : ainfi  le  produit  de  a h-  b y — 1 
par  a — b \/  — 1 eft  — — a a b k. 

70.  Uneracinem  quelconque  d’une  quantité  ima- 
ginaire de  la  forme  M -t-  N \/  — 1 , fera  toujours 

I 

de  la  même  forme  , c’eft-à  dire  (æ  -f-  b V — 1)  * 
fera  toujours  contenue  dant  la  formule  du  théo- 
rème. Soit  V (aa b b)  = c , p un  angle  dont 

le  finus  ==  - fl—  & le  co-finus  = - , on  aura 

c c 

a -f-  b\/  . — 1 ==c.(co(.p-+-ÿ( — 1).  fin.  p).  Mais, 
félon  le  lemme  ci-deflîis  ( 32)  , l’on  a ( cof.  p 
fin.  /?  \/  — i)m  = co Lmp  -+-  V — — i.  fin.  mp , 
quelque  nombre  que  foit  m , même  fractionnaire  ; 

I 

donc ( a -f-  b \/  — 1 ) » = y ! {a  -h-  b — 1 ) 

= cm(  cof.  — p —1—  \f  — ï.  fin.  — p ).  Mais  c 

m m 

étant  une  quantité  réelle  auflî  bien  que  a & 

J 

b,  - p fera  une  quantité  réelle;  donc  Z'(a  -\-b\T — 1) 

TT) 


appartient  à la  forme  M H—  N '/  — 1.  Et  en 
général  toute  expreffîon  imaginaire  ejl  réductible  à 
la  forme  M — f-  N V — I. 

La  racine  quarrée  de  a —b,  b étant  pofitif  peut 

s’exprimer  généralemen  t par  ± ^ 

-t- V (a  'S S a.a  . car  en  élevant 

cette  quantité  au  quarré , on  trouve  a —b. 

Tome  IV,  O * 
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La  quantité  y' — b — b)  — \f  ( — \J b), 

fe  réduit  facilement  à la  forme  M N y — i ,&il 
en  eft  de  même  pour  toutes  les  quantités  ima- 
ginaires quelconques  *. 


35” ..  Théorème.  La  quantité  imaginaire 
tt  db  b \T — i > dans  laquelle  a & b font  réels , 
peut  toujours  fe  réduire  à la  forme  cof  V •+■ 
fin.  V.  ( — i ) . Soit  pris  l’arc  V dans  un  cercle 
dont  le  rayon  r = \/  ( a a -4-  b b ) , & prenant 
l’arc  u femblable  dans  un  cercle  dont  le  rayon  = i , 


on  aura  cof.  V 


cof.  u = r cof.  u , & 


fin.  V = r fin.  u ; donc  a Hh  b \/  — i =s 
r.  co f.u  -±:  rfin.  « y • — i.  Mais  fi  l’on  fait  cof.V  = a , 
l’on  aura  fin.  V = V ( rr  — ( cof.  V)  * ) = 
\/  (a  a -4-  b b — a a ) -=  b ; donc  r cof.  u +rx 
fin.  u \f  — i ==r  cof.  V db  fin.  V \/  — i = a 
± b \T—  i. 


Remarque  I.  Si  l’on  avoit  b \/  — i , il  eft 
vifible  qu’on  ne  pourroit  réduire  cette  quantité  à la 
forme  M H— N — i qu’en  fuppofant  M o. 

Remarque  II.  L’on  a vu  ci-deffus  (3 3)  que  l’arc 


V~ — 1* 


L. 


( cof.  u -4-  fin.  u V — 1)  ; donc 


*Lequarré  de  la  quantité  a-i-af/r — 1 eft—aa-hiaa 

I 

— aa—z.\f — 1 , en  fuppofant  a =1.  Donc(i.l^ — 1)  z 
= 1 + 1/ — 1 > ce  qui  fait  voir  qi^  la  racine  de  la  quan- 
tité î . — 1 peut  contenir  une  quantité  entièrement 

réelle , c'eft- à-dire,  qui  n'eft  affeétée  d’aucun  multiplica- 
teur imaginaire. 
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en  multipliant , de  part  & d autre , par  rn  , Ton 


T Tl 


aura  mu 


r n 


, L.  (cof. «H- fin. u.  — i) 
V 1 / 

L.  ( cof.  u — {—  fin.  u y — 1 ) ~T*  v^~ 1 C car 
rn.\f  — i rn.V — I 


V — i \—*‘V 

= — rn  \/ — j)=L. 


(cofitt— l-fin.t<y^ — i)r*v  “* 
L.  ( cof.  « fin.  u \/  —.1  ) ,»V/—  i . 


puifque 


= cof. 


cof.  u —t—  fin.  u I 

fin.  u y — j . Ên  effet , en  ôtant  la  fradion  , 
Ton  trouve  cof  u 2 -4~  fin.  u 1 = i , quarré  du 
rayon  i ; doncL.  (cof  u ± fin.  u \S— 1)+'” v_x 
= r n u = rn  u L.  e , e étant  le  nombre 
dont  le  logarithme  hyperbolique  = i ; donc 

(cof  u -+-  fin.  h \/* i)+r,^"1=aer“  a 

quantité  réelle.  Si  l’on  fait  M — f-  N \/  — i =* 

r cof.  m ±:  r fin.  « — i , ou  *+•  - \/ — i 

= cof.  u ± fin.  u \/  — i , & qu’on  fafle  a 

î*  N , / 

— , fc  = -y  ,fon  aura(a  y— 

er”"  ; donc  quand  on  dit  que  ( a 4-  b\/  — 
peut  toujours  fe  réduire  à la  forme  M 4-  N yf—  I. 
Quelque  foit  m , on  doit  entendre  que  m étant  une 
quantité  réelle  = ^ rn  , N fera  = o , dans  la 
formule  M —J—  N y^  — - i , ce  qu’il  eft  bon  de 
remarquer. 


0 
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\ • 

De  l’Intégration  des  Formules 
Logarithmiques. 


36.  L’on  a vu  dans  la  première  fedion  com- 
ment il  falloit  différencier  les  quantités  loga- 
rithmiques & exponentielles  , on  a vu  aufïï  com- 
ment on  pouvoir  obtenir  dans  certains  cas  des 
intégrales  logarithmiques  & exponentielles.  Nous 
allons  maintenant  reprendre  la  même  matière. 

Toutes  les  fois  que  l’on  peut  décompofer  une 
formule  différentielle  fradionnaire  en  deux  fac- 
teurs dont  le  dividende  foit  la  différentielle  du 
divifeur  , l’intégrale  eft  égale  au  logarithmique  du 
dénominateur  en  y ajoutant  une  confiante.  Ainfi 
ix 

S.  — ===  L.  x — i—  C.  Quand  nous  n’ajouterons 

X 

point  de  confiante  , le  ledeur  doit  y fuppléer. 

S.  — — = L . (?  H—  a).  Mais  fi  la  fradion  dont 
o.-\~  ^ 

on  vient  de  parler  contenoit  un  fadeur  confiant 
qui  n’appartînt  pas  à la  différentielle  du  déno- 
minateur , on  mettroit  à part  ce  fadeur , & l’on 
multiplieroit  enfuite  l’intégrale  par  le  même  fac- 

» • r o b . 2 X d X 1 p 2 X fi.  X 

teur.  Ainh  c». = b 0. = 

a a H- xx  a a -+-  xx 

IL.  (a  a x x ) ; S.  / î — = S.-i-  . — il — 


J-  S.  _ 

b ?-f 


■-y  L.  ( I -f-  a ). 


Si  la  différentielle  appartencit  au  logarithme' 
d’une  fradion  , il  feroit  plus  aifé  de  s’y  tromper  ; 
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par  exemple  , S. 


x 


d y y d x 


Soit  la  différentielle  777- 

V (2 

■■y 


y*ix 


= L.  — . 

X * 

r , en  fuppo- 

, a x ~t—  x.  x}  * rr 

fant  x-=y  — at  St  d x = dy,  elle  devient 


à y 


, dont  l’intégrale  eft 


V (y 1 — « ■ ) 

L-(y  V'iy2  — flfl)  } -H  G » comme  il  elb 

facile  de  s’en  alïurer  en  différenciant  cette  quan- 

* d X 

tité.  L’on  a aufll  S. . — = 

\ (2  a x -t—  x x) 

\/-(2  a x-t-xx)  ^ . La  dif- 
. d x 


L.  ( x -4-  a 

férentielle 


\ ( x x — b x -4-  c ) 
faifaot  x — y H — ) ^ V 


devient  ( en 


V(yz — - c ) 

4 


U z 

dont  l’intégrale  eft  L.  y 4-  y (j1 c ) 

4 

£ 

= L.  Qc — — -~+-\^Çxx — bx-hc)^.  On  a de 

même  s-  vci+»-ï)=L-^+'/ (aa+x* ù 1 

I » ✓ N 

S.- 

s. 


■;'l0+v/(ïj+i))  1 


s. 


x]/  aa-fxx) 

— ■ -X. — - -=  - — L ( L„r  — f-  y/ (.vx— (—  1 ) ) ; 
fl  V (xx  + 1 ) û ^ y ' 

d X V. - 

A"  • ( I -+-  L.  X ) . 


— L . ( 1 I L • x ) 5 
O3 
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S.  ; 

S dxL'  x-  = xJ±dï  h—  L.  ( i — x ), 
(i  — x) z i — x 

A l’égard  des  quantités  exponentielles,  on  verra 
( voyez  la  fedion  première  n°.  26  ) , fi  l’on  peut  les 
décompofer  en  deux  fadeurs  , dont  l’un  foit  la 
différentielle  du  logarithme  de  l’autre  ; divifant 
alors  par  le  premier  fadeur , l’on  aura  l’intégrale 

cherchée.  Ainfi  la  différentielle  x’  .y K ( -f- 

x 

dï  . L . x , L .y  -H  x.dy^  intégrable  ; 

,dx  . T T ?L  .x.dy\ 

parce  que  y * ( h . L.  x « L.y  4 ) 

x y 

.!  x 

eft  la  différentielle  du  logarithme  de  x*  , ou  de 

X. 

y * L.  x . & l’intégrale  eft  x 

Selon  ce  qu’on  a dit  fedion  précédente  ( 1 8 ) , 

; — (L.  x) 1 , & S,  xm  (L.x)’*  dx  <=■ 


s. 


d x L.x 


.ï”-’"1  (L.*) 


m 


m— J— 1 

m . ( m-— ï ) 


x’ 


(m-h-i)1 
'*  (L.x)’”""*  &c. 


( m —t—  ï ) 3 

37.  Problème.  Trouver  l'intégrale  de  la  dijféren - 

T . 

titïle  x * a’jr  L.x.  à caufe  de  S.  .v”  dr 


n— | — i 


* * 


l’on  aura , par  la  formule  S,  dÿx  = xy  — S.  xiy  , 


Digitized  by  Google 


Calcul  Intégral. 


S.  xn  dx  L.x  = 


n 


T „ I 

c x ” d L.  x = — , — x 

Tl  —t—  I 


x * 1 x L.  x — 

•-*-1  L.x  — 


n •+-  i 
i 


S.  x”  d x 


n 

l 


n 


jr*-*-1  L.  * 


-•  x 


»H-  X 


(n  + l)  ' _ dx  , 

Soit  propofé  d’intégrer  laformule  mCL.*)”1  'y 


Je  fais  L.  x = y , pour  avoir  — — dy  , & 
( L.  x ) “ ” 1 = y m “ 1 ; donc  la  formule  propofée 
eft  = mym'"1  dy  , dont  l’intégrale  = y 

* ~ 1 //  .î* 


(L.*)m.  Soit  (L.*”/  — j je  fais*"  = y. 

dy  -p> 

■DoTicmx”-1  dxè==dy  3dx=  De 

plus  l’on  aura  L.  x"  =L.y;  fubftituant  ces  valeurs, 
la  formule  propofée  devient  — (L.y)n  “ ‘-y  ? dont 

l’intégrale  — — — (L.y)”=  - (L.*").  Lon 

° m . n m .n 


a auffi  S. 


dy. 


-L.y=L*(-y)  = L.  i — 
/ y 

JL,  y=  — L.y  s à caufe  de  L.  i = o ; ce  quil 
eft  bon  de  remarquer. 

a x T 

38.  P R o B L i M e.  Intérêt  la  formule  yy  L.x . 

■Soit  1 , — x =•  u , ou  x =33=  î — « » la  formule 

O4 
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du 


Reviendra  — L.  ( i — • u ).  La  différentielle 

dç  L.(i  — ■ u ) eft  = — ■. 

i — u 

u d u — &c.  Donc  L.  ( 1 — « ) 


■ ~-du.(i—u)-lz 


d u 


— U — - &c.  Et  S.  - — . L . M = c 

2 u 

-4 + + ± + rj  « 5 + &c. 

Si  l’on  veut  que  cette  férié  foit  égale  à o,  lorf- 
que  x=-o , oulorfque  « = i , l’on  aura  C -f  i + 
?+i+7i&c*=o3ouC=—  i—i  — i — •_  &c, 

4 9 » tf  wv,v* 

39'  P;obleme.  Trouver  l'intégrale  de  la  for-' 
mule  - — . L.  x.  Je  fais  « = i — x , & la  for-. 


1 du 


mule  devient  L.  ( i u ) — — — 

uu  u 

+ {udu  + ^u- du  &c.  dont  l’intégrale  = C -f* 
L.  u + 


u 


uu  u 1 

' h — — 

2 3 3-4 


u 


+•  — — & c.  Pour  que 


1-2  2.  3 ' 3.  4 ' 4.  y 

cette  férié  s’évanouiffe  lorfque  x = o , ou  lorf- 
que  u = j , l’on  doit  avoir  C = — L.  1 

1 1 


_i L 1 ».  1 

1.2  2.3  3.4  1.2 

Car  L.  x = o. 


2.3  3.4 


&c. 


4°.  Problemi.  Suppofant  que  p ejl  une  fonftion 
de  x,  trouver  l'intégrale  de  la  formule  dp  (L.*)  *^ 
Si  Ion  ajcuto'.t  à cette  différentielle  la  formule  prf(L.x)"  * 
on  auroit  p(L.*)«  = S.  d p ( L.  x)n  ■+-  S.pd  ( L.x)"  s 
.donç  S.  dp (L.x)”—  p (L. x)n‘—  S, pd(L. x)”  —p  hx”  — 
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nS.^*(L.x)”'-1  j donc  fi  S.  p — = q , l’on  auia  de 


dx 


àx 


même  S.p-J  (JUx)*-1  = ?(L.x)*~  1 — («  — i)x 

S q (L.x)n~~ 1.  En  opérant  de  même,  & fuppolant 

a: 

S.  i^  = R:  S.^-^  = r,S.—  = u &c.  l’on  aura 

X X X 

S.  dp  (L.x  ) » = p (L.x  )"  — nq  (L.x)"-1  ■+■ 
72  .(n  — i).R(L.i)B—  2 — n.(n' — i)  .n — z .t  ÇL.x)n~  5 &c. 
Si  72  eft  un  nombre  entier  pofitif,  l’intégrale  ne  con- 
tiendra qu’un  nombre  fini  de  termes. 

Exemple  I.  Soit  la  formule  xm  dx  (L.x)1,  Ion 


aura  72=2, p=- 


q = 


a m I xn 

R= 


B+l'  ‘ (/Ti-t-l)*'  0&-+-O* 

. . 1 AT  x)1  zL.x^ 

ionc  S.*  - J*  (L.  »)  » =*—  'X  (“T' - 5STT*  + 

Y si  m= — i,  l'on  auraS.^(L.»y  = ; (L.*)«  J 

ce  cas  eft  excepté  de  la  formule  générale. 

Exêmple  II.  Soit  la  formule  x ”1  1 d x ( L.  x ) 3 î 

xm  xm  t.  xm  * . 

l’on  a /!=  j,  p = —5  5 = — ï3  R~  — » Sc  t — 


— — j donc  S. xm"“  1 dx(L.x)3  = x w ^ 

m + \ 


772  3 

(L.*)3 


771 


? ( L.  x ) 2 j.iL.ï 


772  ‘ 


772  : 


772+  J 


. Si  772  eft  un  nom- 


bre entier  pofitif  o , cette  intégrale  devieqt  •*—  o , 
iorfque  x — o. 

41.  Problème.  Trouver  l'intégrale  de  la  formule  a*  pdx, 
p étant  une  fondlion  de  x.Puifque  d.ax  eft~  ax  dx  L.  a par 
la  nature  des  quantités  exponentielles  , on  aura  auflï 
1 . , r 


S.  (i*dx—r: — a*  j donc  S.  p a*dx=T~ 

L>.  U A,. 


p 
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L,  a ^'  ax^P‘  Si  ^on  fuppolè  dp  = qdx  pour  avoir 

S.  a * q dx  = -= — -a  * q — — S.a*dq,  l’on  aura  cette 
Li.  a L.  a 

réduéfcon  S.  a*  p d x = T—  a * p — a*  q -+- 

L.  a 1 (L.  a)1  1 

i S.  ax  dq  -,  Sc  fi  l’on  fait  d q = R d x , il  viendra 

cette  réduction  S.  ax  pdx=  a*  p - — a * a 

L. a 1 (L.  a)1  * 

i _ i 

— ax  R—  ^ S.  a*  d R,  & ainfi  de  fuite.  L’on 

peut  continuer  jufqu’à  ce  que  l’on  parvienne  à une  for- 
mule intégrable  , ou  à une  forme  là  plus  fimple  de 
fon  efpcce. 

Exemple.  Soit  la  formule  a*x"dx,  n étant  un- 
nombre  entier  pofitif  ; puifque  x"  — p , nous  aurons 

S.  a*x»  <fx  = — —a*  x" S.  a*  x"-*  dx.  Si 

L.  a L.  a 

Ton  fait  fucceflîvement  x '=  o , i , z , 3 , &c.  l’on  aura 

S.  a*  d x = =^—.ax 
L a 


S.  axxdx  ~ ~~  a*  x — -rr  a 
La  (La)1 


S.  ax  X*  dx=  — — ax x1 


La 


CL  a) 


1 z . x 

-axx-b  p; — — ar. 


(La) 


S.  a*  x)dx=j-a*  x1 — -yi~-  ax  x*  -+-  axx  — 7™*'. 

La  (La)1  (La)»  (L  a)+ 

« 

«■.  c j . sxn  n.xtt~l  n.(n — i).x"~l 

Et  S.  a*x”  dx  = a*  ( 1 . 

'La  (La)1  (La)» 


n.  (n — i).(n — z)**- » 
(La)  » 


+* 
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a*  dx 


Soit  propofé  de  trouver  l’integrale  de  la  formule 

Selon  ce  quon  a dit  dans  la  première  partie  de  cet 
ouvrage  ( courbes  algébriques  47  ) . en  appellant  p le 
logarithme  d’un  nombre  , ce  nombre  fera  1 

&c.  Donc  puifque  L.  a*  = x L.  a , 1 on 
1 C L-  d ) 1 4.  &C.  Si  l'on 


IL  4.  il. 

1 . z 1.2.3 
aura  a*  = 1 -+*  *L.a+ï 


1 z 


multiplie  cette  férié  par  —■ , & qu’on  intègre  en  ajou- 


tant une  confiante , il  viendra  S. 


a*  dx 
x 


„ _ xL  . a 

:C“i-  L.X-+- 

4_  xz  (L-  a)  - + au  j-eu  jg  a f pon 

prend'  k nombre  ê/dpnt  le  logarithme  hyperbolique 
1 ex  dx  T x 

frit  l'unité , il  viendra  S.  — — s=  C -H-  L.  * -H  j ■+■ 

'*  • &c.  Si  l’on  fait  e*  = ?»  ou  x L.  e= 


j_  x_-_ 
1 ’i.z 


ZI. Z 31.3.3  J 

. , . d ? e Xdx_ldj  _ 

* = L.  î,cequidonnedx=  — » — — — 

P-,  l’on  aura  S.  p-  =*  C 4-  L.  L.  ? ■+■  — + 

L.ç  W 

JL.  (L:.iH.4-&c 

Pour  que  cette  intégrale  sevanouilfe  lorfque  °» 
la  confiante  C doit  être  infinie , parce  que  le  logarithme 
de  o efl  infini  (négatif)  ceft  la  meme  chofe  fi  1 inté- 
grale doit  s'évanouir  , lorfque  ? = 1 . parce  que  e 
t t — r n. Sîj’eft  mus  petit  que 


M i intégrale  efl  réelle  , dans  ce  cas  elle  lera  imaBi 
naire  pour  les  valeurs  de  ? plus  grandes  que  1 umte , ÛC 
réciproquement.  m_  , 

Si  l'on  avoit  à intégrer  la  formule  ^rj^; — » cn 

faifant  k"  =s  * , on  auroit  xm  — 1 dx=  m 53 
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L.  ? , ou  L-  x — — L.  i , & lu  formule  fe  changeroit 

en  celle-ci  dont  on  vient  de  parler.  L*on  peut  auflï 

lorfque  l’intégration  ne  réuflit  pas , réduite  la  formule 
a*pdx  en  férié  , & Ton  aura  S.  a*vdx  = S.vdx-+- 
I '-a  (h.  aY1  „ 

- —S.rxdx-i —J— .S.px'dx  &c.;  ainfilip=:  , 

x",S  -(L~  a)*'*1 

,r  \ «-t-l  I . (rt-f-i) 

(La)2*"-"-?  o v 7 

i .i.(iz-+-3  ) &C  °r  “ ^aut  remarqùer  que  lî  n = — r , 

au  lieu  de  — - — , l’on  doit  écrire  L.  x. 


n- 1-  i 


Soit  la  formule  ; l’on  aura!?=  — : q — 

i — x 1 j—x  » * 


R~  Ô~T)T;  t==  ( !-x)  4 2 &c.Donc 

r,  X J ' 


c a f 

5.  — av  (_ 

I — x \fi 


i . i 


(i— x)L.a  (i  — x)2(L.a)2  - 

( i — x)* (L.a)3  &C  ) 

42-  Problème.  Trouver  l’intégrale  de  la  formule  ex- 
ponentielle xnxd  x.  Je  réduis  x”*  en  férié  pour  avoir 

x» x=H-nx L.x-4-  2(L-y)'  -+-  (L-*L* &c. 


I . 2 


- ~ 1.2.  î 

Multipliant  par  d x & intégraht  chaque  terme  l’on  a 
S.  dx  = x. 


S*  x dxL , 


*=*’(¥- û). 

S.  x 2 dx  (L  x)  »^x*  Æ*?  Z-*{kxy> 

' 3 3 1 3 3 G 

S.  x3dx(Lx)î=x^Æ^-  j-(Lx)2-|  ?-a‘L*  *•»•»> 

" . > 4 4Z  4 3 4+  / * 

T dtc,  = &c. 
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Et  en  général  fi  l'on  fubftitue  ces  Cries  & qu’on  les 
arrange  par  rapport  aux  puiflances  de  L x , l'intégrale 
fera  exprimée  par  les  fériés  qu’on  voit  ici. 

Z”  , nx  nzx 1 n3*3  n*x+ 

l -+-x(i -H —H — &c. 

V 1 i J 4 4 J5 

1*  n*1»  /■  1 îot  , n.n.x2  n\r3  _ 

S.*-  'd  x =<  ^ “7"  1 7” '+'‘T3  TT  &c‘ 

J n*x}  (L.x)z  s 1 nx  itW  r;3.r3  * 

/H-- — ( — ; H 77-  occ. 

F 1.2  \g  1 6 s 


Soit  la  formule  e ■ (dp-f-p  rf*)  > e étant  le  nombre 
dont  le  logarithme  hyperbolique  = t j il  eft  évident  que 
l’intégrale  eft  = e*  p. 

Tl  eft  difficile  de  donner  des  règles  qui  faffent  trouver 
l’intégrale  dans  des  cas  femblables , û fouvent  il  faut 
procéder  par  conjecture  s comme  par  exemple , fi  l’on 

6 x dx 

propofoit  la  formule  , on  pourfa  foupçonner  que 

l’intégrale  de  cette  diftérentielle  eft  de  cette  forme 

r -+-  x 

Pour  s’en  aflurer , on  différenciera  l’intégrale  fuppofée,' 
e •'  (1-4-  x)  -f-  x ydxj 

pour  avoir  — — — ^ ^ . Comparant  avec  la 

formule  propofée,  l’on  trouve  d^(  1 -*-%)-+- -x^dx=xdx. 
où  l’on  voit  tout  de  fuite  que  ? = 1 ■&  dç  = 0,  ce  que 
les  règles  ne  feroient  pas  facilement  connoître. 

La  différentielle  dx^^xx-t-aa)  a pour  intégrale 
la  quantité  '•  aaL  Qc-+-\/r (x*-Hm)^-}-C. 

Si  l’on  fuppofe  â = i'p , p étant  le  paramètre  d’une 
parabole  ordinaire  dont  l’ordonnée  eft  y , l’élément 

de  l'arc  de  cette  courbe,  fera  (yy~ f-  1 pp).Donc 


Digitized  by  Google 


222  Cours  de  Mathématiques. 


«et  arc  fera  = ^ V (jJ-+-~rr)-*-~P  L-  (j y 

•+-  — pp))  ■+•  C.  Or  il  eft  vifîble  que  C = -pL.— p. 

Des  Formules  qui  renferment  la  Différence 
d’un  Arc  Circulaire  , ou  du  Logarithme 
Hyperbolique  Simple  , multipliée  ou 
DIVISÉE  PAR  DES  SlNUS  ET  DES  Co-SlNUS. 


43 . Nous  défignerons  le  logarithme  hyperbolique  fimple 
pai  x au  lieu  de  le  défigner  parm , comme  nons  Tarons  fait 
dans  les  fedtions  coniques  (84)  j & alors,  les  deux  formules 

3ui  regardent  les  finus  & les  co- finus  multiples  , en 
éfignant  le  finus  hyperbolique  par  s h. , & le  co  - finuÿ 
hyperbolique  par  c . h , deviendront 

, ( c . A . x -f~  r • h .x)  n -h  (c  .h . x — î . A . x)  * 

c • h.  • n • x — — “*  ■ 

%.Tn-X 


, (c.A.x-4-r.  A.x)”  — (c.  A.x — s.h.x)* 

s.  h. n.  x = — ; 


dans  ces  formules , r défignè  le  demi-axe  de  l’hyperbole 
équilatère , ou  fi  Ton  veut  U finus  total. 

Si  dans  les  formules  qu’on  a trouvées  ( géom.  176  ) on 
fubftitue  x aulieu  de  a , Ton  aura  pour  le  cercle  dont 
le  rayon  = r , & x un  arc  quelconque 

(coCx-f-V^ — 1 fin  x)  * -+*•( cof.x- — — î fin.x)  • 
Cof.  nx=x  ■ Tir; 


Sin.nx= 


(cof.  ! fin.*)"  — (cofix — — 1 fin.*)  * 


Ces  quatre  formules  ont  lieu,  quelque  foit  le  nombre  n 
pofitif  ou  négatif , & même  irrationnel.  Nous  défignons 
te  finus  d’un  arc  circulaire  x par  fin.  x,  fon  co- finus 
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par  col.  x , tangente  hyperbolique  par  t.  h, co-tangente 
hyperbolique  par  cot.  A. 

Remarque.  L’on  (ait  que  dans  le  cercle , le  cc-nntis 
eft  au  finus  comme  le  rayon  ell  a la  tangente,  que 
la  tangente  eft  au  rayon  comme  le  rayon  a la  co-tangente; 
or  c’eft  la  même  chofedans  l’hyperbole  équilatère  (Fig.  8); 
car  foit  C P de  co- finus,  P M le  finus,  le  demi -axe 
C B = C A = r , la  tangente  A/=  t , les  triangles  rec- 
tangles femblables  C A f,C  P M, donnent  CP  : P M : : C A : A/, 
ou  cA:  x A:  :r:t.h.  Les  triangles  femblables  B r C,  CjA 
(ces  triangles  ont  les  angles  en  F & C , altcnes internes 
à caufe  des  parallèles  BF,CA)  donnent  A/:C  A::CB:  B h ; 
or  B F eft  la  co-tangente  correfpondante  au  finuspM; 
donc  t.  A:r  : : r : cot.  A.  Dé  ces  proportions,  ou  conclut 

que  s.h.x  —Cwh,x^’..h-^-  ; filon  fubftitue  cette 

valeur  de  s.  h . x dans  les  deux  premières  formules  Ion  a, 

(c.h.x'i”  /lr+t.h.x)  -+-{r— t.h.x) 
c.h.n.x  — — ^ a r--‘  / 

rfr-ht.h.x)' — (r— t.k.x' 


s.h.iiiX=z 


r n 

s. h. r 


■(.- 


i r' 


-)• 


donc  t .h. n .x  — 


r.s.h.n .x 


Mais  t . h = rr  , uum.  *.«.«.*  — - „ . „ „ 

c . A c.h.n.x 

• (r-t-  t • A . x)  " — (r—  t.h.x) 


■ 

’ V (r 


t . h .x)  ” \ „ 

-rrw)  • * paice  ÏU* 


r.A 


(r-+-r.A.x)”-t-  U' 

r * 

. x : r : : r : cot.  A . *,  l’on  a cot.  h . n . x .—  — . — J 

t.h.n  .x 


donc  l’on  aura  la  formule  fuivante , cot.  h.n.x 

T :?2.  ■+;  ( r~  -A'  *-]-).  Par  de  fembla- 

' \ (r-ht  .h.  x)”' — (r  — t.h.x)”  s 

blés  fubftitutions,  l’on  trouvera  pour  le  cercle  ,tang.nx= 
r f (rtVC— O-tangj?)"—  (r-V (-i).tang.*)" \ 

\ i).tang.x)”-f-(r-î/‘ (- O-tang-x)”  J 

_ t.V (— i).[(H-Vr - r .tang.  r^-Kr-l/^-i.tang^)*] 
j).tang.  x'j" — — y ( — i)tang.x^ 


eot.nx 
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44.  P R OBiEui.  Trouver  l’intégrale  des  formules 
ch.x.d.s.hx — s.h.xd.ch.x  cof.  x.d fîn.y  — fin. xd.  cof.  x 
r ’ r 

Dans  la  fécondé  x défigne  un  arc  de  cercle  donc  le 
rayon  — r. 

T ..  _ ch.xd.s.Lx — s.h.x.d.ch.x 

Je  dis  que  S.  =.e,*dc- 

lignant  un  logarithme  hyperbolique  fimple , & 


S. 


cof  x d fin.  x — fin.  x d.  cof.  x 


= x,  x étant  un  arc 


de  cercle  dont  le  rayon  = r.  Dans  l’hyperbole  équila- 
tere  ( Fig.  8.  ) , le  fe&eur  C A M divifé  par  — donne  le 

Z 

logarithmique  hyperbolique  fimple  * correfpondant  au 
finus  P M ( voyez  la  feétion  précédente  11  ) ; donc  le 

logarithme  x multiplié  par  — , ou  — = C A M ; ot 

C A M eft  égal  au  triangle  CMP  moins  le  demi-feg- 

ment  A P M , lequel  demi-fegment  en  faifant  C P = 

c-k.x,8cPM  = sh,  fera  = S.  s h . x . d . c . h . x ; 1 

. rr  c.k.x  s.h.x  _ , , . . , 

donc  — - = — ■ 5.  s.  h . x .a.  c.  h . x;  donc 

x z 

en  différenciant  les  deux  membres  de  l’équation  , ré- 

duifant  & divifant  par  — l’on  a '(  A ) dx  = 

c.h.x.d.  s.  h . x — s .h  . x ■ d.c.  k.x  , 

■ ■ j donc  Cxc» 

r 

Dans  le  cercle  (Fig.  2)  en  faifant  CA  = r,  l’arc  AM=.y, 
r x 

le  feéteur  CAM  = — = au  triangle  CPM-f-  le  demi- 

Z 


* C’eft  évidemment  des  logarithmes  hyperboliques  (impies 
dont  il  s’agit  ici. 

fegment 
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fegmcnt  APM,fera— • * -f-  S.  — fin.  x . d.  cof.  *. 

On  met  le  ligne — parce  que  le  fcéteur  croilTant , leco- 
lînus  décroît  ; de  forte  que  fa  différentielle  eft  négative. 

Donc  en  différenciant  , rcduifant  & divifant  par  — 

r i 

__  _ j cof  r d.  fin.  r — fin.  x . d cof  x , 

on  a dx  = j donc &c. 

4f.  Problime.  Intégrer  les  formules  ^ r,5  ' c^‘ * j 

d x . s.  h .x  d x cof.  x — d x fin.  x 

_ > S - 1 1 • 


T »—  c àx.ch.x  , dx.sh.x 

L on  a S. sa  s h,  x;  S.  — ~ ch.xt 

c dtf.cof.jf  r — d.Kr.fin.  x 

S.  — fin.  x ; S. — = cofi*.  Car 

dans  l’hyperbole  ( ck.x)z  = r1-+-  (sh.x)1-,  donc 
en  différenciant,  ch.  x.d.  ch  x = s kx  . d.  s h.  x ou  d.c.hx=s 
s hx.dfm.h  .x  . , , ch. x.d. ch. x 

7X7*  • &d-sh  •*  = ’ Ces  valeurs 

étant  fucceflîvement  fubftituées  dans  la  formule  A (44  ) ; 

donnent  rdxr=ch  .x.dsh.x \ . . d s h x 

c h .x  ’ * 

, (ch.*)1  , , . , , 

t d x — j,  ^ ^ d . c h . x s h . x.d.  ch.  x ou 

r d x = — ck~x  C ^ ch.x)1-—  s h.x)  1 ^ , rd*=* 

*-—r- —(  (ch  ■ x ) 2 — ( s ch.x)  1 ) ou  r dx  — * r 1 i 

rdx=  r 2 (parce  que  (ch.x)1 — ( f fc.*)2=r2  ) 


rdx=  *X‘ r 2 (parce  que (ch.xY — ( f fc.*)2=r 2 


, , dxch.x  , , dx.sh.x  , 

o\id.s.h.x=: > d.ch.x  — j donc 

r r 

Tome  IV.  P 
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, _ dx.ch.x  , _ dx.sh.x  . 

s h . x — S. c h . * = S. . Dans  le 

r r 

cercle  ( Fig.  i ) , l’on  a CM:  MP::  Mm:  mn  , 
CM:  CP  : : M tti  : Ma,  ou  r : fin.  x::  dx  : — d.  col',  x ; 

r : cof  x : : dx:  d . fin.  x 3 donc  d . cof.  x — — ' ■■'n' x , 

r 

- _ -—dx.  fin.  * r i f dx.coC.x 

& S.  — = cof.  x j a.  fin.  x = , 

r r 

. e dx  . cof  x r 

& S. = fin.  x. 

r 

4 6.  P r o p o s i t i o k.  L’on  a toujours  les  quatre  théo- 
rèmes fuivans . 


m . S.  (ch  . x ) dx  =s  ( tti— -i)  r’-  S.(ck.x)m  1 dx  -h 
r(c  h.  x)m~'  s h.x. 

m.  S.  (s  .h  . x)m dx  = — (m  — i)r1S.(sh.x)n~  1 dx-h 
r ( shx)m"~  1 c h.x. 

m.  S .(coC  x)m  dx  sas  ( 77i — i )r*  S.  (cof. .y  )m  — 2 d.v  -+• 
r.(cof  x)  m“ 1 fin.  x. 


m.  S.  ( fin.*  )m  dx  =(  777  — i)rl  S.(fin.  à*)m“ * dx  — 
r . (fin.  x)m~  1 cof*. 

Pour  démontrer  le  premier  théorème,  je  remarque  que 
d.[(rA.*)’”  — I sh.x]  — (m — i ) . (ck  .x)m~ 1 S.  h ..*x 
d.ck.x-i-  (ch  .x)m~  1 d .s  h .x.  Subllituantles  valeurs 
d ed.ch.x,  d.sh.  x qu’on  vient  de  trouver  (45),  & 
( ch.x ) 1 — r*  au  lieu  de  (s  h.x)2-,  & multipliant 
tout  par  r , il  vient  r d [(ch,-  x)  m~  1 sji . x ) ] = 
{tri  — 1 ).(ch.x)m  ,d  x — (m  — t j .rz  ich.  x)  m~ 1 dx 
•+•  (c  .h  )m  d x-,  donc  m . (c.  h .x)m  d xx=(m  — i)r  1 X 
( ch . x)m~  1 d x -t-r  d [(c  h.x)m~  1 s h.x)']  ; donc  en 
intégrant , S. 777 (ch.  x)mdx=(m-~  x).r* S. (ch.  x)m~ 1 dx 
•+•  r . (c  A . * ) “ •—  1 j . A . *. 
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i /•'  J RhéotAne  fe 'démontrent  la  fcrll,- 
1 ■ ^ - ■ c*  tx.d . ,z 

■"rions  $ „ous  ;é„o„'s'  ntc«cm>cs  fub«' 

fcm.  aie  r J [ V,A . »)  - - ■ ch . ,]  =.(.  _ ,) . r , ( ,,  . _ 

1 ) • (/ A .*J*  Jv-+-  t ri  .v)"  Jvsdonceoré- 
duifant , rranfpofant  & intégrant,  m S.  (rj  *)  „ j 

Pour  démontrer  le  troiliime  théorème,  je  me  fers  Je 
la  formule  d . (cof  a)—  • fin.,  =*_ ,, ,(  , ‘ 

t * ,f  ? î ' + < “f-  *>  —'**■•  *•  SoWUtuez  les  va- 
leurs  de  d cof  * , d.  fin.  * , trouvées  ci-deifus  ( 4f  ) écri 

!“  r ?“  < < f * > 1 aU  licU  * («“•  * ) S & multipliant 
part,  il  viendra rd[(cof,*)»  — 1 fin  * J = — j , 

( cofi  *)  » 1 d x -+-  ( œ — i ) . ( cof.  * ) » d x •+-  ( col:  *)  » d x . 
donc  m.S  ( cof.*)"  d x=x(m  — i)  ri  . S.  ( cofi  *)  — *./  ’ 
rt-  r(  cof  x)  1 fin, jc.  ■ y 

Le  quatrième  rhéoréme  fe  démontre  facilement  par  la 
formule <L [(fin. a)»  — ■ eof.*]c= 

coCar.É  fin.*  + (fin.e)-i  J.cofA.  Si  Ton  fubft* 
tue  les  valeurs  de  J.  cof.*,  rf.  fin.  *,&  celle  de  (cof  ri . 1 

& q-Wy  prenne  comme  dans  le  cas 
precedent , 1 on  trouvera  m.  S.  fin.*  W*-  — r , 

S.(tn.x)--Ux-,.(6a  *)■-,  C’c7  ~‘)r'~X 

47.  Problème.  Intégrer  les  formules  -dx 
r J,  ri,  ;ix  <*■*)“ 

(sh..x)z  5 (cof.  *)»’  (fin.  a-)»’  ***on  a 

S'(c/!  ..r  j-~"c/i.x  * Celafuit  du  premier  théorème  j 
car  en  fuppofant  «sso,  il  en  refaite  légation  0 « 

Pa 
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— i .r  *S.  (ck'.x)  1 dx-hr  .(ch.x )“  1 s h. x j donc 

r S-  — f‘X“  V , — —r— — • Par  le  fécond  théorème  , l’on  a 
(ch  ,x)z  ch.x 

dans  ce  cas,—  rS.z — ; X = ■— ^ ' * . Le  troifième  donne 
(s  h.  x)1  s h.  x 

c,  dx  fin.  x . 

r '(  cof  x j*  =:  cof  x ’ ^ e <luatncmc  V01r  Ç116 
o dx  cof  * 

""  r5'  (fin.  x)1  ~ fin.  JC  • 

48.  Problème.  Intégrer  les  formules  ch  .x  ,dx’,s  .hx.  dxi 
cof.  x .dx  i fin.  x d x.  Si  dans  les  quatre  théorèmes  ci- 
delïus  , l’on  fait  m — 1 , ou  in  • — 1=0,  l’on  aura 
S.  ch.x  dx  = rsh.  x -,  S.  s h.  dx=r  .ch.x  iS.  cof.  a?  dx  — 
r fin.  x ; S.  fin.  x . dx  = — r cof.  x. 

On  voit  auflï  facilement  qu’en  faifant  m — z dans 
les  mêmes  théorèmes  ci-deffus , ou  m — 1=0;  à caufe 
de  S.  (ch. x)m~~zdx  — S.  dxr=x,  le  premier  théo- 
rème donnera  xS.(ch.x)idx  — rzx-t-  r ch.x . s h . x. 
Il  eft  aifé  de  voir  que  le  fécond  théorème  donne 
a S.  (s  h .x)  1 dx  = — rz  x ~^r  sh.x.ch.x.  Par  le  troi- 
fième théorème  l’on  a x S.  ( cof.  x)1dx=*rzx  -f- 
r cof.  x . fin.  x.  Et  par  le  quatrième  , l’on  trouve 
a S.  (fin. x)1  d x=zrz x — r.  fin.*. cof. x. 

r , r . dx  dx 


4p.  P r o b l e m e.  Intégrer  les  formules 


ch.x 3 sh.x 


-r^X  i - ^ . Nous  avons  trouvé  ci-delfus  ( 4f  ) 

fin.  * col.  * 

I. . • j d . s h . x ..  . i.  . « 

équation  r d x = — ■ ^ — r 2 , d ou  1 on  tire  d x =s 

rj  . s h . x ' jllj)^jtuant  cette  vajeur  <jc  dx  dans  la  pre- 
ch.x  • r 

miere  formule  & multipliant  par  r , l’on  trouve 

rr.d.sh.x  rz.d.sh.x  _ , . , - 

— ; — — — ; — 7—7 — r.-  L intégrale  de  cette  for- 

(ch.x) 1 rz-i-(sh,x)z  ° 

mule  eft  égale  à un  arc  de  cercle  AM  (Fig.  2), dont 

la  tangente  A b s h . x.  Cela  fuit  de  ce  que  par  la 
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fcâion  précédente  ( 51) 


au  d x 


eft  l’élément  d’un 


arc  de  cercle  dont  le  rayon  = a,  & la  tangente  x ; 
donc  fi  le  rayon  = r & "la  tangente  = s h . x , l’élé- 

...  r r r d.  s h.'  x dx 

ment  de  1 arc  fera=  - — - j & partant  S. — : — ■ 

r * -h  (sh.x)z  r ch.x 

A M 


Nous  avons  encore  trouvé  (4c),  rdx  — *r z; 

J s h.  .x 

, , r.dch.x  , rdx  r1.dck.x 

donc  dx*= r j donc  — = — - — 7 — — — = 

sh.x  skx  (sh.x)* 

rrd.c k . x 
(ch.x) 1 — r2-* 

Si  dans  une  hyperbole  équilatère  dont  le  demi-axe  C A 
= r , l’on  prend  la  co-tangente  BD  (Fig  9)  = ch.x  =CP 
(Fig.  8),  8c  que  par  les  points  C &c  D,  on  tire  la  ligne  CM, 

f J 

le  feétcur  CAM  divifé  par  — ou  le  logarithme 

hyperbolique  fimple,  fera  — S.  - .^Ccla  fuie 

de  ce  que  l’on  a vu  dans  la  feéiion  précédente  ( xi  ) , 
que  lorfque  le  demi-axe  de  l’hyperbole  équilatère  eft=q, 
8e  la  co-tangente  = ?,  l’élément  du  logarithme  hyperbo- 
lique fimple  eft  = donc  l’intégrale  cherchée 

( n’ayant  pas  égard  au  figne  ) eft  égale  au  fefteur  CAM 

divifé  — 8c  par  r , ou  eft  = a • C ^ H a;f<ç 
2 r r 

voir  que  l'hyperbole  AM  ( Fig.  p ),  dont  on  fe  fert 
pour  intégrer  eft  la  même  que  l’hyperbole  A M (Fig.  8 ) » 
dans  laquelle  on  prend  ch.x. 

Pour  intégrer  la  troifième  formule , je  remarque  que 
nous  avons  trouvé  ci  - deflus  ( ) , la  proportion 

r : fin.  x : : dx:—d  cof.  x ; donc  d x— — T ly'-  co1’--  =5 

fin.  x 

— 1 .d.cofi  x ...  _ . dx 

? — , en  fanant  r a*.  1 , & alors 

fin.»  fin.  x 
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— d.c of.v  _ . . rdx 

7VT~"  En  «liant  le  rayon  =sr,  on  a -7= =a 

1 un.  * ) * fin.  x 

• — r 1 d . cof!  x ~~  v r d.  cof.  x — \ r d . cof  x . ..  . 

-—r-p — — -, — ■ — — r- — , & en,  fai- 

(lin.x)*  r — col.  x r-l-coi.  x 

_ „ 1 d x j _ 1 — cof*  1 _ , 1 

fantr=i,S.,-  =—  L. =-  ==  — L/tangente)2  — x 

lin.*  i 14-cof.x  Z ° z 

= L.  tangente  1 x.  En  effet , en  fuppofantr  = 1 , l’on 

X 

■n  1 — cof  * , » , I 

verra  aifement  que  t ^ y — ( tangente  ) *.  — x , 


comme  il  fuit  de  la  formule  = ( tang.j*  — m, 

1 -H  col.  m a z 

qu’on  a donnée  dans  la  première  partie  de  cet  ou- 
vrage ( Géomét.  170)  j or  la  différentielle  logarithmique 

de  J x fe  trouve  en  divifant  la  différentielle  de 

t •+■  cof.  X 

cette  quantité  par  la  quantité  elle-même  , ce  qui  donne 

■—  x d -cof.*  . - d.cof  x , „ , 

— ? — r-r  ; ainli — ? — r-r  n eft  que  la  moi- 

1 — (cof.*)1  i — (cof.  x) 1 ^ 

tic  de  cette  différentielle. 

Il  eft  facile  maintenant  d'intégrer  les  formules 

a.dx  adx-hbdx  adx — Idx  r r 1 

? — » — -? > — 7 • Soit  en  fuppolant  le 

finjr  fin.  * lin.  * rr 

rayon  du  cercle  ( dans  lequel  on  prend  l’arc  * ) = 1 
ou  = r.  Car  il  eft  vifible  que  la  grandeur  du  rayon  ne 
peut  faire  de  difficulté.  En  général  dès  qu’on  fait  trou- 
ver la  différentielle  logarithmique  de  r r.  , 

on  peut  facilement  avoir  l’intégrale  de  , B étant 

pne  quantité  confiante  1 & le  rayon  de  (l'arc  x étant 
iuppofé  =5  r. 


r — cof.  m 
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n étant  l’arc  de  po  degrés  & r le  rayon  du  cer- 
cle , on  a (voyez  la  Géométrie  N°  ijp  ),  l’équation 

(tangO  (~r)  =rr- ,Donc en faifant r~r’ 

l’on  trouvera  L.  tang.  — L.  ( 1 • 1 ) ■+' 

L.  ( i *+-  fin.  x ) — L.  ( i — fin.  x ).  Mais  en  fuppofant 
toujours  r = i , Ion  a dx=^-,  & = 


i ■ fin  * 

( cof.  *) 1 

X 

â à . fin.  * 


dfin.  x 


| d fin.  * 


i . i — ( fin.  x ) 1 i H-  fin.  * 

2 d . lin.  * i , , 

- = — d . L.  ( tang. i $ donc 

i — lin.  Xi  V B i / 


-,  d x _ /n-\-x  \ 

S-  ^ÏÏT  = L ta"5-  (— )• 


cof.  * 

jo.  Theoreme-  Si  m ejl  un  nombre  entier  pcfiif  O impair,  les 
ftrmules  S.  ( ch.x)m  dx;S.(sh.x)mdx;  S.(cof.x dx;  S (fin  *)"  dx 
font  exaÜement  intégrables.  Car  elles  dépendent  .de  l'inté- 
gration d'autres  formules  femblables  dans  lefquelles  l’ex~ 
pofant  eft  m — i , celles-ci  dépendent  d’autres  formules 
femblables  dans  lefquelles  l’expofant  eft  m — 4,  & ainfi 
de  fuite  jufqu'à  ce  qu’on  arrive  à des  formules  qui  ont 
l’unité  pour  expolant , lefquelles  ( 48  ) font  exactement 
intégrables;  &r  comme  les  fériés  pour  les  quatre  for- 
mules luivent  la  meme  lii,il  fuffirade  faire  voir  comment 
on  peut  avoir  la  férié  qui  donne  S.  (cof.  x)*"  dx.  nous 

aurons  S.  ( cof.  x ) *’  d x . = — . ( cof.  x ) * — 1 fin.  x •+- 


m 


{m—  1 ) 


m 


r * S.  ( cof.  x ) m — 1 d x.  Par  la  même  railon 


S.  (cof.x  )■“*  d.x  = 
Tome  IV . 

% 


m- 


( cof  x ) m~ 3 fin.  x" 
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m — 2 
r 


m 


— r x.  S.  (co£  x)m“*+  dx  y S.  (coC*)  "•+  dx  =s 
' (coH *)w-  s. fin.* -h  r *. S.fcof  x)m~  6 dx, 


& ainfi de  fuite.  DoncS.(cofix)mdx=—.(cofx)"-1  fin.» 

m 

H — — r3  (cof  r) m ~ 3fin.x  -+-  —■ — — r3  x 

m.(m  — i)  m.(m  — 4) 

, r \m~  t /-  . (m — l)-(w — ?).(/« — c) 

(cofix^-î  fin.x-4-  -^7 r5  x 

S.  ( cofix) m_  s d*  ; & en  procédant  de  même,  vous 
aurez  une  férié  dont  tous  les  termes  feront  multipliés 
par  fin.  x , les  expofans  de  cof.  x , fuivent  la  férié  m — 1 , 
m — 3,  m — y,  & jufqua  o , ce  qui  arrive  au  dernier 

m — 1 


terme.  Les  coefficiens  des  termes  feront  — , — - , 

m m.  (m — a) 

llt  Scc.  multipliés  refoeélivement  par 

m.(rn  — i).{m  — 4)  *•  r 

les  termes  de  la  ferie , r , r 3 , r 5 , &c.  le  dernier  terme  étant 
multiplié  parrm.  Si  m eft  un  nombre  pair  pofitîf,  l'on 
parviendra  à un  terme  qui  contiendra  la  feule  variable 
dx  qui  dans  les  deux  premières  formules  s’intégre  par 
le  moyen  de  l’hyperbole,  &r  dans  les  deux  autres  par 
un  arc  de  cercle  j car  x eft  égal  dans  les  premières , à 

un  feéleur  hyperbolique  divifé  —■ , &:  dans  les  dernieres 

à un  feéteur  circulaire  divifé  par  , ou  ce  qui  revient  au 

même , eft  égal  à un  arc  de  cercle  dont  le  rayon  = r. 

ji.  Pour  traiter  plus  facilement  les  cas  dans  lefquels  m 
eft  un  nombre  négatif,  il  eft  à propos  de  changer  un  peu 
les  formules  ; & comme  la  meme  méthode  a lieu  pour 
toutes , il  fuffira  de  l’appliquer  à la  première.  Je  change 
le  fîgne  de  m pour  la  rendre  de  négative  pofitive,  & il 

. _ d x . . . m d x 

mu~m.S.  ■ ).r-  S.  (dLt). 


# 
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r . sh.x 


d x 


(dCx)^- »>donc  C"  tran{Porant>(^I>1S-  (r/i„r,  » ",  = 


m.  S. 


dx 


rsh.x 


(n — 2)  S. 


(ci.*)'”  (ci.*) 

i — , l’on  aura  ( n — 1)  r 2 S. 

dx 


-.  Suppofant  m z — n,  ou 

dx 


( ch.x  ) * 


( ci.*)" 


—■ + 


T S h X Y-,  , 1 A 

Ln  opérant  de  meme 


(ci.*) 


d* 


fur  les  autres  formules, on  aura(n — i)r2  S.^-j-7 — çÿT  = 

d*  r ch.x 

/ ( 72  — 2 ) S. 


d x 


{sh.x)n~z  ( sh.x)n~l 
d x r fin.  * 


'(col'*)" — 1 ' (cofi*)  ■ 1 1 

, . „ „ d*  . dx  t cofi  * 

(l-l)r  s.^-  -(gnj) . - ■ . 

Corollaire.  Si  n eft  pair , il  eft  vifible  que  les  formules 


S. 


d x 


( ch.x  ) ■ 


-,S.- 


d x 


-,S. 


d x 


-.S. 


d x 


(col.*)"  * (lin.*) 


(ri.*)" 

font  exactement  intégrables  ; car  il  fuit  de  ce  qu'on  vient 
de  dire  que  ces  formules  dépendent  d’autres  formules 
femblables  dans  lefquelles  l'expofant  eft  n — 2 , & celles-ci 
dépendent  d’autres  Formules  danslefquelles  l’expofant  eft/z 
— 4 & ainfi  de  fuite  jufques  à ce  que  l’expofant  foit  2 ; or 
l’on  a vu  ci-delfus  que  ces  dernieres  font  exactement  inté- 
grables. Si  n eftimpair|,  on  prouvera  par  un  raifonnement 
femblable  ,que  l’intégration  des  formules  dont  on  vient  de 

parler,dépenddel’intégationdecelles-ci-^~- , x > 

d x d x » 

— , •■.'rc  ' , dont  la  première  dépend  de  la  recti- 

fication du  cercle  , la  fécondé  de  la  quadrature  de 
l’hyperbole  , & les  deux  autres  s’intégrent  par  les  lo- 
garithmes. 


I 
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52.  Afin  de  faire  comprendre  comment  on  peut  inté- 
grer les  formules  qui  renferment  à la  fois  des  finus  & des 
. co-finusxnous  allons  établir  les  quatre  théorèmes  fuivans. 

(m-wO  S.  (s.  h.  X )"“*  (ch.x) m 1 dx^=r(sh.x)''  ( ch.x ) m ■+• 
. mrl  S.(sh.x)n~  1 (ch.x)m~1  dx. 

(m-hn)S.  (ch.x)m~l  (sh.x)*-*-1  dx=*r(ch.x)m(sh  x)  ■ — 
nrz  S.(ch.x)m~1  (sh.x)*~1dx. 

(nH-/z)S.  (fîn.x)”""  ,(conr)’*'t-  Idx=r(fin.x)’,(cofx)m-l- 
mr*  S.(fin.x)"- 1 (cof.  x)m~  1 dx. 

(m-hn)  S- (coCxf*  ~ 1 (fin.*)1’-*- 1 dx= — r(cofx)",(fin.x)l,-t- 
nr  1 S. (cof. x ) m~  1 (fin.x)"-  1 dx. 

Pour  démontrer  les  deux  premiers  théorèmes , je  remar- 
que que  la  différentielle  de  ( (ch.x)m  ( sh.x  ) " ÿ eit 

= m. (sh.x) ” ( ch.x ) m~ 1 d.cfux-hn  ( ch.x)m (sh.x) n~ld.sk.x. 

^ , . dx.sh.x  , . dx.ch  x , 

Or  d.ch.x= ,d.sh.x  = - ; donc  en 

fubftituant.  Ion  aura  la  formule  rd  ((ch.x)m(sh.x)”  ) = 

m.  (sh.x)”-*- 1 ( ch.x)m~  1 dx-hn  (ch.x)”-*-1  ( sh.x ) • “ 1 d-. 

Si  dans  cette  formule  on  fubftitue  la  valeur  de 

(sh.x)n-~l  = (sh.x)  *-*  . ((ch.  x)1  —rz),  l’on 

aura  en  tranfpofant , le  premier  théorème  ; & fi  au 
lieu  de  (c  h . x )m~r~ 1 , l’on  fubftitue  (ch  .x)m  ~ 1 x 
(rz-h(sh.x)z^  , Ton  aura  le  fécond  théorème. 

L’on  a auffi  d.  ( (cof  x ) m . (fin.  x ) ” )=  m . ( fin  x ) * x 
( cof  x)’"  ” 1 d.  cof  x -f- n. (cof  x J”,  (fin.x)  1 d.(fin.x). 

, _ , — dx.fin.  x , . dx.  cof  x 

Mais  d. cof. * = ,c.fin.x=— i 

' r r 

donc  en  fubftituant  > il  viendra  r d ( (cofx) m . ( fin.  x)  * )= 
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— m.  Cfin.*)"-1-1  « ( cofi x ) m~  ldx-j-n.{coC,x)m-*~l  x 
(fin.  x)"—  1 dx. 

Si  au  lieu  de  ( fin.  x ) 1 l’on  écrit  ( fin.  x ) 1 x 

(r  2— ^(cof.x)  * ) >8c  qu’on  fafie  les  tranfpofitions  nc- 

celfaires,  l’on  trouvera  le  troifième  théorème;  & fi  l’on 

fubftitue  (cof.x)»-«  . Çr 1 — (fin.*)  '•)  , au  lieu  de 

( c?^  * ) m 1 » l'on  aura  C cn  tranfpolant)  le  dernier 
théorème. 

Si  n étant  un  nombre  entier  pofitifou  négatif,  m eft 
un  nombre  entier  pofitif , on  doit  fe  fervir  du  premier 
théorème  pour  les  quantités  hyperboliques  , & du  troi- 
fième pour  les  quantités  circulaires.  Car  fi  m eft  impair 
& m -f-i  pair,  l’intégration  de  la  formule  s h . x)*~ 1 x 
{ch . x)m~t~  1 dx  dépend  de  l’intégrale  S.  {s  h . x)m~  1 x 
{ch.  x)m~  1 dx,  &:  celle-ci  dépend  de  S.  {s  h .x)*—1  x 
{ch . dx,  & ainfi  de  fuite  jufqu'à  ce  que  l’ex- 

pofant  de  ch.x  foit  = o ; ainfi  l’intégrale  de  la  for- 
mule propofée  dépend  de  celle  de  (r  h .x  ) " - 1 d x =s 
( s h x) m d x , en  faifant  n — i—m.  Mais  on  peut  intégrer 
cette  formule  par  ce  qu’on  a dit  ci-deflus. 

Si  m eft  pair,  on  parviendra  à une  formule  qui  contiendra 
ch.  x ou  cof.  x avec  l’cxpofant  i ; donc  alors  l’intégrale 
de  la  formule  propofée  dépend  de  S.  ( s h . x)"  ~ 1 ch  . x .dx 
= r.  S.  ( sh.  x ) 1 d.sh.  x , à caule  de  ch.  x d x =rd.  sh.  x , 

comme  il  fuit , de  ce  qu’on  a dit  ci  - deflus  ( 48).  Or 

r-  S.  ( sh.  x )’~l  d.sh.  x —--{sh.x.)  ”,  excepté  le  cas  de  n=o: 

car  alors  l’intégrale  eft  r L.  sh.  x.  11  eft  aifé  de  voir  com- 
ment on  doit  s'y  prendre  pour  les  quantités  circulaires. 

Si  m étant  un  nombre  entier  pofitif  ou  négatif,  n eft 
un  nombre  entier  pofitif,  on  fe  iervira  du  fécond  théo- 
rème pour  les  quantités  hyperboliques,  & du  quatrième 
pour  les  quantités  circulaires.  Car  par  ces  théorèmes, 
Von  démontrera  que  n étant  impair  fit  n*4-»  pair,  la  for- 
mule propofée  dépendra  de  S.  { ch.  x dx  ou 
S.  ( coi',  x ) *_I  d x , qu’on  peut  obteuir  par  ce  que  l’on  a 


m 
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dit  ci-deflus.  Si  n eft  pair,  on  réduira  la  propofée  à 
S.  (ch.  x)"~ 1 sh.  x.  dxpour  les  quantités  hyperboliques , 
& à S.  (cof.  *)"_I  lin.  x.dx  pour  les  circulaires}  mais 
sh.  x.dx  = r.  dck.  x,  Sc  fin.  x dx  — — r.d  cof.  donc 
on  réduira  la  propofée  à une  des  formules  r.  ( ch.x ) ,n~ 1 x 
d.  ch.  x,  — r.  ( cof.  x ) " •" ’1  d.  cofi  x dont  les  intégrales  font 

— . ( c h.x ) " , — - ( cof.  * ) m , excepté  le  cas  de  m = o : 
m m 1 

car  alors  l'on  a les  intégrales  r.  L.  ch.x, — r.  L.  cof*. 

yj.  Pour  intégrer  les  formules,  en  fuppofant  que  mien 
font  tous  les  deux  des  nombres  négatifs , il  ell  à propos 
de  changer  un  peu  les  théorèmes  ci-cefius.  Il  fuffira  d’ap- 
pliquer la  méthode  au  premier,  car  elle  eft  la  même 
pour  tous.  En  changeant  les  lignes  de  m & de  n,  on  aura— 

S" (sh.x)n~'~l  ( ch.x )”>— 1 ( sh.x ) ” ( ch.x)m 

d x _ 

m.r1.  S.  -7— ; r-— -r.  Donc  m .r1  X 


S. 


(sh.x)”'*'1  ( ch.x)m~*~ l" 
dx 


(sh.  x)*  1 .(ch.x)  * (sh.x)"  . (c  h.x)  m 

+ (m+nys-(7h\x)»+'X.(ch.x)»~ 

En  fuivant  la  même  méthode  les  autres  théorèmes 
deviendront  : 


n . r1  S. 


dx 


(ch  .x)m~*~l.(sh.  x)"-*~l  (ch.x)m.(sh.x)n 

d x 


(m-4-n)  .S. 


(sh.x)n~*-1  (ch.x) 


M,  — 1 


m.Tl.S. 


d x 


(fin.  *)  • 1 ( cof.  x)*' 


~ ( fin.  x)"  (cof  x)m 

( . c dx 

*/•  ‘ (fin,  *)»-*-  ‘(cof  x)”""1’ 


tr 
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n.r'.S. 


(cci'.x)" 


dx 

.(fin.x)*~* 
(m-i-n) . S. 


1 ( col.*)™. (fin  x)* 

dx 

(col'*) ,n'*-1  .(fin.*)  1 * 

L’on  doit  fe  fervir  de  ces  quatre  théorèmes,  de  même 
que  des  quatre  précédens:  car  m étant  un  nombre  entier 
S:  pofitif , Ion  doit  employer  le  premier  & le  troilième 
théorème.  Si  m eft  impair , 1 pair,  l’intégration  de 

la  formule  dans  laquelle  l’expofantdu  co-finus  eft  m -+- 1 , 
dépend  de  celle  de  la  formule  dans  laquelle  l’expofèntdu 
co-finus  eft  m — 1 , celle-ci  dépend  de  celle  dans  laquelle 
i’expofant  eft  /n  — 3 , & ainfi  de  fuite  jufqu’à  ce  que  cet 
expol'ant  foit  = o.  Or  l’intégration  de  cette  dernicrc 

/ d x d x 

dépend  de  S.  , . r— — , ou  de  S.  -r? —-7, qu’on  peut 

( sh.x)m~* -1  (fin.*)”"^1 

intégrer,  parce  qu’on  a dit  ci-deffus.  Si  m eft  pair  Sr 
m-t-i  impair,  il  faut  feulement  pouffer  le  calcul  jufqu’à 
ce  que  l’expofant  du  co-finus  foit  = 1 , fi:  on  le  pouiîbit 

flus  loin  , de  maniéré  que  cet  expofant  devînt  = — 1 , 
on  auroit  des  coefficiens  = o , qui , en  paffant  aux  di- 
vifeurs , rendroient  les  quantités  infinies.  On  fc  fervira 
de  la  même  maniéré  du  fécond  & du  quatrième  théo- 
rème! fi  n eft  un  nombre  entier  pofitif.  Car  fi  n eft  impair 
& rz-f-r  pair,  l’on  arrivera  à une  formule  dans  laquelle 
l’expofantdu  finus  fera  = 0 , & l’on  aura  une  formule  qui 
contiendra  dx  divifé  par  la  puiffance  m -+-  r du  co-fi- 
nus, formule  qu’on  fait  maintenant  intégrer.  Si  n eft  pair, 
l’on  parviendra  à une  formule  dans  laquelle  l’expofant 
du  finus  eft  = t ; on  ne  doit  pas  aller  plus  loin , à caulc 
des  divifeurs  = o. 

54.  On  voit  donc  comment  on  peut  procéder  lorfque 
l’un  des  nombres  m , n , eft  impair.  Si  l’un  & l’autre 
étoit  pair,  dans  ce  cas,  par  le  premier  & le  troilième 

théorème , on  parviendra  aux  formules  ^ »-*-'ckx  * 

dx 

—z — — rr- . On  réduira  enfuite  ( par  le  fécond  & 

(fin.  x cof.  * r 

le  quatrième  théorème  ) l’intégration  de  ces  formules  à 
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dx 


dx 


l'intégration  des  formules  - 

j n.  X.  ch.  x fin.  x.  col)  x * 

Il  eft  donc  à propos  de  cherche*  l’intégrale  de  ces 
dernières  formules.  Je  cherche  premièrement  l'inté- 
grale de  la  formule  -■/  ix.  . Je  fubflitue  au  lieu  de  r2  , 

fa  valeur  ( ch.  x ) 1 — (sh,  x ) 2 , ce  qui  donne 

dx.  ( ch.  x ) * — dx.  ( sh.x ) 2 dx.  ch.  x 

sh.  x.  ch.  x. 


rl  dx 


sh.  x.  ch.  x 
dx.  sh  x 


r r . Mais 

sh.  x ch.  x 

dx.  c h.  x = rd.sh.  x.  & dx.  s h.  x = rd.ch.x-,  donc 


S. 


r 2 dx 


ch.  x.  sh.  x 
r L ,ch.x,&c  S. 
-11.  sh ■ x 


—r.  S. 


d.s  h.  x 


■r.S. 


d.c  h.  x 


•■rL.sh.x  — 


s h.  x ' c h.  x 
dx  rh.s  h.  x — r L.  c h.  x 


sh.x.  ch.x' 


ch.  x 


Venons  à la 


’fin.r.  coC.x 


fin.  x.  cof  x 


C à caufc  de  r z = (cof.  x) 2 -+-  ( fin.*)  *)=---•  c°r~  * 
x / lin.  x 

dx.  fin.  x ...  . _ , 

~cofje;  " Mais  dx'  co(*  * — r*  ° fin.  x , & dx.  fin.  x =— 

r.  J cof  y;  donc rrr  rJSm.  x _ r d.  cofx  . 

lin.r.  col.  x fin.  x - - cof.  x * 

donc  en  intégrant  & divifant  par  r 1 l’on  aura 

s d f r - fin,  x 

fin..v.  cofx  r ' coCx* 
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RATIONNELLES. 


f r.  Soit  la  fradion  - — ~ . En  divifant  le  numê- 
> *2  — 4 

rateurpar  le  dénominateur,autantque  cela  ce  pour- 
ra , l’on  réduit  la  fiadion  propofée  à la  différentielle, 

I I I 6 d.  X J >1*  ^ a 

x 1 a x H—  4 a x —t , dont  1 integra!c  = 

x-  — 4 j 

“H—  4x  -4-  4 L.  (— 2\  L’on  voit  par -là 

1 2 Xjl-t-I' 


qu’on  peut  toujours  parvenir  à une  fradion  dans 
laquelle  l’expofant  de  la  variable  dans  le  dénomi- 
nateur foit  plus  grand  que  dans  le  numérateur  , 
& cela  en  divifant  le  numérateur-  par  le  dénomi- 
nateur., autant  qu’il  eft  néceffaire.  Ainfi  nous  fup- 
poferons  dans  la  fuite  que  les  fradions  ont  cette 
condition. 


Si  la  variable  avoit  quelque  expofant  négatif, 
on  pourroit  le  rendre  pofitif  en  multipliant  le  nu- 
mérateur & le  dénominateur  par  l’inconnue  élevée 
à un  expofant  pofitif,  égal  au  plus  grand  expofant 

ax  “J  d r-f-  y d x 

bx~* — x 1 * 

on  rendra  tous  les  expofans  négatifs  en  multipliant' 
le  numérateur  & le  dénominateur  par  x,  + , & l’on 


négatif.  Ainfi  dans  la  fradion 

* 


x 5 d x 


; l’on  pourra  donc  fuppofer 


que  tous  les  expofans  de  la  variable  font  pofitifs , 
puifqu’on  peut  facilement  les  rendre  tels. 
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CL  X n d X 

Si  l’on  avoit  une  fradion  | bx„  t 

on  la  rendroit  rationnelle , pourvu  que  m fût  un 
nombre  entier  pofitif.  Car  fin  eft  entier  & po- 
(itif,  il  fuffit  de  chercher  une  férié  arithmétique 
qui  comprenne  tous  les  expofans  du  dénomina- 
teur , parmi  lefquels  on  en  luppofe  de  fradionnai- 
res.  Si  n étoit  fradionnaire  , la  férié  devroit  en- 
core comprendre  l’expofant  n.  * 

X ^ d X • • 

Soit  la  formule  — ^ , je  réduis  les 

x1  -+-  a.  x 1 -f-  b , 

expofans  { & } au  même  dénominateur  , j’ai 
~ & \ , & je  vois  facilement  que  la  férié 
~.  o,  eft  la  férié  cherchée.  Je  prends  le  terme  j 

le  plus  près  de  o,  & je  fais  x « ■=  ?;  doncx=£5  , 
dx  = 6f  d.%,  X *=.:$' 12  ; de  forte  que  la  formule 

propofée  devient  = ^-1 s qui  eft 

r r f » -h  a?  * -t- b 1 

rationnelle.  En  général , fi  le  terme  de  la  féric  le 

p £ 

plus  approchant  de  o eft  - , on  fera  x i = j f 
oux'  = Si  l’on  avoit  la  formule  irrationnelle 

X ^ d X • • 

, on  verroit  aifément  que  la  férié 


arithmétique  qui  renferme  tous  les  expofans  du  dé- 
nominateur , eft  f . o ; c’eft  pourquoi  en 

faifant  xT  = \ z ( on  fait  x 1 = \ 1 & non  pas 
= i , parce  que  f e=«  L fait  voir  que  p = 2 ) , 

l’on 


= i , parce  que  r 
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l’on  aura  x = 3xz  =*  f 6 , x r=^+;>& dx  ~ 
3 ? 1 ^ > donc  la  formule  propofée  deviendra 
^ J ? 

:■<  , - — — — t-  s fradion  rationnelle. 
î6  H-  a -+-0 


S&it  la  fradion 


x~~  dx 


, i 1 vr  * Ia  féri« 

V*5  “4-æ  jr*  — {—  V 

qui  comprend  tous  les  expofans  du  numérateur  & 


du  dénominateur  eft  jj.  f*.  j|...  £.  o.  Je  fais*  j*  = 
l,  ou  x — ^°3  d*  = 30  ?19  d &c.  & la 

formule  propofée  devient  “-;03°  T^~Tr- , frac- 
tion  rationnelle. 


On  peut  voir  par-là  qu’il  eft  facile  de  rendre 
rationnelles  les  fradions  qui  font  dans  le  cas  de  celles 
dont  vient  de  parler. 


On  voit  auffi  que  l’intégrale  de  la  formule 
a.  d ? d 2 

j~r~  (car  la  con^ante  a ne  peut 


ou 


faire  aucune  difficulté  dans  l’intégration)  dé- 
pend des  logarithmes  ; de  forte  que  S.  ^ 7 ; — , 

b -h  ? 

L.  (b  -f-  ?■  ) & S.  j~~  = a L.  {b  -4-  ^ ).  L’on 
à auffi  S.  Hh  x^_ÿ  = ± L.  ( x ± b).  Mais  fi 


x étoit  b , parce  que  ainfi  qu’on  l’a.  re- 
marqué à la  fin  de  la  première  partie  de  cet  ou- 
vrage,  le  logarithme  d’une  quantité  négative  eft 
imaginaire  , du  moins  ainfi  le  prétendent  de  très- 
Tome  IF,  q 
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d x 


grands  Géomètres , & qu’on  eût  la  formule  ;£  —y 


• • d X — 

on  écriroit  T — , en  changeant  tous  les  lignes , 


& l’on  auroit  S. 


d x 


:S.  =F 


d x 


b — . 


L.  ( b — x ).  La  formule  2 H — — 

a pour  intégrale  L.  ( b — f—  -4—  L.  (?  — b ).  La 

r , — 2 b b d z dz  d z 

formule  — ? — . — rL  = — \ \ , a pour 

b il  — b b \-*rb  6 r 


intégrale  L.  ^ * - , & la  formule  ==-r-^— 

b 7 — 6 66 — 7 7 64-  j 


* — b3  bb—n 

d z 

-f- — i-,  a pour  intégrale  L.  — 154). 


La  fraftion 


H+bb 

L’intégrale  de  la  fra&ion 


■a  pour  intégrale  a L.(^ — bb). 


Il 


7? 


b b 


% % 

_ — eft  = -pî-,  / / étant  un  arc  de  cercle 

ri  + bb  6*  J J 

lont  la  tangente  = f & le  rayon  ==  b.  L’in- 


r 


tégrale  S. 


dy 


1 t fi+-yV— *y 


1 -+-J  1 z y — 1 v 1 — y i 

comme  il  eft  aifé  de  le  vérifier  en  repaffant  de 

l’intégrale  à la  différentielle.  Mais  .^L  . eft  la  dif- 

1 -hy1 

férentielle  d’un  arc  dont  le  rayon  = 1 & la  tan- 
gente = y , ainfi  cette  intégrale  qui  fe  préfente 
fous  une  forme  imaginaire,  eft  cependant  très- 
réelle.  Mais  l’arc  dont  la  tangente  = j:  & le 

rayon  = 1 , eft  x — ~ — t-  & c.  ( fec- 
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tion  2e,  n°.  31).  Donc  la  fomme  de  la  férié  x — . 
~ -4-  &c.  eft  ==-J-  L.  (}sZrxY  —}\  Si 

dans  la  fradion-  a * -■  ■—  on  fait  .r-f-  — c = ? ou  x 
x'-+CX+g  2 

=% — j c,pour  avoir  dx  = i\  2c  xz  + cx-t-  g==: 
îI  — c?-4-^c1-+-cî'—  |c2  g = ?* — 
- c2  ~t-g=  — f-  , enfaifantg  — c1  = £2  ; 

il  efl  vifible  quelle  deviendra  ^T~~ LafÉl== 

— 1 .af.Aj  j fradion  qu’il  efl:  maintenant 
-h  b b 

facile  d’intégrer,  que  b b foit  une  quantité  pofitive  , 

ou  négative  , en  faifant  attention  que  — ’-^JL 

...  u+fS 

efl:  la  différentielle  d’un  arc  de  cercle  dont  la  co-tan- 
gente — f. 

Si  on  avoit  une  fradion  de  cette  forme 

> * /•  1 


f x ^ Y- -I— -V,  par  la  même  fubftitution  de  z- 
x1  -t-  cx-hg  r 

x -H—  £ c,  on  la  réduiroit  en  deux  autres , dont 


l’une  feroit  de  la  forme 


A \ d % 


, & l’autre  de  la 


\l  + bb 

Bd?  • • \ • 

forme  — - — ~ , qui  font  faciles  à intégrer. 

11+ b b 

X r d,  X « 

j6.  La  formule  ^ - , peut  s'intégrer  facile - 

ment  par  la  méthode  fuivante.  Je  prends  la  diffé- 
rentielle  de  la  formule  7 — 1 — rr , de  cette  manière 


d. 


AT 


ÿ ,r*“ ' dx  px*  dx 


( en 


(r  a)  (.v  (,v  +-  a)*’""1 

confidérant  fucceffivement  le  numérateur  & le 

Qa 
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dénominateur  comme  variables  ) ; donc 

• - » 

S.  - 


x1  dx 


('x-t-  a)p+l 
x **  1 dx 


P (x-i-a) 1 


X ^ ^ fl  x 

S.  7 — . Dans  cette  formule , je  fuppofe  d’a- 

(x-i —ay  rr 

bord  q = n ,p  -+-  i = m , & j’ai  S.  — —X—<==. 

7 ' C x-\-a)m 


n x d x 


m — i ( x —H  a)"‘~‘  m — i ’ (x-i-a)”—1' 

Faifons  maintenant  q=n — I ,p+i=m — j ,pour 

. _ x”-1  d x <•  — i x"~l  dx 

avoir  o. 


(x-i-a) 


m — I 


m 


— 2 (x-i-a)' 


n — i . x*  - d x 

J&n  fanant  q = n — 2 , 

le  p -+-  i = m — 2 , on  aura  facilement  la  va- 

• Xr'~m ^ d X 

leur  de  S.  — — r-  » & ainli  de  fuite  ; de  forte 

(x  — f- fl)  ‘ 

_ x”  dx  — I x • 

n (x-i-a)”  m — i (x-f-a)*-1 


_ n 


x ’ 


( m — i ).  (m — 2)*  (x— i- a ) m ~ 1 
n.  (n  — i) 


, H—  Z 


( m — I), (m — 2).  (m — 3)*  (x-i-a)—1 

n.  ( a — i\  (n  — 2)...  1 d X ^ 

(m — !)•  (nt  2),  (ai—^),„  (ai— n)  ^ 0 

Si  m — n—  1 , S.  ^--ii^-fera  —aL.Cx-t-g;; 
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li  m — n=u,  alors  S. =5. =s 

v ,*-Ki  m—  (x-ha)  “ 

S.  dx.(x-j-a) Si  n eûx=m  ou> 

Il+I 


rr, on  pouffera  feulement  le  calcul  jufqu’à  ce  que  l’ex- 
pofantdu  dénominateurfoit  = i,&  le  dernier  terme 

n. (n — i).  n — z — m-4-i)  ~x~m+-ldx 

lera  alors  7 r-r — r- — .x  o. . 

(m—  1).  (m — 2).  (m — 3)...i  -v  -t—  a. 

Suppofaat  x”~m~l~l  = x % & divifant  par 

jufqu’à  ce  que  la  divifion  ne  foit  plus  poflible,  on 

H aura  une  fuite  de  termes  de  cette  forme  , x ~l  dx 

-f-  A x u~z  d x.  &c.  Et  le  dernier  terme  fera  de 

cette  forme—?--  A ; or  tous  ces  termes  font  inté- 

X ■+•  U 

grables  algébriquement,  excepté  le  dernier  qui 
s’intégre  par  les  logarithmes.  Si  n étoit  négatif* 
on  poufferoit  le  calcul  jufqu’à  ce  que  l’expofant 
de  x-+-  a fût  ==  1 , & l’on  changeroitle  ligne  de  n. 

Nous  n’avons  pas  fuppofé  dans  cet  exemple , 
que  la  fraâion  foit  pûre,  c’eft-à-dire  que  l’expo» 
fant  de  la  variable  dans  le  numérateur  foit  plus 
petit  que  dans  le  dénominateur. 

d X 

C7.  Soit  la  formule  ( a étant  une 

' x”(x  x-hga) 

quantité  polîtive  ,8 1 g étant  politif , ou  néga* 

d X 

tif  comme  on  voudra  ) = . 

g a.  * “ -4-  x * ■*-  1 

d x 

Par  une  continuelle  divifion,  on  trouve — 

g a.  xn 

d x . d x „ 

— ■ ■ • "4—  » ■ &c» 

g 2 a 1 x 1 g3  a3  x ”“4 

Qî 
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Si  n eft  un  nombre  pair , le  dernier  terme  qu’on 

j * • r . . dx  1 dx 

doit  ajouter  lera  ± 


i 

T”~ 


xx -bb* 
b b d x 


g 1 a'.ixx-hga) 

en  fuppofant  g a = bb.  Mais  l’on  a S. 

& xx-h-bb 

étant  un  arc  de  cercle  dont  la 

tangente  = x 8c  le  rayon  = h.  On  a aufli 


S. 


2 b d X 

xx — h b 


= S. 


d x 


S. 


L.  t-JülL  j ainfi  la  formule  ± 


d x 
x — b 
d x 


g: 


(x  x -h  g a) 


dépend , ou  de  la  rectification  du  cercle , ou  des 
logarithmes.  Le  figne  -+-  a lieu  fi  n eft  paie- 
ment pair , ou  un  nombre  de  la  férié  ,4,8,  12  &c. 
Mais  on  doit  fe  fervir  du  figne  — fi  n eft  im- 
pairement  pair  , ou  de  la  férié  2 , 6,  10  , 14  &c. 
Si  n eft  impair , il  faudra  pouffer  le  calcul  jufqu’à 
ce  que  l’on  parvienne  à ces  deux  'termes 
d x __  xd  x 


g *■  ' a 1 x g a (xx-h  ga) 

qui  s’intégrent  tous  les  deux  par  les  logarithmes. 
On  fe  fervira  des  fignes  fupérieurs  , fi  n eft  con- 
tenu dans  la  férié  J , y , p , 13  &c.  mais  les  lignes 
inférieurs:  auront  lieu  fi  n eft  un  des  nombres  de 
la  férié  3,7,  il  , 1 J &c, 

y8.  Soit  la  fraétion  — — , à caufe  qu’en 

(xx  + ga)"  4 ^ 

développant  le  dénominateur  cm  y trouve  le  terme 
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( xm  x ” - — t x 2m , il  eft  nécefl'aire  que  n <^2  m ; de 
plus  nous  fuppofons  que  n&cw  font  pofitifs  & entiers. 

Cela  pofé , il  eft  aifé  de  voir  que  d.  - — = 

r (xr-+ -ga)t 

vç^_dx_  ^P^llliioncS 

(xx-f -ga)p  (xx-+-ga)^1  Çxx-+-ga)  ? 


Xs. 


X 


1-1  d 


X 


zp  {xx -\~ga)f 

maintenant  q — H-  I 

par  l’équation  qu’on  vient  de  trouver,  S. 


Suppofez 


z p (xx-hga)  f 

= n , p — t—  I = m ; dcnc  , 
xn  dx 


— 1 


» n — I 


(x*-t-ga)“ 
n — t 


, — 1 


2.(m 


2 . (m — 1 ) * (xx-i-ga)  " - 

_ x”  1 dx  , 

S.  7 r=rrn. Faites q + i=n  — 2 , P 


(xx-t-ga) 

. r,  X n~  1 d X 

■+-I=m—l,  pour  avoirS.  (xx_^ga)'i.— 

— 1 x 3 ^ ri  — 3 

2.(m  — 2)  (x  x-i-  ga) 

S.  z — dX,m-~'  En  faifant  q 

(xx-+-ga)m 

& p __j_  1 : — — m — — 2 , on  aura  facilement  la 
valeur  de  S.  ^ ainfi de  fuite. 


2 .(m 2) 

— n — 4» 


( jr  x -H  g a ) 1 
L’on  continuera  le  calcul  autant  qu’il  fera  nécefl'aire* 
Si  n eft  pair  , on  continuera  jufqu’à  ce  que 
l’expofant  du  divifeur  foit  = 1 , auquel  cas  le 

xn~~'-m~<~ïdx 

dernier  terme  de  la  fuite  contiendra  S. 


XX 


-gu 


le  comme  n <C.  2 m , l’expofant  de  .r  dans  le  nu- 
mérateur fera  ou  = o , ou  négatif.  Dans  le  pre- 
mier cas  l’intégrale  dépend  du  cercle;  mais  dans 

Q4 
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le  fécond , elle  s’intégre  par  la  méthode  ci-deflus 
( $1  ).  Si  n eft  impair  & pofitif  , ou  l’on  a n t-= 
2 m — 1 , ou  n > 2 m — 1 ( fi  la  fradion  n’eft 
pas  pure  ).  Dans  l’un  & dans  l’autre  cas  on  con- 
tinuera le  calcul  jufqu’à  ce  que  l’expofant  du  dé- 
nominateur foit  — i,  & l’on  aura  au  dernier 


Alais  dans  le  premier 


terme  S. 

xx  -+-ga 

cas  l’expofant  de  x au  numérateur  fera  = 1 
& l’on  fait  que  S.  — X = L.  ( xx  + ga  ) 1 . 

Dans  le  fécond  cas  l’expofant  du  numérateur  fera">  2; 
donc  par  une  divifion  continuelle , on  parvien- 
dra à un  terme  de  cette  forme  ^ x au’on 

fait  intégrer  par  les  logarithmes  , & les  autres 

termes  feront  intégrables  algébriquement.  Si 

n<  2 m — 1 , on  continuera  le  calcul  jufqu’à  ce 

que  l’expofant  de  x dans  le  numérateur  foit  «=  1 

> • xdx  9 

& l’on  aura  au  dernier  terme  S. 


(xx-j-ga) 


- m — /x—  1 


>s. 


xdx 


(xx  + g a)*'  ? étant  un  nombre  entier; 
puifque  — - — eft  entier  à caufe  de  n impair; 


Si  q = 1 , .on  intègre  par  les  logarithmes  ; fi 

Ç > 1 > l’on  a S.  x dx  . ( xx~+-ga)~i  == 

. (XX -4- g a)- ^ ^ \ dx' 

» • .On  voit  aufll  que  S.--r-  =3» 

— q-h  1 ’ x 

> excepté  le  cas  de  m =1;  car  alors  S. 

ü/i 
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57?.  Cela  pofé  , je  dis  que  toute  fraétion  ra- . 
tionnelle  pure  de  cette  forme 

ax  m~l  dx H-  bx M ~ 1 dx  — f—  cxm~l  dx  — f-  &c.  n 
— elt 

(*-+-£)”./ 

intégrable  exa&ement  y car  en  négligeant  le  fac- 
teur commun  y , qui  ne  peut  faire  aucune  dif- 
ficulté dans  l’intégration  , l’on  réduira  la  fra&ion 
propofée  en  autant  de  fraâions — 1- — t— 

b y?  ***  ^ dx  • 

— -4-  &c.  qu’il  y a de  termes  au  nu- 

(x-+-gj  "*  * 

mérateur  , & chacune  dépend  de  la  fraéfion 

x**  d x • 1 • 

— * qu’on  peut  intégrer  par  la  méthode  ci- 

deflus 

Toute  fraûion  rationnelle  pure  de  cette  forme  » 
ou  qu  on  peut  réduire  à sette  forme 
I axm  ~l  d x + bxlm~z d x+cx2m~ } dx+  &c. 

1 ■ - - — ■ ■ — — — 

/ (x  x-±-  ga  )m 

eft  intégrable , car  elle  eft  égale  à la  fomme  des 

zm-'  dx 

, &c. 


I x 

fraâions  -c  a. . 


~l dx  1 , x 


f ' (xx  + ga)”’  f’  ( xx  + ga  ) 
or  enfaifant  m—  i=ndans  la  ite,m—  2=  n dans  la 
2e,&c.L’intégrale  de  chacune  de  ces  fra&ions  dépend 

x n d X • 

de  S.  — , intégrale  qu’on  peut  trouver 

(xx  + ga)m 

par  ce  qu’on  vient  de  dire  ( y8  ). 


* fera=« 


* Si  on  fait  m *—  1 

dx 


(x-tg)” 


n , la  première  fraélion 
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Toute  fraétion  de  cette  forme 
Ça**”-1  dx  *+-b  x2m~zdx~t~c  xlm~  3 d xScc .) 
(xzf  -4-  h a:  — (-  L.  ) m 

i (æ.y  li,,“  1 dx  — J—  b xzm~  1 dx  &c.  ) 

/“  ( AT1  -H  2 g X -\-p  )'" 

( en  divifant  le  numérateur  par  fm  & le  déno- 
minateur par  / , qui  eft  cenfée  élevée  à la  puifi-, 

h I 

fance  nt , & faifant  -y  = 2 g,  ~ = p ) peut 

être  intégrée  ; car  en  fuppofant  x g = f , 
l’on  a x = ? — g , & * 1 —H  2 g x — f—  p = ? ? 
—b-  p — ga  ,en  faifantp — gl  = ga. 

Maintenant  fi  dans  le  numérateur  l’on  fubftitue  la 
valeur  de  x , l’on  aura  une  fraftion  de  cette  forme 
ar%zm~  1 d \ -f-  b d\  &c. 

c 

qui  eft  de  la  forme  de  celle  dont  on  vient  de 
parler  & qu’on  peut  intégrer  de  même  , que  g a 
toit  une  quantité  pofitive  ou  négative. 

6o.  Soit  maintenant  la  fradion  pure  p étant  une 

fonction  de*  dont  l’expofànt  (oit  moindre  que  celui  de* 
dans  q autre  fondion  rationnelle  de  *.  Pour  intégrer 
cette  fradion  , il  faut  trouver  les  fadeurs  de  q , ce  qui 
fe  fait  en  égalant  q à o , & cherchant  enfuite  les  ra- 
cines de  l’équation  q = o. 

Si,  par  exemple,  ç = x 3 — axl , je  fais* 3 — ax2  = o; 
donc  xz  = o,  & * — a=o;  ainfi  les  fadeurs  de  q 
font  x , x S:  * — a , ou  x 1 &c  x — a.  On  réduira  en-> 
(uite  la  fradion  propofée  en  d’autres  fradions  pures* 
dont  chacune  ait  pour  dénominateur  un  des  fadeurs  du 


# 


/ 
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dénominateur  de  la  propofée  , & il  fera  enfuite  facile 
d'intégrer.  . 1 

Soit  — — = ■ . » M & N étant  des  fondions 

q ( v-f-a  ).S 

rationnelles  de  y Pour  avoir  la  fraélion  correfpondante 

A ci  x 

au  faéleur  y 4- a,  je  fuppofe  cette  fraélion  = - y 

A l'égard  de  la  fraélion  qui,  jointe  à celle-ci, 

peut  rendre  ia  propofée  , je  la  fuppofe  égale  à 

A dx  R dx  . „ , .. 

1 ît  . Il  en  évident 

x-ha  N 


Rdx  . M dx 

"N  ;donc(^SjN 


que  R fera  une  fonélion  entière  de  y;  car  autrement, 
ayant  réduit  les  fraélions  au  même  dénominateur,  le 
numérateur  ne  feroit  pas  une  fonction  entière  de  y , ce 
qui  eft  contre  la  fuppofition.  Je  réduis  au  même  déno- 

. , . M dx  A N dx-+-  (y-+-  a)  .R . dx 

minateur , & l ai  ; rr.  = ; r-~ . 

' (Y-f-a)N  (y-+-  a). N 

En  comparant  les  numérateurs  , l'on  a M = A N + 


(y  -4-  a)  . R , ou  R = 


M — AN 


i donc  puifque  R doit 


Y4-a 

être  une  fonélion  rationnelles:  entière,  M — AN  doit  être 
exaélement  divilïblc  parY-i-aj  Ainfî  en  faifant  y -4-  a 

M 

=0,  ou  y = — a, l’on  aura  M — AN=  o,  ou  A=  , en 

mettant  dans  M & A N la  quantité  — a au  lieu  de  y. 

€1.  Soit  la  fraélion  pure-; - r,on  de- 

r (y  — 2a) . (yy — aa) 

mande  de  trouverla fraélion  qui  convient  aufaéteur  y—  ta. 

A dx 

rep'réfentant  lafraélion  cherchée  par , celle  qui  con- 


vient à l'autre  faéleur  yy — aa,  étant s= 


-2  a 
R dx 


* x dx 


A dx 
x— ia 


xx  — a a 
R dx 


, l'on  aura 


• a a 

M 


. L’on  aura 


(x  — 2 e).(xx  — aa) 
a y = M , y y - 
tant  dans  M & N la  valeur  de  x que  donne  le  fac- 


ar.ITi  a.r=M,  yy- — a a = N , &A==  -rr , en  met- 

N 
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tcur  x — z a égalé  à o.  Mais  x — i a = o , donne  x = i a ; 

donc  A = = * j donc  la  fraétion  cherchée  eft  =s 

S aa  i 

% d x 


Pour  avoir  la  fraétion  — ■ ■*  ■ , qui  convient  au  fac- 

x4-a  1 

• ^ R 

teur  x 4-  a,  l’autre  fraétion  étant . * l'on 

xx — 3 ax-hi,  a a 

remarquera  que  M = ax,  & N = x x — 3 a*  + z aa. 

Donc  A = — devient  = ---  ■ a a-  — — 1 , en  fiibftituant 
N 6 a a 6 

— a au  lieu  de  x;  donc  la  fraétion  qui  convient  au 



faéteur  x 4-  a eft—— - , Si  l’on  veut  avoir  la  frac- 

6(x4-a) 

tion  qui  convient  au  faéteur  x — a,  on  pourra  encore 

fuppofer  cette  fraétion  = , l’autre  fraétion  qui , 

x — a 

avec  celle-ci  , doit  rendre  la  propofée  étant  — 
R d x , ,,  ,, 

“ j donc  M = ax , & N —xx  — ax  — zaa. 

xx  — a x — z aa 

Faites  x — a,  & vous  aurez  A=  ~ = — = — î 3 

N — z aa  z 

donc  la  fraétion  cherchée  eft  = — — En  effet  fi  l’on 

i.(* — a) 

réduit  au  même  dénominateur  les  trois  fraétions  qu’on 
vient  de  trouver  8e  qu’on  en  fafle  la  fomme , l’on  aura 
la  fraétion  propofée.  Maintenant  je  prends  les  intégrales 
de  ces  fraétions  & leur  fbmme  | L.(x-ia)—  é L.(x4-a)— > 
- . L.  (x — a) , donne  l’intégrale  de  la  fraétion  propofée. 

Ci.  Telle  eft  la  méthode  qu’on  peut  fuivre  pour  trou- 
ver une  fraétion  fimple  qui  convienne  à un  faéteur 
fimple  qui  n’en  a pas  d’autre  qui  lui  foit  égal.  Voyons 
maintenant  comment  on  peut  s’y  prendre  lorfqu’il  y a 
des  faéteurs  égaux. 


* Le  dénominateur  eft  le  produit  des  faéteurs  x — x a t 
& x — a. 
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M d x 

Soit  la  fraction  pure  — ; 

r N.(x-f-a)3 

ne  contient  pas  le  fadeur  x a. 

fradion  qui  convient  au  fadeur 

A x d x -t-  B ix , j»autrc  fra(q;ion  qUj  f avec  celle-ci , doit 

R dx  , M 


, dans  laquelle  N 

Suppofons  que  la 
( x -+-  a ) 1 loit  =Sv 


( x-+-a  ) 1 
être  égale  à la  propofée 


étant 


B 


R 


N 


donc 


(x-Hz)*.  N 


( x-+-  a) 1 “îq~‘  Multipliant  cette  équation  par  N 


& tranfpofant , il  vient 


M — N.  (A  x-t-  B ) 


=R.  Mais 


( x -t-  a ) 1 m 
R doit  être  une  fondion  entière  ; donc  M — N . (A  x -+-B) 
fera  divifible  deux  fois  exadement  par  x -h  a.  Et  en  fup- 

Jofant  x = — a , cette  quantité  fera  = o , ce  qui  fervira 
déterminer  B ; car  alors  M — N.  (Ar  + B)  = o, 
M 

ou  — A*  = B , en  fuppofant  x — — a.  Si  après 

avoir  fubftitué  la  valeur  de  B , on  divife  la  même  quan- 
tité par  x -f-  a , parce  que  le  quotient  de  cette  divifîon 
eft  encore  divifible  par  x-t-a,  en  fuppofant  encore 
x — — a y il  deviendra  =o;  d’où  l’on  tirera  une  nou- 
velle équation  qui , avec  celle  qu’on  % déjà  trouvée , 
luffira  pour  déterminer  A & B. 

„ . , r n-  (ax — i xx).dx  _ 

Soit  la  fradion  pure  ; r — . r*  On 

r ( x -t-  aj  1 ■ (xx — iaa) 

demande  la  fradion  qui  répond  au  fadeur  quarré 
( x -I-  a ) 1 , l’on  a M = jx  — î x x,  N = nTm 
La  quantité  M — N . ( A x -t-  B ) qui  doit  faire  trou- 
ver les  valeurs  de  A & de  B , fera  donc  = ax — ijfx  + 
(i  aa  — **).(  Ar  + B).  Mettez  dans  cette  quantité 
— a au  lieu  de  x , pour  avoir  — $ aa-f-aa  . (B — a A) 
= o ; Donc  B = j -+-  A . a.  Sublfituons  cette  valeur 
de  B dans  la  même  quantité  , elle  deviendra  ax  — 
î*ï  + ( z a a — xx  ) . ( A x -f-  j + Aa),  qui  doit  être 
divifible  par  x-t-a.  Difpofez-la  ainfi  , ax — jr*  + 
6 aa-t-(z  a a — x x) . A . (x  -t-  a),  ou  ( 6a — y x).  (x-f-  a) 
+ (ifla  — ïx)  .A  . (x-t-a  ).  Divifez  cette  quantité 
par  x •+-  a , pour  avoir  6 a — j x -t-  ( z u x — • xx) . A. 
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Suppofant  de  nouveau  x — — a,  cette  dernière  quan- 
tité devient  it.  a -+-  aa.  A =o  j donc  A = — -IL  , 

® A.a=j  it=  — 8j&la  fradion  cherchée  eft 

— Mxrfx — 8 adx  „ _ ity/Iv 

==  — y"T-"r; — .Cette  fradion  eft=-- — - — 

a (x-f-a)*  «.(x-4-a)* 

7~ jti  > dont  (56)  l’intégrale  dépend  de  S.  , 

(x-f-x)'” 

qu’on  peut  avoir  par  la  méthode  ci  deftus.  Pour  trou- 
ver les  fraébons  qui  répondent  aux  fadeurs  x-f-j/i  -za  , 
x — V 2 aa,  qui  réfuitent  du  fadeur  xx  — 2 aa  égalé  à o, 
on  fera  ]/  iaa=  b , & Ion  cherchera  par  la  méthode 
ci-delfus  ( 61) , les  fradions  correfpondances  aux  fadeurs 
lîmples  x -f-  b , x — b. 

S’il  y avoit  un  fadeur  triple  (x-t-a)a,  la  fradion 

correfpohdante  auroit  cette  forme  (A-v  ‘-*-Bx-t-C)  .dx 
Mdx  ( x -t-  a ) } 

Soit  la  fradion  , N ne  contenant  pas  x-ha, 

p M AxJ  4-Bï  + C R 

Ion  aura; — s— — — = — - — h - Fn 

(■x-l-a)».N  (x-t-a)»  N' 

raifonnant  comme  ci-defius  , l'on  verra  que  R=  M— - 
N.(  A .x1  -h  BÉ: -f-  C ) ,&r  que  cette  dernière  quantité 
eft  divifible  par  (x-\-a)K  Suppofant  dans  cette  quan- 
tité égalée  à o , x = — a , Ion  aura  la  valeur  de  C , ex- 
primée en  A 8c  en  B , fubftituant  cette  valeur  de  C dans 
la  valeur  de  R ; vous  diviferez  cette  valeur  par  x -t-  a, 
& égajant  enfuite  le  réfultat  à o,  vous  aurez  une  équa- 
tion qui  déterminera  B.  Subftituant  de  même  cette 
valeur  de  B divifant  par  x ■+■  a , & égalant  le  quo- 
tient à 0 , après  avoir  fait  x=—  à , vous  aurez  la  valeur 
de  A , 8c  en  rétrogradant  vous  connoîtrez  B &r  C. 
C’eft  la  même  méthode  s’il  y a 4,  y,  ou  un  plus  grand 
nombre  de  fadeurs  égaux.  Si  le  nombre  des  fadeurs 


égaux  eft  m , la  fradion  correlpondante  au  fadeur 
( x -+-  a ) m fera  de  cette  forme 

(A  xro  — 1 +Bïa-l+  Cx"-i -f-  F)  dx 

(x-J-a)”» 
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Soit  la  fraction 


: 6 d x 


Je  cherche  d’abord  la 


( * — a)f.x 

fra&ion  lîmple  qui  convient  au  faftcur  x qui  n’en  a pas 

• • • .A  d x 

d’autre  qui  lui  foit  égal.  Soit  cette  fraflion  — - — , fè- 


x 


Ion  ce  qu’on  a dit  ci-deflus  ( 61)  l'on  a = en 

mettant  dans  M & N la  valeur  de  x que  donne  le  fac- 
teur x égalé  ào  ; donc  puifqueM  = a 6 , & N = ( — a)*, 

" at 

l’on  aura  A = - — —7  = — a > & la  fraélion  cherchée 

( — «/* 

fera  = Pour  avoir  la  fraflion  correfpondante 

au  faéteur  quintuple  ( x — a)  5 , je  remarque  que  M=atf, 
N=*  ,&R  = M— N.(Ax+-i-Bxî-i-  C x1 -i- D x E) 
quantité  évidemment  = — Ax  > — Bar'*'  — Car3— • 
D x 2 — Ex  + j1*  (I).  Ayant  fait  x — a , vous 
trouverez  ( en  égalant  à o)  , E=  — A. a* — Ba3  — • 
Cax  — Da-4-as.  Subftituez  cette  valeur  dans  la  formule  (T) 
pour  avoir  — Ax!  — Bx4  — Cx!  — Dx1+(Aa4-f- 
B a!+Ca  2-f-D  a — a s) . *•+■  a 6.  Divifant  cette  dernière 
quantité  par  x — a,  l’on  aura  cette  fécondé  formule 

■ — Ajr+  — A .a.x1  — A aa.x1 — A a 3 x — a s 
II.  — Bar3  — B a.x1 — Ba'ar 
— C x1  — C a x 


■ — D x 

Faites  *=  a,  pour  avoir  *—4  A a + — 3 Ba  3 — i Ca2  — 
P a — a s —o  ; donc  D = — 4 A a3  — 3 Ba 2 — iC  a — a+. 
Mettant  cette  valeur  dans  la  fécondé  formule,  il  vient 


— Aat4  — A a xi  — Ax^ar*  + 3 a ! ar — a\ 
— Bar3  — Ba.arl-f2Ba1ar 
— C a: 1 *+-  C a.x 

+ £4  X 


1 
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Divifez  cette  quantité  par  x — a pour  avoir  la  troilième 
formule  III. — A.xi — 2 A a.x1 — 3 A a%  x + a 4 
— Bx1  — 2 B a.  x 
— C x 

Faites  dans  cette  formule  x = a , & vous  aurez  l’équa- 
tion . — <5  A a 3 — 3 B a1  — C a -4-  a + = o s donc  l’on  a 
C — — 6 A az  — jBa  -+-  a 3 . Subfti^uez  cette  valeur 
de  C dans  la  treifième  formule  pour  avoir 

«— ■ A — 2A.itt‘+3  Aa‘*+a4;  Divifez 

— B x1  •+•  B a.  * 

— ai  x 

cette  équation  par  x — a , pour  avoir  la  quatrième 
formule  IV.  — A x1  — 3A.  a.  x — a3.  Faites  x = a » 
— B x 

ic  vous  aurez  l’équation  — 4Aa*-Ba  — a 3 = o ; 
donc  B = — 4 A a — a1.  Subflituant  cette  valeur  de  B 
dans  la  quatrième  formule,  il  vient  — A x1  A a x 

-4 - a1  x 

— a 3 } divifant  cette  quantité  par  x—  a,  l’on  a la  cin- 
quième formule  V.  — A x -ha1.  Suppofant  x = a , il 
vient  — Aa  -h  a2  =o,ou  A = a.  Donc  en  rétrogradant 
l’on  a B = — S a1  > C = 10  a3 , D = — 10  a+ , E = 
J ; ainli  la  formule  cherchée  fera 
(ar4  — fa1.  ri+ioa3.xt  — 10  a+.x  -+-  $ a *)■  d x 
(x  — a)> 

En  effet  fi  l’on  ajoute  cette  fra&ion  avec  la  fradion  — 

— - & qu’on  réduife  au  même  dénominateur,  l’on  trou- 
ât 1 

vera  ( toute  réduction  faite  ) la  fra&ion  propofée. 

Soit  la  fra&ion  ^ \-rr  > la  fradion 

• x.  (xx-hbb) 

qui  vient  du  fadeur  x fe  trouve  par  la  méthode  ci- 

deffus 


Digitized  by  Google 


Calcul  Intégral* 


ey? 


deflus  (61.)  = — - — . Je  cherche  les  faéteurs  fimples 

que  donne  le  faéteur  double  xx-hbb , en  égalant  ce 
faéteur  àoj  ce  qui  donne **== — bb  , ou  x — -f-  b]/^ — i 
= ± m,  en  fuppofant  la  quantité  imaginaire  b — i 
x=  m.  11  S’agit  donc  de  trouver  les  fractions  qui  con- 
viennent aux  faveurs  x — m & jc-4-m.  La  fraétion  qui 
répond  au  premier  faétew  eft  ( par  le  N".  6t  ) =: 

d x ^ 

, & la  fraétion  qui  répond  au  fécond  faéteur  x-hm 

dx 

eû_  _^k  si  l'on  réduit  ces  deux  fraétions  ima- 
w m 

ginaires  au  même  dénominateur,  & qu’on  en  prenne 
la  fomme , l'on  aura  ( en  remettani  b j/-  — i au  lieu 


dx 


2,  X d X 

de  m.)  ‘ xlm^_Çï  > quantité  réelle.  Intégrant  cette  frac- 
tion  , & la  fraétion  - — ~ , l’on  aura  l’intégrale  de  la 
fraétion  propofée = L . (x  -hb *)  - L.  x = L.  . 


die 


dx 


- avant 


Si  l'onavoit  intégré  les  fraétions : 

° x — m x-hm 

de  les  réduire  au  même  dénominateur , l’on  aurait  eu 
L.  (x  — m) -h  L.  (x-hm)  — L.  (x 1 — m *)=  L.  (x  *-+-£  * J 9 

ce  qui  fait  voir  cjue  la  fomme  des  deux  logarithmes 
imaginaires  peut  erre  une  quantité  réelle.  En  général 
fi  une  fraétion  rationnelle  a des  faéteurs  imaginaires 
la  fomme  des  intégrales  des  deux  fraétions  qui  appar- 
tiennent à deux  faéteurs  x — m,  x -h  m , m étant  une 
quantité  imaginaire,  fera  toujours  une  quantité  réelle. 

b ^ d x 

6 3.  Soit  la  formule  — — ï-  La  fraétion  qui 

b 2 dx 

répond  au  faéleuj  double  x * eft  = ~ZT~  » ce  9uC  l’on 
Tome  1 V,  ‘ R 
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trouvera  par  la  méthode  ci-deflus  ( <Sz)  *.  Le  faéfeur 
(xl  -4 -bby  donne (x-m) 1 . en  faifantm^J^-i. 

La  fra&ion  correfpondante  au  fatteur  ( x-m )x  , fer» 
( par  la  méthode  qu’on  vient  d’expliquer  ) == 

) dx 

4 i- ,1a  fraétion  correfpondante  au  faéteur 


(x  — m ) 1 
(x-hm)1étant  = 


m , 


■ mm 


)d: 


-T- . Lafomme  d* 

(x  4-m)  1 

, <•  n.-  , — b 2 x2 — z b+)  dx 

«es  fractions  donne  la  fraction  reellc  î » 

en  fubftituant  la  valeur  de  m.  Pour  intégrer  cette  fraâion, 

„ , .—blxldx  — zb  + Ax 

ie  la  décompofe  en  ces  dcux-ci -, , » • 

( * -J-  t * ) (xx~hbl) 

L’intégration  de  chacune  dépend  de  l’intégration  de  la 
fra&ion  > qu'on  Pcul  intégrer  par  la  méthode. 

ci-deffus  ( jS)r  v 

A l’égard  de  l'intégrale  de  la  fraélion  — ^ , elle 


dx  = -— J1*  — - 


x 1 

Al 

X 


eft  égale  à S.  1 1 x 
On  peut  voir  par-là  que  la  fomme  des  fra&ions  que  peu- 
vent donner  à la  fois  un  même  nombre  de  faéi:curs{x-  m)  ” 
jj  (x  m ) » , fera  toujours  une  fra&ion  réelle  quand 
meme  m feroit  imaginaire. 

Si  l’on  avoit  une  fra&ion  de  cette  forme 

( a x - m 2 * ~*x  -+-bx 1 m — * ■ ‘ ) d x 

v __ — on  pourroit  t®u- 

x.(x2-a1')n  (x1  -+-2ax-+-bl) 


* Les  Commençans  peuvent  fuppofcr  **  a(*  + o)‘  « 
afin  de  fixer  leur  imagination. 


m 
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i’ours  l’inccgrer.  Car  il  eft  aifé  de  voir  qu’en  trouvera  fad- 
ement la  fradion  cotrefponiante  au  fadeur  x.  Le  fac- 
teur ( x 1 — a 1 ) " > donne  (x  — c)"(x-l-*)*.  Le  fadeur 
(x1  -f - 1 a x + b*  )m  égale  à o , donné  x1  -+-  i a m æ 
— bxiX1‘+-i*xH-aa  = a*  — b z,  oax-ha=.  + p, 
[ en  faifant  * 1 — b1)  =p],ou  ï + « + p = o j 
donc  le  fadeur  propofé  donnera  ( ? — p )“  ( j-+-  p)  en 
faifant  x •+■  a = % , ce  qui  donne  dx—d\ j Àlais  on  trou- 
vera facilement  les  fradions  correfpondantes  aux  fadeur» 

( t ~F)">  (?  -f-?  )"*•  » & f°mmc  de  ces  fradions  fera 
réelle,  quand  meme  p feroit  imaginaire.  Il  fuffira  donc 
de  chercher  d’abord  les  fradions  des  fadeurs  fimples 
réels  ou  imaginaires,  qu’on  peut  repréfenter  par  xm,ou 
(x-+- g)  m t ou  v * — g ) "*  , & pour  avoir  les  fradions 
que  peut  donner  un  fadeur  double  de  la  forme  * 1 ■*+• 
% ax-\-b  1 dont  les  racines  font  fuppofées  imaginaires , l’on 
fera  ( « a—  i i ) = p , & x -+-*  = ? , on  fubftituera 
il  au  lieu  de  d x , 8c  i — a au  lieu  de  x , foit  dans  la 
* prepofée , foit  dans  les  fradions  correfpondantes  aux 

fadeurs  ({-?)"»  ( ? + ? )"•  Si  les  fadeurs  de 

m 

(xl-hzax-ï-  b1)  étoient  réels  , on  pourroit  les  re- 
préfenter par  (x  — g)  , {x  -t-  f)m,  & il  feroit  inu- 
tile de  faire  Il  n’eft  pas  même  nécelfaire  de 

le  faire  dans  aucun  cas  , puifqu’en  faifant  a.  — p =c  g t 
a-+-p=r/,on  peut  repréfenter  les  fadeurs  (#*+•*— p)  m 

(x  + a-f-p)'”  par  Cx-t-g)"1,  (x-i-f)m. 

64.R1MAKQUI.  Quelque  foit  le  dénominateur  d’une 
fradion  rationnelle  , on  peut,  en  l’égalant  à o,  cher- 
cher fes  fadeurs  réels , & s’il  a des  fadeurs  imaginaires  , 
ils  feront  en  nombre  pair  , & en  multipliant  deux  à 
deux  ceux  qui  contiennent  la  même  quantité  imagi- 
naire , mais  avec  des  lignes  différens  , & la  même 
quantité  réelle  avec  les  mêmes  lignes  , l’on  aura  des 
fadeurs  réels  du  fécond  degré  5 or  les  fradions  qui  ré- 
* fulteront  de  ces  fadeurs  donneront  des  quantités  réelles. 

Corollaire.  On  peut  conclure  de  la  doc- 
trine qu’on  vient  d’expofer  , que  toute  fradion  ra- 

Ra 
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tionnelle  eft  toujours  intégrable  , ou  algébriquement , 
ou  par  les  logarithmes  > ou  par  les  arcs  de  cercle.  Vé- 
ritablement nous  n'avons  pas  de  méthode  générale  pour 
trouver  les  fadeurs  réels , fimples  ou  doubles  du  déno- 
minateur d’une  fradion  rationnelle  quelconque;  mais 
c’cft  un  défaut  de  l'algèbre  plutôt  que  de  la  méthode  d'in- 
tégration qu'on  vient  de  développer. 

Il  ne  fera  pas  inutile  de  remarquer  que  fi  quelque  fac- 
teur du  dénominateur  étoit  multiplié  par  une  confiante  a, 
par  exemple,  & que  l'on  eût  a x -{-g  b pour  un  tel  fac- 
teur, on  pourroit  divifer  ce  fadeur  par  a , pour  avoir  x -H 

fA  — *-+-  c,  en  faifant  =c;  Mais  on  diviferoit 

CL  ^ 

auffi  le  numérateur  par  a.  En  général,  il  n'eft  pas 
difficile  de  voir  comment  il  faut  s’y  prendre  pour  que 
chacun  des  faveurs  du  dénominateur  contienne  au  pre- 
mier terme  la  variable  x fans  aucune  confiante. 

Des  Formules  Différentielles  dont 
l’Intégrale  dépend  de  la  Rectification 
de  l’Ellipse  ou  de  l’Hyperbole  , 

SÉPARÉMENT  OU  ENSEMBLE. 


6r  Selon  ce  qu’on  a dit  dans  la  fedion  précédente  (58), 
fi  l’on  fait  l’ablciffe  d’une  hyperbole  à compter  du  centre 
=7,  l'ordonnée = u,  le  demi-premier  axe = a,  le  demi-le- 

bb  ' ax-i-aa  a a — b b , 

condaxe  = &,  — = £>??  = F’ 

différentielle  de  l’arc  hyperbolique  fera  = 

^ x ggne  a üCu  fi  a a — b b 

% l/~  ( # 2 dfc  P x ” à b)  . , 

efl  une  quantité  pofitive , &Je  figne  — - fi  cette  quantité 
eft  négative.  Mais  fi  l'hyperbole  efl  équilatere , la  difteren- 
& „ à xy"  ax 

tielle  de  l’arc  fera  — - \y^xx^.Jb)’ 

En  faifant  là  puiffance  de  l’hyperbole  —an , l’abfciffe  af- 

• \ • t 

lymptotiquesc^ja*^^??^* %. 1 clément  de  1 arc  hypers 


Digitized  by  Google 


Calcul  Intégral. 


261 


bolique  fera  = \.x~~.dxV  ( x x -4-  g 2 ).  Dans  l'cllipfe 
en  fuppofant  ^~=g,  l'abfciffe  du  centre  =ï>  Il  — 


ex  — cl  a 
g — * 
fera  = 


a a 
aa-+-bb 
a 

àxV 


==j»,  l'élément  de  l’arc  elliptique 


a x 


2j/~(p  x — x x — bb)‘  * 

66.  Corollaire  I.  L’intégrale  de  la  différentielle*  “ 2X 
ê xlSÇx  x -hbb)  dépend  de  la  reélification  d’un  arc  d’hy- 
perbole équilatere  entre  les  aflÿmptotes  perpendiculaires, 
dont  l’équation  eft  V u=  i.b=  b , ç étant  rabfciffe  af- 
fÿmptotique  comptée  du  centre,  u l’e 


lymptotique  comptée  du  < 

faifant  n = x.  Car  foit  s cet  arc  hyperbolique , on  aura 


l’ordonnée , & en 
lerbolique , on  aura 

ds  =}/~(di1-hdul)  as  1 -*  di  J/- (i+-*-bb)  = 

1 j_  _»  « 

;•  x~ * dx  (xx-+-ii)2>x  1 ix(xx-+-bb)*=idsr 

^ 1 

&S.  * “ 2 d x ( * * -t-  b b)  2 = z r plus  ou  moins  une 
conftante  C.  Il  fuit  de-là  que  l’intégrale  de  la  diftéreu- 
» 1 

tielle  x 2 dx  ( e-+-  /*  *) 1 dépend  de  la  reélification 
-de l’hyperbole , lorfque  e & / font  pofttifs  : care  ~hfxx  = 
* ' 1 1 
J.  ( j.  •+•  xx)i  donc  * 2 d x ( è •+■  / *x)2  == 


b b)' 


• * , I I _I  , 

/».*  “ïd*(j--f-*  2),ï=/1  « ».dx(xx-f- 

«n  faifent  y = b b. 

67.  Corollaire  II.  L’intégrale  de  la  différentielle 
» ' » 

.x*  dx  (xx — l'b)  ~~ 2 , dépend  de  la  reélification  d’un  arc 
d’hyperbole  équilatere  dont  l’axe  =2  b, l’équation  étant  uu 
fs s^g—'bb,  ^ étant  l’abfciffe  comptée  du  ccntre,u  1 ordon- 
née au  premier  axe  , & faifant  b x = 1 ? t — b b , ou  { = 

"ff  (J>X  Y'-]'  Car  en  fuppofant  que  cetarc  eft  = J, 

R3 
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„ - dx\S  b x t , ‘ L 

1 on  aura  a j = ~rÿ=7 rrr  — — •o»xIdx.(xx->-éà) 

iy(xx—bb)  » v 

y=y  = x 2 dx.  (xx — bb)  ; donc  Sjs  * dxx 

t 

( x x — b b)  *”  2.  Il  fuit  delà  que  l'intégrale  de  la dif* 

* l J’ 

fércntiellc  x * dx  ( e-+-  fx  x)~ 1 dépend  de  la  reéfifica- 
tion  de  l'hyperbole  lorfque  e eft  négatif  & / pofitive  j 

car  ( e -f-/x  x ) * = / * ^ j-  + c*J  1 i donc  en 
faifant  y - = — J £,  l’on  aura  x ^dx  ( e -f-/x  x ) * = 

! 1 t 

/ * x*dx(xx — J J )~  ? i donc , 8cc, 

68.  Coiun-tAiRE  III.  L’intégrale  de  la  différentielle 

« I 

x 1 dx  (xx  -4-  px  — ii  ) ~ 1 dépend  de  la  re&ification  d'un 
art  d’hyperbole  dont  le  fécond  axe  = ii,leprcmier=za,8e 

dont  l'équation  eft  uu=  — fa' — a a) , en  prenant  u pour 

l’ordonnée,  & j pour  l'abfciffe  comptée  du  centre,  & en 
- b b 7 y~ / ax-4-<w\  aa — bb 

fafaM  — ■=?.  t = y \JxrrJ’±p=:— 

Car  foit r cet  arc , l’on  aura  d s =l/~(di1 -hdu  2)  =» 

— — » I XX 

4 a 1 x1  rf  x ( x x -f-  px  — b b)  * s donc  -r> — = 

* — y CL 

1 £ 

£.  x*  d x ( x x -j-  p t — bb)~*.  Il  eft  aifé  de  voir  que 

I _I 

l’intégrale  de  la  différentielle  trinôme  x 1dx(e-hfx-+-hx1)'~ » 
dépend  de  la  rectification  de  l’hyperbole,  lorfque  h 
étant  pofitif , e eft  négatif , quel  que  foit  f ; car  e -f, 

f x -4-h  x 1 = h Çjj-  4- -y  + x^j  donc  la  différen» 


Cela  fuit  du  N*,  éy , en  changeant  fl  en  é. 
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L.  y g f' X \ I ' 

tiellc  dont  on  vient  de  parler  cft  h 1 ^ y 4-*1  J r 


sz:k~~'î(xx-j-px  — AA)  len  faifant  • — A A =s 

t 

h 


~r 5 &±  p=x* 


6p.  Corollaire  IV.  L’intégrale  de  la  difTérentielle  tri- 
I _j.  • 

nome*1  dx(j>x — xx — AA)  1 dépend  de  la  retftifica- 
lion  d’un  arc  d’ellipfe  dont  un  des  axes  eft  2 a,  1 autre 

AA 

2 l,  & l'equation  u u = (a  a — £ £ ) , en  prenant  u 
pour  l’ordonpée  pour  l’abfciffe  comptée  du  centre  fur 
l’axe  a a,  & en  faifant  g = -—■ 


&P  = 


«a- 


•AA 


‘g- 

i car  foit  J l’arc  de  cette  ellipfe , l’on 


aura  ds—  (^2-wiu2>=T  a 1 x 2 rf*  (px  — xx — AA)  >, 

S t 

|c  — S.x  1 dx  {p  x — xx— b b)  ». 

y a 

Il  eft  aifé  de  voir  <Jue  l’intcgrale  d©  la  différentielle 

I ^ » 

trimone  x1  dx  (e  -+-/  x-\-hxz)~*  dépend  de  la  redli- 
fication  d’un  arc  elliptique , lorfque  / étant.pofiuve , e & A 
font  négatifs  *;  car  b on  fait  /=  -f-c  quantité pccfi*- 
tive , e =-q,Sc  h ==  - r,  cette  différentielle  deviendra 

- -i-,  /c  «N-4- 

r=  x * dx(cx  — txx  - q)  * = r 1 x*  ox  x—xx ^ 1 

■ i 

= r~T x 1 dx  (p  x - x x - i b)  en  fuppofant  p=* 

— & A A — — . 
r r 


* Si  e , f Si  h étoient  à la  fois  négatifs  & xpofitlf,  la 
différentielle  feroit  imaginaire. 
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Remarque.  Dans  l’hyperbple  on  a ± j>  = 


aa  — b b 


a 

çuaa  Z£p  a=  b b-,  donc  en  regardant  a comme  une 
inconnue,  on  trouvera  par  la  méthode  de  la  réfolution 
des  équations  du  fécond  dégré,  on  trouvera,  dis- je,  a = 

*i±  ~ •+■  V (fpp-f-i  b ).  On  ne  donne  pas  le  Agne- 
au radical,  afin  d’éviter  un  axe  négatif.  Mais  dans  l’ellipfe 
cl  cl  -f-  b b 

I on  a p = ,&  ax='-P±y  (ip'-bb). 

70.  Problème.  Trouver  l’intégrale  de  la  différentielle 
x dx  (bb  - xx ) H I.En  fuppofànt  x— -,on  aura 

- ' > , î 

X ’ — , i x = - bbl  d%  , xx=b  + 2 ; donç 

ta  différentielle  propofee  eft  = — ; — —, 


-T2  î 1 d? 


V V (zz-ib) 


- s — 1-  f7=v ttt  » comme  il  eft  aifé  de 

le  voir  en  réduifantla  demiere  fraélion  au  dénominateur 

I 

iV(u-ii).  OrS.-lfii_  eft  = , 

V (ïi-bb)  y~b  * 

^ÿnt  un  arc  d’hyperbole  équilatère  dont  Iequation  eft  uu 
— b b ,y  étant  l’abfciffe  comptée  du  centre  fur  Je  pre- 

mierV  2 l , & en  faifantj  = Tqutcela 

fuit  du  corollaire  1 1 ( 67  );  Tl  fuffit , pour  le  comprendre, 
de  changer  * cn^;  dans  l’équation  p^  = S. x » d x x 

(xx~lb)  ».  L’autre  différentielle  - — e(%  — 

x'Vbz-bb) 
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z6f 


en 


~ d^-lb  à?  —à-z-llx"'1  dz -it 

TO^-yT.K  u-“î'')  •*  ’ 

faifant^ =t,  ce  qui  donne  <??-+- 2 dx=dt, 

i „ — — Md? 
il'— b II"1  ) = i2jdonc  S.-j— ^ 1 = 

î'KC??  — 

^2**=— x J/  (ric~~x') 

— _ 2 J/" ■ donc  l’intégrale  de  la  frac- 


Ol 9 


tion  propofée  eft  ( — > P^us 

moins  une  confiante  j ainfi  l’intégrale  de  la  fraétion 
propofée  dépend  d’une  quantité  algébrique  & d un  arc 
hyperbolique. 

71.  En  faifant  x — , on  trouvera  aifément  que 

l’intégrale  de  la  différentielle  trinôme  x * dx  (b  b dt  P » 
dl  S (??  ±f T— < M) 


*—xk) 


Or  on 


’Vtaztn-^  ” FT 

fait  par  le  corollaire  troifième  (68) , que  l’intégrale  de  la 

t ^ ___  î 

différentielle  (^q;fc  j^  — bb  ) 1 dépend  de  la  rec- 

tification d’un  arc  d’hyperbole  dont  le  fécond  axe  =2  b, 

t / b b v 

le  premier  = i a,  l’équation  étant  uu=—  (jj  “<*<*)* 

en  prenant  j pour  l’abfciffe  comptée  depuis  le  centre  fur 
le  premier  axe , u pour  l’ordonnée  , faifant  g — 

l±>U}r=yr « ^it  de.là  que  l’intégrale 

4 l 1 

de  la  différentielle  trinôme» 1 dx(e-+-fx-\-hx3<)  1 dé- 

pend de  la  reélification  de  l’hyperbole  , lorfque  e étant 
politif  h eft  négatif  , quelque  foit  / pofitive  ou  né- 
gative. Car  fuppofant  h——c,  on  aura  f+/* 


/ 
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h xl=zc  (X- -t-  ^ — XX  ^ = clbl  ±:px  — xx)  en 

e f JL  1 

faifant  — —b  l , — *=  ± p j donc  x ~ dx(e-hfx-t-hx)~  « 

i i i 

— e * x * dx  (b  b -jr-fx  — xx)  2 ; donc  &c. 

71-  Piobikmï.  Trouver  l’intégrale  de  la  différentiellt 

x dx(bb — ïï)  2 . Il  cil  évident  que 
d * bdx-hxdx  — xdx  d x (b- 1-*) 


*~V  (bb-~xx)  b.x'}S(bb  — xx)  b.x  ^(bb— xx) 

L * 

~WW3f  ('0)  lu"é6ra1'  dej c™- 

féquent  celle  dépend  de  la  rectification  d’un 

arc  d’hyperbole  Sc  dune  quantité  algébrique,  mais  l’in- 
tégrale de  la  différentielle  — — fe  trou_ 

• l.x'lfQob — xx) 

vera  de  la  manière  fuivantc  : parce  que  b b — xx  =m 

(i-f-x).(i  — *),  on  aura d_xj_ — x. ). ^ 

. _ b.xiyr(bb  — xx) 

dx  iS(b-hx)  O r r , 

■ — r ; & en  luppofant  = Ion  a 

®-*2  l/~  (b— * x) 

t 

dx=zd^,  yr(  b -4-  x)=l 1 ,x=i~b,  b-x=zb~i  , 

dxyr{b  -h  x) _ ?Trf? yd* 

l.xl'V(  b-x)  (lbbi-tf-zbb)~  l.ÿ  Gq-re-cç)’  Cn 

iâifanr  g b b = p , 8c  z bb=x  cc  swaispar  le  corollaire  IV 
( 6p) , l’intégrale  de  cette  dernière  différentielle  dépend 

-d’un  arc  d’ellipfe  > ainfi  on  aura  S.  — — *'-?  — 

b . -x 1 j/’f  bb  — xx  ) 

-par  la  rétification  d’un  arc  elliptique.  Donc  on  aura 
I-intégtale  de  la  différentielle  propoféc  par  une  quantité 
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algébrique  & par  la  rectification  4c  l’hyperbole  8c  de 
l’ellipfe  enfemble. 

Y t 

73.  Corollaire  I.  La  différentielle  x ~ *dx(xx~bb)~** 


an  faifant  x — devient  = ÈJil <LL- 


ii_ 

? 


~d\ 


, qui  a la  même  forme  que  celle  du  pro- 

vVÿb-xd 

blême  ; donc  fon  intégrale  dépend  d'une  quantité  algé- 
brique & de  la  rectification  de  l’hyperbole  & de  rellipfe. 

74.  Corollaire  II.  En  faifant  b b = — , 8c  f=x  — t , 

...  c 

c 

l’on  aura  |/"( e -f-/x x ) = c 1 j/’f  i i — xx  ).  Faifant 

l . c . 

e~~  c , on  aura  yr(e-i-fxx)=:f'î  \ xx~-j-J  = 
/lI^(xx  — ii),  en  faifant  i & s=  -j-  j donc  l'intégrale 

J X 

de  la  formule  — ; — dépend  de  la  rec- 

x1  (e  -t-/ xx  ) 1 

tification  de  l’hyperbole  8c  de  l’ellipfe  , ldrfque  des  deux 
quantités  e 8c  f l’une  eft  pofitivc  , & l’autre  négative. 

75 . L’intégrale  de  la  différentielle  -j — 

x*  j/^ii-f-xx) 
dépend  de  la- rectification  de  l’hyperbole  8e  de  rel- 
lipfe, 8c  d’une  quantité  algébrique.  Car  en  fuppofant 
î^(xx*i-i&)  —y  — x,  on  aura  xx~hb b—yy—  *yx 

+rx,*=^ — —,  ]/“  (xx-f-ii  y— y - x=r^y~^~  ^ , àx 

% y * ** 

VJ 


v 


\S{yy—bb) 

V.  v 


V 


, & 


d x 


xTl^(iH-xx)  j'Viyy  — bb) 
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différentielle  qui , au  multiplicateur)/'  i prés,  a la  forme 
de  celle  du  corollaire  premier  ( 73  ' ; donc  &c. 

76.  Remarque.  L’on  peut  trouver  l’intégrale  de  toutes 
les  différentielles  qui  dépendent  de  la  rectification  des 
arcs  elliptiques  & hyperboliques , foit  féparément  ou 
enfèmble  , on  peut  , dis  - je  , trouver  ces  intégrales 
par  des  fériés , ou  par  la  quadrature  de  quelque  courbe 
algébrique,  en  fuivant  les  méthodes  que  nous  avons 
enfeignées  ci-devant.  Nous  pourrions  aifément  rame- 
ner un  plus  grand  nombre  de  différentielles  aux  reCtifica- 
tionsdes  arcs  elliptiques  & hyperboliques, foit  féparément 
ou  enfèmble;  mais  nous  avons  d’autres  objets  à confidérer. 

M.  Maclaurin  , dans  fon  Traité  des  fluxions  , 
di  flingue  différentes  claffes  ou  ordres  de  différentielles.  La 
première  claffe  comprend  celles  dont  les  intégrales  peu- 
vent être  déterminées  exactement  en  termes  finis  par  des 
expreffions  algébriques,  ou  géométriquement  par  des 
figures  reétilignes.  La  fécondé  claffe  comprend  les  dif- 
férentielles dont  les  intégrales  peuvent  fc  trouver  par  les 
tables  des  finus  Sc  des  logarithmes,  ou  par  la  quadra- 
ture de  l’hyperbole , de  l’ellipfe  ou  du  cercle.  La  troifièma 
claffe  renferme  celles  dont  les  intégrales  fuppofent  la 
.rectification  des  arcs  elliptiques  ou  hyperboliques.  On 
peut  à ces  trois  claffes  en  ajouter  une  infinité  d’autres: 
par  exemple , on  pourroit  faire  une  claffe  de  toutes  les 
'différentielles  qui  fuppoferoient  la  rectification  d’une 
courbe  algébrique  du  troifième  ordre  qui  ne  feroit  pas 
exactement  reCtificable  comme  la  ciffojde. 

( L’illuftre  M.  d’Alembert  auquel  les  mathématiques 
doivent  tant,  a fait  beaucoup  de  recherches  fur  les  dif- 
férentielles de  la  troifîème  claffe,  & il  a ramené  un  très- 

frand  nombre  de  formules  à la  rectification  de  l’hyper- 
oie  & de  l’ellipfe  , comme  on  peut  le  voir  dans  les  Mé- 
moires de  l’Académie  de  Berlin,  année  1746  & 1748, 


N 
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De  l’Intégration  des  Formules  différen- 
tielles DE  TOUS  LES  ORDRES,  ET  DE  CELLES 
QUI  SONT  AFFICTÉES  DESIGNES  d’InTÉGRA- 
TION  , EN  SUPPOSANT  QU’lL  N*Y  AIT  QU’UNE 
VARIABLE  DANS  CHAQUE  DIFFÉRENTIELLE,  OU 

s’il  y a deux  Différentielles  dans  la 
même  Formule  , que  l’une  des  deux 
soit  constante. 


77.  PROBLEME.  Intégrer  l’équation  différentielle 
dm  y=p  d xm  dans  laquelle  d x efi  confiant , p une 
fonction  de  x , & m l’expofant  de  L’ordre  de  la  dif- 
férentielle. Puifque  d x efl  confiant , on  peut  le 
défigner  par  une  confiante  g , & exprimer  ainfi 
l’équatibn  d m y = g m~1  p dx , & en  prenant  les 
intégrales  de  part  8c  d’autre  , on  aura  d '“~l  y^=s 

C”-1  S.p  dx  —t—  C gm~l,C  étant  une  confiante  ar- 
itraire  qu’on  pourra  déterminer  par  les  conditions 
données  ; donc  en  remettant  d x au  lieu  de  g , on 
aura  d ’*  y = dx"~l  S.  pd  x -+-  C dx”~l  * ; 
mais  parce  que  p efl  une  fonction  de  x , on  pourra 
trouver  l’intégrale  S.  pd  x par  quelqu’une  des  mé- 
thodes précédentes.  Suppofant  donc  S.  p d x =r, 
fonction  de  x , on  aura  l’équation  dm~l  y - — 

rdxm~'  -f  C dxm~l  = g"-1  rdx  — f-  Cg"- 2 dx ; 
ic  en  intégrant,  il  viendra  dm~*  y=g"~2  S.  rdx-\~ 
Cgm~l  x -f  D g"-1  dxm~lS.rdx  4-  C x.dx'  -f- 
D dx’  ~l,  D étant  encore  une  confiante  arbitraire 


* En  différenciant  cette  équation  on  retrouvera  la 
propofée  ; car  d x étant  conilant , la  différentielle  de 
C dxn“'1  fera  =5  0.  - * 
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ou  déterminable  par  des  conditions  données.  On 
continuera  de  même  à intégrer  jufqu’à  ce  quon  foit 
parvenu  à une  équation  qui  ne  contienne  aucune 
différentielle  ; & il  eft  aifé  de  voir  qu’il  faudra  faire 
autant  d’intégrations  qu’il  y a d’unités  dans  l’expo- 
fànt  m , ce  qu’il  falloit  trouver. 

Exemple.  I.  Soit  d ly , ou  d d y = axm  d x1  ; 
en  intégrant  de  part  & d’autre , on  trouve  d y =» 
a x n"*~'  d x 


f-  C d x ; & par  une  fécondé  inté- 

Cx  H — D. 


ax 


772  ■+"  l 

gration  , l’on  a y 

b J (ttH-  i).(ttH-i) 

Exemple.  II.  Soit  d}y  = axm  dx%  — f—  bx* dx', 
La  première  intégration  donnera  d d y == 


axm'*'t  d: 


772  -+-  I n + I 

fécondé  intégration,  l’on  aura  dy 


d x 


Cx.  dx 


(7I-hl).  (72-t-l) 

fième  intégration, il  vient  y- 


b x ' 


Cx 


C dx1’,  par  une 

_ g d x 

D dx;  8c  par  une  troi- 



(//i-f- 1 .(tb-+-  j) 


D* 


E,  E 


(7Z-f-i).(72-+-x).(ra-t-j)  1 

étant  une  confiante  arbitraire  , ou  qu’on  déter- 
mine par  des  conditions  donnée;. 

78.  On  peut  réduire  une  différentielle  d’un  ordre 
quelconque  de  la  forme  dm  y ==  ad  x dM~'  y — H- 
p dxm  à une  équation  différentielle  du  premier  or- 
dre , d x étant  confiant  & p une  fonétion  de  x ; 
car  en  intégrant  de  part  5c  d’autre  , on  aura 
d m“‘  y ==  ad  x dm~t  y -+-  d x "i_,  S»  p d x 
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C d x”“~f , C étant  une  confiante  *.  En  intégrant 
une  fécondé  fois , on  trouve  d"~xy  ^=*adxdm~-  y -+- 
dxm~t.S.  ( dx.S.pdx ) * -+-Cxdxm~x 
D.  d*'*-1.  En  intégrant  une  troifième  fois,  il 
vient  dm■',  y = ad  x d"~*  y -t-  <fx"~5x 

S.  ( dx . S.(dx.S.pdx))  -t~  — 

Drifr’""1  — E d x ; & en  continuant  on 
parviendra  enfin  à une  équation  du  premier  ordre, 
Soit,par  exemple/ équation  dddy  = adxddy  — |— 
pdx1,  on  aura  par  la  première  intégration,  idy  =si 
adx.dy  —f-  d x r S.pdx  -+-  C dx*;  & par  la 
fécondé  intégration  , d y = a y d x -+-  d x X 
S.  (dx.  S.  p d x)  -f-  C x d x D dx  =*  aydx  — H- 
t dx  -4—  C xdx  -4-  D d x , en  faifant  S.pd  x=  r, 
& S.  r d x = t. 

79.  Théorème,  p étant  tout  ce  qu’on  voudra  s 
Jî  dx  eji  confiant , on  aura  V intégrale  S.pdx  =e* 

p x — S.  x d p = p x — - — — J— 

idx 


S. 


x1  d dp 


1 dx 
r}  d */ 
x.j.dx1 


px 


e X}  d}p  X1  dp  , 

S.  r-L==px — p-f  + 


xx  d p x 3 d d p 

2 dx  2. 3 .dx  * 

3 ddp  x4d3p 


id  x i.i.dx1  1.3.4 . dx* 


S. 


x ^ et  ^ p 

- = p x &c.  On  démontre  ce  théo- 


x.  3.  4 . dx  } 


* Cette  confiante  peut  être  = o. 

* * Nous  parlerons  bien-tôt  de  la  manière  dont  on 
peut  avoir  les  intégrales  des  quantités  qui  renferment 
des  lignes  d'intégration. 
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rême  en  prenant  les  différentielles  des  deux  mem- 
bres de  chaque  équation , car  on  les  trouve  éga- 
les. Ainfi  dans  la  première  équation  S.pdx  =px  — 
S.  x dp,  on  trouve  en  différenciant , p d x -=* 
P dx  —h  x dp  — • x dp  = p d x.  Dans  la  fécondé 

équation  , p x — S.  xdp  ==* p x — .***  -4- 

i dx 


Q xlddp  c , 

!>.  , ou—  S .xdp 

2 dx 

g x1 d dp 


x * d p 
z d x 


z dx 


; en  différenciant  de  part  & d’autre  , 

& fuppofant  d x confiant , on  a — xdp  = 

axdxdp  x1 ddp  . x'ddp 

~m -nr-~j~-ï7r-=~xi?ilc 

ainfi  des  autres.  Donc  S,  pdx = px ^_£p 

x*  ddp  x'd'p  X*  d*  p , . 

z.^.dx1  .2.3.4 .dx*  2 3.4 .f.'dx*  c*  ce  qui 

donne  la  férié  trouvée  par  M.  Jean  Bernouilli,  dans 
les  ades  de  Léiplîck , année  iéyq,. 

Lorfque  p eft  une  fondion  de  x , on  délivra 
cette  férié  de  toute  différentielle.  Car  foit  d p — 
qdx , dq  = r dx,  dr  = tdx,  &c.  on  aura 


S.  p d xx=ip  x 


x%t 


x } r 

"m 


X 4 t 


&c. 


" ^ » 

p x — S.  q x d x = p x — — £ 


x'  r d x 


S. 

1 < 

= p x &c. 


*■  2.3  ».  3 


* Selon  M.  Fontaine  ( voyez  fes  Mémoires  ) , pour 
avoir  S * y dx,  y étant  une  fondion  de  #,  on  uoic 

Avant 


Digitized  by  Google 


Calcul  Intégral. 


273 


Avant  de  palier  au  théorème  fuivant  nous 
marquerons  que  l’on  a toujours  d . u % =e  ud\ 


multiplier  x par  une  fuite  dont  on  trouvera  le 

premierterme  en  mettant  — — x aulieu  de xdans  la  fonç- 
ai *T  " 

tionjy  ; le  fécond  terme  fe  trouvera  en  fubftituant  ~ au 

x» 

lieu  dex  dans  la  même  fonétiomy  ;letroifîème  en  fubfti- 

t X ' 

tuant-^-  au  lieu  de  x j & ainfi  de  fuite  jufqu’au  der- 


nier terme  qui  fe  trouvera  en  fubftituant  au  lieu 

2” 

de  x,  & cela  d’autant  plus  exaélement  que  n fera  un  plus 
grand  nombre.  Ce  qu’on  vient  de  dire  de  S.  y d x doit  s'en- 
tendre également  de  S pdv  lorfque  p eft  une  fonc- 
tion dex.  On  voit  aifément  que  les  valeurs  fubfti- 
tuées  de  x forment  une  progreifion  arithmétique  — — 
ix  3 x y x 7 x 

2 n z * z " ’ i * expofant  de  t).  Par  exem- 

ple » fi  l’on  fuppofe  p = V(  1 x — x 2 ) , j>  d x fera  l’élé- 
ment de  l’aire  d’un  demi -cercle  dont  le  diamètre  = 2, 
& le  rayon  = 1 , 8e  félon  cette  règle  l’aiye  S.  pdx  fera  = 


d’autant  plus  exaéVement  que  le  nombre  pofitif  n fera 
plus  grand.  Si  n = y , & je .==  1 , le  quart  du  cercle 

dont  le  rayon  = 1 , fera  = (IV63.1  . 3 -4- 

v 19  f ^ 11  - J1  î*  Pour  avoir  le  premier 

terme  de  la  fuite  , on  fera  attention  qu’en  fuppofanc 

x = 1 , la  fraétion  devient  = -i—  ; mais  la 

quantité  fous  le  figne  du  premier  radical  eft  alors  =s 

Tome  IV,  S 
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%du’,  donc  k \ = S.ud  i -+-  S.  ? d u.  Ainfi  nous 
aurons  le  lemme  fuivant. 

Lkmme.  S.ud  i «==  u\  — S.^du. 


I I _ i 

. a"'1"1 — ~ = —Sx. i,  en  fanant  paiïcr  — — . 

ii»  a1"  i*»  3 r xil»i 

hors  du  ligne.  Il  n'eft  pas  difficile  de  voir  comment 
on  a trouvé  les  autres  termes  ; le  point  indflji#  la 
multiplication.  Si  l’on  vouloir  l’aire  entière  do  cercle, 
on  multiplierait  tout  par  4 , quarré  de  3 > & pour  cela 

il  fuffiroit  , en  taillant  tout  le  relie , d’écrire  — au 

a 7 


lieu  de  - — — . 
a» 

Par  la  même  règle  on  aura 


S. 


dx 

i-hX 


x x 


1 


1 


1 


f * 


a • 


1 . f * t 

-h h &c.  ^ — l X ( — 1 -H 

• h &c.  Y Pour  déterminer  la  confiante  C 

x ” -t-fx  d 

qu’on  doit  ajoûter  à ces  fortes  de  fériés , je  remarque  que 
la  première  (erie  qu'on  a trouvée  pour  le  cercle  de- 
vient =o,lorfque  x=o;doncC  = o.  Il  en  ell  de  même 

pour  la  férié  2 x ( Donc  lï  alors  la  férié 

doit  être  o , la  confiante  fera  = o.  Mais  li  par  la  nature 
de  la  queftion , on  trouvoit  une  férié  = A , lorfque  x — o 
doit  donnez  une  férié  = o , l’on  aurait,  A-+-  C =0  ,ou 
C==—  A.  Par  cette  méthode  l’on  peut  trouver  par  apro- 
ximation  l’intégrale  d’uBe  différentielle  quelconque  à une 
fifule  variable. 
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TkéokbmEi  p étant  une  variable  quel- 
conque , on  a les  équations  fuivantes  : 

I.  S.  d x S.  p d x =*  xS.pdx  — S.  p xd x. 

II.  S~s 

• 2 

d x S.  £ x S*  d x S.  p d x u 
x}  S.pdx  — 3xzS.pxdx-y~3\-.  S.px2  dx — S.px*dx 


2 -3 


iv.  S" 


. C.  - — 

d x v " • d x '3*  d x o.  d x S*  p d x 

x+Spdx — 4* 3 S.pxdx  -h6x2  S.px2dx — ^.xS.px1  dx-+-  S.px+dx 

2 • 3 • 4 * 

6*  généralement , Ji  le  nombre  des  S.  dx  qui  pré- 
cédent S.pdx , tfi  m,&  que  i . 2 . 3 .4,. ...  m 
défigne  le  produit  de  tous  les  nombres  de  la  fuite 
I,  2<  3»4<*  S &Ct  juf qu'au  terme  m de  cette 
fuite  indujivement  , on  aura  l'équation  fuivante , 

S*  d x . S'  d x S.  p dx  =-.  [xm  S.  p d x 

m _,p  , m.(m — 1) 

~~xm  1 S.pxdx - — - — ~x?~2S.px*dx 

m.(m. — I ) • C m — 2)x”-i  0 
, ,2.J -S.px'dx....^ 

$.pxmdx]:(i.2.3.4.f.6.J 


* Les  deux  points  indiquent  une  divifion. 

Sa 
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le  Jigne  fupérieur  a lieu  lo-fque  m ejl  un  nombre  pair , 
le  figne  — fi  m e/Z  impair.  En  prenant  les 
différentielles  des  deux  membres  des  quatre  premiè- 
res équationSjOn  les  trouvera  égales;d’où  Ton  pourra 
conclure  que  la  derniere  équation  doit  avoir  lieu  ; 
mais  on  peut  démontrer  le  théorème  de  cette 
autre  manière.  On  trouve  la  première  équation 
S.  d x.  S.  p d x = x.  S.  p d x — S.p  x dx  par  le 
lemme  précédent , en  fuppofant  S.  p d x = u 
& x = ^ , ce  qui  donne  p d x = du  , p xdx  == 
\d  u , d x ==.  d •{,  d x.  S.  p d x =====  u d u % == 
x S.  p d x ; donc  par  le  lemme , S.  u d i == 

S.  d x. S.  p d x = u % — S.  f d u ==  x S.  pdx  — 
S.p  xdx.  On  trouve  la  fécondé  équation  par  la 
première  & par  le  même  lemme  : car  puifque 

.S  d x.S.pd  x = x.S.p  dx  — S.  p x d x , en  mul- 
tipliant de  part  & d’autre  par  d x , il  vient 

dx.S.dx.  S.p  dx=*  xdx  S.  pdx  — dx  S.  pxdx ; & en 
prenant  les  intégrales,  on  a S* dx . S.dx.  S.  pdx  ±=s 

S .xdx.  S.  pdx — s.  dx.  S.  p x d x.  Or  en  fuppo- 
fant S .pdx  = u,  8c  xdx  = d \ dans  l’intégrale 

S. ar dx.  S.pd  x , on  a pdx  = d u,  \ x x ===  f , 
u ï = ^ a: 1 S.p  dx  du  =====  î p x1  d j:  , udç  == 

x d x S.  p d x , 8c  S.  u d%_=  S.  xdx.  S.  pdx  =m 

c , x*  S.  p d x — S.  p x 1 d x -r, 

u £ — S.  fd«  = — En 

2 

Suppofant  S .pxdx  ==*  u , 8c  x = ^ dans  l’inté- 
grale S.  d*.  S.  pxdjc , on  a pxdx  =====  du  ,dx  == 
ri  î , M î==  JC  S.pjcri  Jf  , ç du  = p Xxd  X,  ud\=m 
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x d x S.  p x d x y & par  le  lemme , S.  u d\  = 
S.dx.S.pxdx  = u % — S .{du  = x S. p xd  x — 

S y J 2 X S.  P X d X 2 S.  P X ' d X 

.pxxdxT=z i 

2 

donc  S.  x d x.  S.  p d x — S.d  x.S.p  x d x =s 
X*  S.  pdx — S.px1  dx — 2 xS.  pxdx  —f~  lS.pxldx  . 

£ 

x%  S.  pdx—  2x  S.  p x d x -4—  S.  p x%  dx 
11  " J ""  • 

t . \ / ^ % 

On  trouve  de  même  la  troifième  équation  par  la 
fécondé  & par  le  lemme  ; la  quatrième  par  la 
troifième  & par  le  lemme  , &c.  ; Et  en  oblervant 
la  loi  de  ces  équations , on  parvient  à l’équation 
générale. 

8 1 . Rem  abque.  Suppofons  que  Ton  a une  fuite  de. 
courbes  MA,  MB , MC,  &c.  (fig.  i o)  qui  ayent  une 
abfcifle  commune  MP  & terminées  dans  la  même  or- 
donnée indéfinie  PF,  & telles  que  l’aire  P AM  = A 
de  la  première,  divifée  par  une  ligne  que  je  fais =i, 
foit  égale  à l’ordonnée  de  la  fécondé , l’aire  de  la 
fécondé  divifée  par  i foit  égale  à l’ordonnée  de  la 
troifième,  & ainfi  de  fuite.  Suppofons  encore  que  p 
fonction  de  x eft  l’ordonnée  de  la  première  courbe  ; 
de  manière  cependant  que  pdx,  différentielle  de 
l’aire  A ne  foit  pas  intégrable.  Nous  appellerons 
la  quadrature  S.  pdx  = A,  quadrature  tranf- 
cendante  du  premier  degré , la  quadrature  B de 
la  fécondé  courbe,  tranfcendante  du  fécond  degré 
& ainfi  de  fuite  félon  l’ordre  des  courbes  ; or  l’on 
peut  réduire  ces  quadratures  tranfcendante*  à la 
rectification  des  courbes  algébriques.  Car  A =» 

S 3 
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S.  pdx  ; & parce  que  — efl:  l’ordonnée  de 
la  fécondé  courbe , A d x =■  d x S.  pdx  fera  la 
différentielle  de  l’aire  B ; donc  B -=■  S.dx.S.pdx  • 

L’on  aura  de  meme  l’aire  C de  la  troifième  couibe  = 

# 

S.  [ dxS,(dxS.pdx ) ];  &c.  Mais S.dxS.pdx  —xS .pdx 
■*—  S.pxdx  & en  général  laquadrature  tranfeendante 
d’une  courbe  du  degré  m -+-  1 fe  réduit  à cette 


forme  S»  d x S.  d x S.dx..,S.pdx  = 
xn  S. p dx — ~x  m~'  S.pxdx..... p xmdx  . 


1.1  3.4 m 

Ï1  ne  refte  donc  qu’à  réduire  par  les  méthodes 
ci-deflus  (n”.  19  & fuivans)  les  quadratures  S.  pdx  , 
S .pxdx9S.  pxldx  , &c.  à la  redification  d’au- 
tant de  courbes  algébriques  qu’il  y a de  termes 
affedés  de  S , & en  fubflituant  dans  la  férié  pré- 
cédente , on  aura  la  quadrature  tranfeendante  du 
degré  m — {—  i réduite  à la  redification  d’autant 
de  courbes  algébriques  qu’il  y a d’unités  dans  m + i. 

8 2.  Remarque  Et.  Soit  p=*y  l’ordonnée  de  la 
première  courbe , l’ordonnée  de  la  fécondé  fera  = 

— — s=s  S.  y d x , &c.  donc  la  quadrature 
tranfeendante  de  la  courbe  de  l’ordre  m+  1 fera= 


j^S.jdx— ” je’ -I  Syxdx-h' 


I#  2.  J»  • • • lïl 

Il  n’eft  pas  difficile  de  voir  que  le  théorem#  pré- 
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cèdent  peut  être  utile  pour  l’intégration  des  dif- 
férentielles à deux  variables  *. 


* Il  eft  évident  qu’en  fuppofant  p =y , il  y aura  plu* 
fleurs  variables}  c’eft-à-dire  deux  variables  dans  la  dif- 
férentielle de  l’aire  de  la  quadrature  tranfcendante  de  la 
courbe  de  l’ordre  m 4-1  j donc  cette  aire,  qu'on  peut  avoir 

an  moins  par  approximation,  fera  = S.  d x . S.  d x...  S .y  d x 

Si  la  différentielle  de  l’aire  fcra=  dx . S.dx. . . . S.  y dx. 


Pour  avo£la  furface  des  courbes  qui  expriment  des 
intégrales  quon  ne  peut  pas  avoir  autrement , fuppo- 
fons  qu’on  ait  une  formule  différentielle  ydx,Sc  qu’on 
ait  befoin  de  connokre  l’intégrale  S.  y dx  , fans  avoir  y 
exprimé  en  x.  Pour  cela  on  confidérera  les  valeurs  de  y 
comme  les  ordonnées  d’une  courbe  dont  eft  x l’abfciffe  & y 
l’ordonnée , Sc  l’on  calculera  arithmétiquement  un  grand 
nombre  de  valeurs  de  y , Sc  la  furface  de  cette  courbe 
corrcfpondante  aux  y ainfi  calculés  fera  à peu  prés  l’in- 
tégrale cherchée.  Si  les  trois  ordonnées  PM  ( a ) , 
T m(b),  Nn(c)  (Fig.  11  ) répondent  aux  abfciffcs 
AP,  AT, AN,  & que  l’on  ait  P T = T N ==  j , la  fur- 
face  PMnN  fera ( en  confidérant  l’arc  Mn  comme  une 


ligne  droite  ) = 


cl- f-  b 

% 


c-f-é 

” 7 

X 


& s’il  y avoit  un  plus 


grand  nombre  d’ordonnées  / ,gScc.  onauroit  pour  lcsef- 

, . c -H  / f-+-g  . 

paces  fuivantes  — 1 — cec. 


Mais  fi  l’arc  M mn  qui  joint  trois  ordonnées  confé- 
cutives  eft  un  arc  de  courbe  parabolique  déterminé  par 
ces  trois  ordonnées , voici  la  maniéré  de  trouver  la  fur- 
face  de  l’efpace  PMnN. 

Dans  une  courbe  du  genre  parabolique  dont  l’équa- 
tion eft  j3A  + B*+C*l  + Dx*  Sic.  Si  l’on  a 
trois  ordonnées  a , b , c correfpondantes  aux  abfciffes 

Si 
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De  l’Intégration  des  Différentielles  a 

PLUSIEURS  VARIABLES. 

83.  Théorème.  Si  p eji  une  fonElion  quelcon- 
que des  variables  x , y , 3 , u , &c.  on  aura  la  dif- 


o,  1 , z , la  furfacc  PMnN  fera  = j-  a 4-  * b 4-  ÿc, comme 

on  le  verra  bien-tôt.  Subftituons  pour  A,  B,C  des  fondions 
de  a,  b,c,  telles  cju’en  mettant  zéro  au  lieu  de  x (l'origine  des 
x eft  ici  fuppofe  en  P)  l'on  ait  y = a,  que  m^ant  1 au  lieu 
de  x , l’on  ait  y = b , & qu’en  mettant  i™u  lieu  de  x , 
l'on  ait  y — c.  Ces  conditions  feront  remplies  en  faifant 

y = a (i  — a),  *4-  b -h  . x . (* — 1). 

Alors  l’élément  y à x de  PMnN  fera  = ad  x 4- 

(i— ■ a.)  . x dx  ■+■  b -h  . ( xxdx  — xdx)  i 

donc  l’efpace  PMnN  ou  S.  y dx  fera  = * * 4- 


b — a 


Of-*--r)  * 


2 s î 1 / ' 3 

dans  cette  exprefïion  on  fait  x = 2 , l’on  aura  la  fur- 


face  cherchée  = a-f-  y i4-  ^ c.  Si  l'on  avoit  une 

fuite  d’ordonnces  a , b ,c , e , f,  g , &c.  Le  fegment 
compris  entre  les  ordonnées  c,  e , f ( on  fuppofe  leur 

diftance  = 1)  feroit  j c4-  ye  4-  i / } & en  géné- 
ral l’aire  de  la  courbe  feroit  égale  à un  tiers  de  la 


première  Sc  de  la  dernière  ordonnée»  plus  * 


de  la  fé- 


conde 8c  de  la  quatrième,  &cj  C’eft-à-dire  des  termes 
de  rangpaiiv+-  j de  latroifième,  de  la  cinquième,  &c, 
c’eft-à-dire,  des  termes  de  rang  impair. 

Les  lettres  a , b , c,  Sec.  , quand  il  s’agit  de  l’aire  de 
la  courbe  défignent , après  l’opération  , des  furfaces  8c 
non  des  lignes 5 De  forte  que  fi  l’ordonnée  <t=  1 pied» 
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férentielle  d p ; premièrement  en  faifant  varier  x 
& conjidérant  les  variables  y , u , &c.  comme 
confiantes  ; fecondement  en  difj  êrentiant  comme  fi  y 
etoit  variable,  tout  le  refie  étant  confiant , & ainjî. 
de  fuite  ; lafotnme  de  toutes  ces  diÿ'eremielies  fera 
la  différentielle  cherchée.  Par  exemple  , pour  dif- 
férencier la  fonélion  x y ? , je  confidere  x 
leul  comme  variable,  ce  qui  me  donne  y ? d x , 
je  différencie  enfuite  en  regardant  y feul  comme 
variable  & j’ai  x \ dy , & enfin  je  traite  à fon 
tour  j comme  variable  pour  avoir  x y d%-,  &c  la 


l’ordonnée b=t  pieds  55e  l'ordonnée  c=  3 pieds, la furface 
défignée  par  f a -f-  p i -+-  f c vaudra  4 pieds  quarrés. 

Suppofons  que  x fepréfente  un  arc  de  cercle  8e  qu’on 
veuille  avoir  S.  (a — cof.  *)'"  dx  lorfque  x — po°  de-, 
grés  , on  pourra  fuppofer  d x = x degrés  fi  l’on  veut , 
J5e  chercher  les  ordonnées  ( a — cof.  x)m  d’une  courbe 
dont-*  feroit  l’ablcifTe  , en  fuppofant  fucceflivement 
x = o,x  = 20 , x=  40.  fcc.  jufqu’à  * =po°  inclufive- 
ment , ce  qui  donnera  46  ordonnées.  On  en  trouvera 
tout  autant  pour  le  fo^nd  quart  de  cercle.  On  ajou- 
tera enfemble  le  tiers  d«B  première  Se  de  la  dernière,  & c. 
comme  on  vient  de  l’expliquer  & l’on  aura  la  valeur  du 
moins  approchée  de  S.  ( a — cof.  x)  m d x.  Suppofons 
m — z , a — 3 8 c le  rayon  ==  1 , on  cherchera  , par  le 
moyen  des  tables  , les  valeurs  de  tcof.  x , dans  la  fup- 
pofition  dex  = o,  de  x = i°,  &c.  Retranohant  fuccet 
fivement  ces  valeurs  de  a — 3 , 8c  prenant  le  quarré  du 
refie  , on  aura  toutes  les  ordonnées  néceffaircs  pour 
avoir  par  approximation  la  valeur  de  l’intégrale  dont 
on  vient  de  parler.  Si  on  avoit  calculé  les  ordonnées 
de  degré  en  degré , on  auroit  fait  le  premier  * = 1 0 5 Mai* 
(a  — cof.  x)M  d x auroit  toujours  été  l’élément  de  l'aire 
de  la  courbe  dont  la  furface  doit  donner  l’intégrale  de 
la  formule  propofée. 


N 
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différentielle  entière  eft  =y  \dx  —J—  x%d  y -4-. 
x y d\.  Ce  qu’on  trouveroit  de  même  en  diffé- 
rentiant  à l’ordinaire  ; ce  théorème  ne  paroit  pas 
avoir  befoin  de  démonftration. 

84.  Corollaire.  Si  p ne  contient  que  deux 
variables  x & y,  qu’on  ait , par  exemple,  p = axy, 
la  différentielle  d p pourra  être  repréfentée  par 
'A  dx  —H  Bd  y.  Dans  la  fuppofition  dont  on  vient 
de  parler  A eft  = a y , & B eft  = a x,  A étant 
une  quantité  finie  qu’on  trouve  en  différentiant  p 
dans  la  fuppofition  de  x feui  variable,  & B la  quan- 
tité finie  qu’on  trouve  en  différentiant  p dans  la 
fuppofition  de  y feul  variable.  Si  p contient  trois 
variables  x , y , ç , l’on  pourra  repréfenter  d p 
par  A dx  -4—  B dy  -4-  D d \ , A étant  la  quan- 
tité finie  qu’on  trouve  en  différentiant  p dans  la 
fuppofition  de  x variable  , B la  quantité  finie 
qu’on  trouve  en  différentiant  p dans  la  fuppofi- 
tion de  y variable , D étant  la  quantité  finie  qu’on 
trouve  en  différentiant  p dans  la  fuppofition  de  \ 
variable  ; & ainfi  de  fuite.  Si  on  fuppofe  p = xy\9 
Ton  aura  A =y  f , B=jpp,  D = xy. 

8y.  Lorfque  la  diffërentÎOTe  dp  a un  intégrale , 
on  peut  la  trouver  en  intégrant  dans  fon  expref- 
fion  A dx  -+- B dy  —4- D d \ -4-  &c. i°.  Leterme 
A d x , en  regardant  x feul  comme  variable , 
a°.  Le  terme  B dy  en  regardant  y feul  comme 
variablé,  & ainfi  de  fuite,  jufqu’au  dernier  terme  * , 
& en  comparant  toutes  ces  intégrales  ; car  ü 
elles  font  toutes  les  mêmes , on  aura  dans  la 
première  S.  A dx  l’intégrale  cherchée.  Si  elles  font 


* Cela  doit  s’entendre  toujours  en  ajoutant  une  ' 
confiante. 
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différentes,  on  ajoutera  à ce  qu’elles  ont  de  com- 
mun , tous  les  termes  qui  font  leurs  différences 
pour  avoir  l’intégrale  p , à laquelle  on  ajoutera  une 
confiante  C.  Voici  la  raifon  de  ce  procédé  : puis- 
qu’on a trouvé  le  premier  terme  À d x en  diffé- 
rendant  dans  la  fuppofition  que  x feul  étoit  va- 
riable , en  intégrant  A d x dans  la  même  fuppo- 
fition , on  aura  une  intégrale  S.  A dx  qui  rendra  p 
dans  la  même  fuppofition.  Mais  parce,  que  p peut 
contenir  des  termes  dans  lefquels  x ne  fe  trouve 
pas  & que  tous  ces  termes  s’évanouiflfent  lorfqu’on 
différencie  dans  la  fuppofition  de  x feul  variable  , 
on  ne  retrouvera  pas  ces  termes  dans  l’intégrale 
S.  A d x y mais  on  les  trouvera  dans  les  autres  inté- 
grales S.  B dy , S.  D d\ , &c.  dont  les  différentielles 
ont  été  trouvées  en  fuppofant  que  y,  3,  &c.  étoient 
variables  fucceflivement  : car  B dy  étant  la  différen- 
tielle de  p dans  la  fuppofition  de  y variable , les 
termes  de  p dans  lefquels  fe  trouve  y n’ont  pas  été 
détruits  par  la  différenciation  de  p qui  a donné 
B dy  ; on  les  trouvera  donc  dans  l’intégrale  S.  B dy', 
& ainfi  des  autres. 

Soit  la  différentielle  A d x — {—  B d y = 
3 y1  x*  d x -4-  2 ayxd  x -4-  b dx  - 4-  2 ,yx  } dy  -4— 
çlxx  dy  -4-  2 cy  dy.  L’on  aura  A = 3j y 1 x1  —H 
2 a y x -4—  b t B = 2 y x 3 -H—  a x 1 H—  2 c y. 
En  intégrant  A dx  dans  la  fuppofition  de  x feul 
variable,  on  a S.  Ad  x = yl  x}  -4 - ay  xx  -4— 
b x ; & en  intégrant  B d y dans  la  fuppofition  de  x 
confiant  & de  y variable,  on  trouve  S.  B dy  =*m 
y 1 x 3 -4—  a x%y  -4-  c y *.  En  comparant  ces  in- 
tégrales on  trouve  que  leurs  termes  communs  font 


♦ 


♦ 
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ytx'-+-ax*y,Sc  que  leurs  termes  difFérens  font  cy  1 
& bx.  Ajoutant  les  termes  communs  avec  les  termes 
différens  , l’on  aura  l’intégrale  cherchée  y 1 x 5 — J— 
a xl  y -+-  b x -f-  cy 1 -+-  C , en  ajoutant  une 
confiante  C. 

86.  Remarque.  I.  On  voit  par-là  qu’en  fuK 
vant  cette  méthode  on  intégré  à chaque  fois 
comme  s’il  n’y  avoit  qu’une  variable  , & que  cette 
opération  fe  réduit  à l’intégration  d’une  formule 
différentielle  qui  ne  renfermeroit  qu’une  variable. 

Remarque  1 1.  Si  l’on  avoit  une  formule 
ax 1 dx+bym  dy+cÇ~'  dépourvu  que  chaque  terme 
ne  renfermât  qu’une  feule  variable,  on  en  auroit  fin- 

tégrale  -+-  -J- h c L;  ? , en  prenant 

3 OT-f-I 

celle  de  chacun  de  fes  termes.  Si  on  a la  for- 


mule f " yn  d x,  on  pourra  l’intégrer  facilement 

lorfque  le  fadeur  différentiel  y ” d x fera  à ? f d z 
en  raifon  donnée  de  b : a , quelque  foit  fexpofant  p. 

. bi'dj 


Car  on  aura  a :b  : : \ r d\  : ym  dx 


donc  la  différentielle  \"ym  dx  fera 


b "*■  * d ^ # 


-,  excepté  le  cas  où 


f n b 7 f " 

dont  l’intégrale  eft  = — 

a(p-hn-hi) 

p -f-  n = — ~ 1 : car  alors  l’intégrale  eft  =» 

b T * 

— - L. 

A 

87.  Théorème.  Si  P ejl  unefonftion  quelconque 
compofée  de  de# x variables  x , y 6r  de  confiantes  p 
,&que  par  conséquent  dP  foit  = A dx-4-B  dy  , la 
différentielle  de  A d x prife  dans  la  fuppofition  de  x 


« 
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confiant  & de  y variable , fera  égale  à la  différen- 
tielle de  B d y prife  on  fuppofant  y confiant  x 
variable.  Si  dans  la  fondion  P on  lubftitue  at  —4— 
d x au  lieu  de  x , y -4—  d y au  lieu  de  y,  & que  par 
ces  fubftitutions  P devienne  P ' , on  aura  d 
P ' — P A d x H—  B d y.  Si  dans  la  fondion 
P on  fubftitue  feulement  x -+-  d x au  lieu  de  x , 
en  confidérant  y comme  confiant  » & que  par 
cette  fubftitution  P devienne  T ; en  fubftituant 
enluite  dans  T ,y  -y-  dy  au  lieu  dey  , T devien- 
dra P ' : puifque  c’eft  la  même  choie  de  fubftituer 
en  même  tems  dans  P les 'deux  quantités  —4—  d x 
au  lieu  de  a-  & y — I—  dy  au  lieu  de  y , ou  de 
fubftituer  d’abord  dans  P la  quantité  x — h-  d x 
au  lieu  de  x pour  changer  P en  T & de  fubftituer 
enfuite  dans  T,y-4—  d y au  lieu  de  y.  Par  la  même 
raifon  fi  on  fubftitue  d’abord  dans  P la  quantité  y 
— d y au  lieu  de  y pour  changer  P en  t ; en  fubl- 
tituant  enfuite  dans  r,  la  quantité  a- -h-  dx  au 
lieu  de  x , l’on  changera  t en  P 

Donc  fi  on  différentie  P en  fuppofant  x va- 
riable & v confiant,  la  différentielle  fera  T — P 
s=-  A d x , & fi  l’on  différentie  P en  fuppofant  x 
confiant-  & y variable  , la  différentielle  fera  === 
r — P — - B dy.  ^ais parce  qu’en  fubftituant  y -4- 
dy  au  lieu  dey  dans  P & T,  T devient  P'  & P devient 
t , & que  par  conféquent  T — P devient  P ' — r, 

la  différentielle  de  T — P , ou  de  A d x , eft  P ' 

t ■ — T -4-  P , en  retranchant  T — P de  P ' — r. 
De  même  puifqu’en  fubftituant  dans  P la  quan- 
tité y -+-  dy  au  lieu  dey  , P devient  t , & t — > 
P devient  B dy,  & qu’en  fubftituant  dans  t & dans  P 
la  quantité  x —4—  d x au  lieu  de  r,(  devient  P'  & 
P devient  T,  &que  par  conféquent  t — P devient  P' 


i 
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^ — T , la  différentielle  de  B d y , ou  de  t — P , fera, 
en  fuppofant  x confiant  & y variable,  fera,  disj-e,^= 
P ' — T — r -t-  P = A d x ; donc , &c. 

88.Corollairk  I.  Donc  la  différentielle  d (A .dx) 
prife  en  fuppofant  dx  confiante  & y variable  eft 
égme  à la  différentielle  d ( B ,dy)  prife  en  fuppofant 
feulement  x variable  ; donc  d A.  dx  = d B.  dy , 

ou  =====  c efl-à-dire,  qu’une  différen- 

d y dx 

tielle  Ad  x — f—  B dy  ne  peut  être  intégrable  & 
donner  une  intégrale  finie  P , fi  en  prenant  la  diffé- 
rentielle de  A en  faifant  varier  y & divifant  cette 
différentielle  par  dy  , le  quotient  n’efl  pas  égal 
à la  différentielle  de  B prife  en  faifant  varier  x 
& divifant  par  dx. 

89.  Corollaire  IT.  Si  P eft  une  fonction  de 
trois  variables  x , y & ? , & que  par  confis- 
quent l’on  ait  d P = A d x-t-  B dy  — f—  Cd  ç ; 

, . , . (d  A)  (d  B) 

on  aura  les  trois  équations  ——  ...  = » 

(iA)  = = (£C/  ^ *t  ,a 

dj  dx  di  dy 

différentielle  du  numérateur  de  chaque  fraétion  , 
dans  la  fuppofition  que  l’on  fait  varier , la  feule 
variable  qui  fe  trouve  au  dénominateur.  Car  puif- 
que  A dx  -t-  B d y -4-  C d % eft  la  différentielle 
de  P,  fonftion  des  variables  x ,y  &p,  fi  on  fup- 
.pofe  ? confiant , le  dernier  terme  s’évanouira  8c 
'la  différentielle  d P fera  = A d x — f—  B dy  , 8c 

l’on  aura  (38  ) ^ ^ \ Si  on  fuppofe^r 

dy  dx 

confiant , B dy  s’évanouira  & l’on  aura  d P ==* 
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A dx  -+-  C d\  ; donc  = i^^.Sionfuppofe 

x confiant , l’on  trouvera  d P = JB  dy  4-  C i\  j donc 

^ > donc  fi  la  différentielle  Ad  :r  — {— 

B ly- 4-c/?  , ne  donne  pas  les  trois  équations 
(dA) (dB  ) (d A) (dC)  (dB) (dC) 

| dy  dx  * di  dx  * d?  dy  * 

cette  différentielle  n’aura  pas  d’intégrale  finie  P.  Si 
l’on  a A dx  + B dy  + C ? D c , pour  que  cette 
différentielle  ait  une  intégrale  finie , il  eft  nécef- 

r-  „ . , , . (d A)  (dB) 

, laire  que  1 on  ait  les  équations  


dy 


dx 


(dA) 

_ (d  C) 

(dA). 

(d  D) 

(d  B) 

d? 

dx 

* dt 

dx  9 

d? 

(d  C) 

(d  B) 

(d  D) 

(d  C)  _ 

(dÛ) 

dy 

* dt 

dy  9 

d t 

dz 

ainfi  de  fuite  pour 

un  nombre  quelconque  de 

& 


a liiuivo»  vu  uui i uvjul  avuu  auLaui  u ai 

y a de  manières  réellement  différentes  de  combiner 
les  lettres  A , B , C , D , &c.  deux  a deux  *.  ( Oh 

Îeut  confulter  le  Traité  des  Combinaifons  dans  nos 
nftitutions  Mathématiques , derniere  édition  ). 


* Pour  trouver  ces  combinaifons  il  n'y  a d'abord , comme 
on  vient  de  le  faire  dans  le  dernier  exemple , qu’à  com- 
parer le  premier  coefficient  à tous  les  autres , chercher  en-, 
fuite  les  équations  que  donne  le  fécond  coefficient  com- 
paré à tous  ceux  qui  le  fuivent  ; on  cherchera  de  même  les 
équations  que  donne  le  troificme  comparé  avec  tous  ceux 
qui  le  fuivent,  & ainfi  de  fuite  , & l’on  aura  facilement 
toutes  les  équations  qu’on  cherche-  Voyez  ce  que  nous 
avons  dit  dans  notre  algèbre  lemme  ni.  N*\  3?. 
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90.  Lemme.  Suppofant  que  A ejl  une  fonBion 
de  y & de  x & qu'on  ait  trouvé  l'intégrale  S.  A d v 
en  confîdérant  x feul  comme  variable , fi  on  diff  é- 
rencie cette  intégrale  en  fai  faut  varier  y feulement  , 

la  différentielle  d.  S.  A d x fera=*  J y S.  ( dA)dx  * 

> \ ^ y 

l’expreflîon  ( d A ) fignifie  qu’on  prend  la  différen- 
tielle de  A en  faifant  varier  feulement  y dont  la 
différentielle  fe  trouve  au  dénominateur.  Soit  P 
une  fonction  de  y & de  x , l’on  aura  d P == 

Adx+Bdy,&  = ^?J(88)  ; donc  dB=z 

. d x , & en  intégrant  dans  la  fuppofition  de  x 

feul  variable , on  aura  B = S.  ™ . d x . & 

a y 

J A 

B d y = dy  S.  — d x ; donc  la  différentielle 

h 

totale  Ad  x — f—  B dy  = A d x — f—  d y.  S.  dx  ; 

d y 

mais  S.  A dx  étant  l’intégrale  P,  l’on  aura  d (S.  A dx) 
s=Bdy , en  faifant  varier  y feul  dans  S.  A d x. 
Soit  P=-  ax  y J , l’on  aura  d P = 2 a y * xdx  -f- 
3 ax  1 y1  dy  = A dx  -+-  B dy,  donc  A = 
\2  ay*  x ,B  = saK1yttd\=r:6aylxdyf 

en  faifant  varier  feulement  y,  ~}  — 6 ay*  x ; 

v c (dA)  , , 


ainfi  l’on  aura  S. 


d x = 3 a y1  x1 


(en  intégrant  dans  la  fuppofition  de  y confiant);  & 
dy.  S.  d x = 3 a x1  yx  dy  *=  B dy. 
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On  appelle  différentielles  complettes  celles  qui 
font  intégrables  dans  l’état  où  elles  font. 

91.  ThéorÊmï.  Si  une  différentielle  ne  donne 
pas  les  équations  dont  on  a parlé  ci-deffus,  elle  neji 
pas  complette  ; mais  on  peut  l’intégrer , fi  elle  les 
donne.  La  première  partie  du  théorème  fuit  de 
ce  qu’on  a dit  ci-deffus,  la  fécondé  partie  fuit 
du  lemme.  Car  fuppofons  la  différentielle  d P = 

A 

A dx  h-  B dy  = A dx  dy.  S.  -j— . d x 

( Par  le  lemme  précédent  ) ; l’intégrale  P fera 
= S.  A d x en  regardant  x feul  comme  va- 
riable ; or  on  peut  évidemment  avoir  l’intcgrale 
de  A dx  en  fuppofant  que  A eft  une  fondion 
de  confiantes , ou  qu’elle  ne  contient  d’au- 
tres variables  que  x.  Si  on  trouvoit  plus  de  fa- 

S.  A. 

cilité  à prendre  l’intégrale  de  d y - — . dx  , on 

dy 

pourroit  la  prendre,  cela  reviendroit  au  meme. 
Soit  d P = A d x -4-  B d y = 2 a xy  dx  -h— 
2 a xx  d y,  l’on  aura  S A dx  ==  a x'y  , en  re- 
gardant y comme  confiant  ; l’on  aura  de  même 

S.  B dy  = SJy  S.  d x = a x 2 y , en  re- 

gardant dans  S.  d x , x feul  comme  variable 

dy 

& regardant  dans  la  fécondé  intégration  y feul 
comme  variable.Si  l’on  av oit  la  différentielle  d P=î 
A d x H—  B d y -f-  C d \ , elle  feroit  complette 

£ l’on  avoit  m = «B,  <iA>  = JSL,m  == 

dy  dx  d % dx  d % 

: car  il  fuit  du  lemme  qu’en  prenant  convena- 
dy  . ■ 

blement  les  différentielles,  l’on  aurait dS.d A.dx 
Tome  IV.  T 
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» .. 

==  B dy^d  S.  d A d x ==*C  d j , d S.  dBdy=> 
Cd$;  do  * S.  d A . dx  = P , en  regardant  dans  A, 
x feul  comme  variable  & ainfi  de  même  pour  un 
plus  grand  nombre  de  variables. 

92.  Remarque  I.  Le  lemme  précédent  fuppofe 
que  l’intégrale  P de  la  différentielle  A d x -4— 
eft  une  fondion  de  x & de  y mêlés  enfemble 
dans  tous  les  termes  de  P , & que  par  conféqusnt 
il  y a plufieurs  variables  dans  tous  les  termes  de  d P *:  . 
car  fi  l’on  fuppofe  P=  ax1y+  by l,  l’on  aura  A^= 

2 axy , & B = ax 1 + 2 b y ; or  l’on  a S.  A dx  === 

S.  2 axy.  dx  —ax'y  ,&d.S.  Adx=?axx  dy, 
en  regardant  dans  S.  A d x ,y  comme  confiant  & 
dans  d.  S.  A dx , y feul  comme  variable  ; donc  oa 

auroitfl  x 1 dy  = B dy  8caxl  = ax 1 — t—  2 by , 
ce  qui  eft  abfurde  ; ainfi  quand  dans  une  différen- 
tielle il  y aura  un  terme  tel  que  zbydy  qui  ne 
contiendra  qu’une  variable , on  peut  l’intégrer  à 
part  comme  ne  faifant  point  partie  de  la  différen- 

' tielle  ; autrement  l’on  ne  peut  avoir  A d x -f- 

Bdy  — A d x dy.S.*jj.  d x.  S’il  y a 

■ . trois  termes  dans  la  différentielle  d P = A d x 
_j_  B d y C d?  t ü faut  Pour  que  ta  dé- 
monftration  du  théorème  ait  lieu , que  chaque  terme 
contienne  les  trois  variables  x , y , Si  outre 
ces  termes  il  en  avoit  un  qui  ne  contînt  qu’une 
feule  variable , on  1 intégreroit  comme  ne  faifant 
pas  partie  de  la  différentielle  ; & fi  outre  les.  trois 
termes  donÀn  vient  de  parler , il  y en  avoit  deux 

* Sous  le  nom  de  variables  on  comprend' les  diffé- 
rentielles dy,ix. 


Digitized  by  Google 


Calcul  Intégral. 


291 


qui  renfermaffent  chacun  les  mêmes  deux  variables  x 
& y , par  exemple , on  les  intégreroit  à part  (comme 
ne  faifant  pas  partie  de  la  différentielle),  fi  l’on  avoit. 


a 1 égard  de  ces  termes,  l’équation 

. ày  dx 

fans  quoi  ils  ne  feroient  point  intégrables.  Mais 
de  quelle  manière  que  la  chofe  arrive , fi  on  ne 
veut  pas  faire  toutes  ces  attentions , on  peut  fe  con- 
tenter de  voir  fi  la  différentielle  propofée  fatif- 
fait  aux  équations  du  n°.  88  & 89  : car  alors  elle 
fera  complettc. 


93.  Problème.  Etant  donnée  une  différentielle 
du  premier  ordre  à tant  de  variables  qu’on  voudra  , 
trouver  fi  elle  efi  eomplette  ou  exaBe , fir  l’intégrer 
lorfque  cela  arrive.  On  cherchera  fi  la  différentielle 
fournit  toutes  les  équations  qui  doivent  avoir  lieu 
félon  lès  corollaires  ci  deflus  (88  & 89  ) ; fi  elle  ne 
donne  pas  ces  équations , elle  n’eft  pas  eomplette , & 
on  l’abandonnera  ; fi  elle  les  donne , on  trouvera  fou 
intégrale , ou  exaâe , ou  dépendante  des  quadra- 
tures par  la  méthode  fuivante , qui  revient  à celle 
du  n°.  89.  Soit  la  différentielle  A d x -4—  B dy  -4— 
C d \ D du  — f—  tic. , qu’on  fuppofe  eomplette  ; 

on  prendra  l’intégrale  S.  A d x en  luppofant  x feu! 
variable , on  prendra  de  même  l’intégrale  S.  B d y 
en  regardant  y feul  comme  variable  , on  "rejettera 
de  cette  intégrale  tous  les  termes  qui  fe  trouvent 
déjà  dans  S.  A d x,  & on  ajoutera  le  refte  R à 
l’intégrale  S.  A dx.  On  prendra  S.  C d en  confi  - 
dérant  ? feul  comme  variable  & l’on  ajoutera 
à S.Adx  -4-  R tous  les  termes  de  S.  C d % qui  ne 
fe  trouvoient  pas  déjà  dans  cette  première  quan- 
tité , poux  avoir  S.  A d x *+-  R -4-  R'.  On  preu- 

j Ta 
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dra  S.  D.  du  en  confidérant  u feul  comme  va- 
riable, & remettant  tous  les  termes  qui  fe  trou- 
vent dans  S.  A d x -+-  R -4-  R ',  on  ajoutera* 
cette  intégrale  lerefte  R",  & l’intégrale  exaâe, 
en  ne  fuppofant  que  quatre  variables,  fera  == 

S.  A dx  h-  R -4-  R ; 4-  R"  , à laquelle  on  ajou- 
terq-  One  confiante  ; on  continueroit  de  même  s’il 
y avott  plus  de  quatre  variables.  On  s’affurera- 
qu’on  ne  s’eft  pas  trompé  en  prenant  la  différen- 
tielle de  l’intégrale  trodvée,  qui  doit  être  égale  à 
la  différentielle  propofée.  / 

II.  Méthode.  On  prend  d abord  1 intégrale 
$.  A dx , comme  on  vient  de -le  dire  , on  différencie 
S.Adx  en  fuppofant  y feul  variable  , on  retran- 
che cette  différentielle  du  terme  B d y,  6c  s’il  refie 
quelque  chofé,.on  prend  l’intégrale  .de  ce  refie  , 
dans  la  même  fuppofîtion  de  y feul  variable , 6c 
défignant  cette  intégrale  par  R,  on  l’ajoute  à 
S.  A dx  pour  avoir  S.  A dx  + R.  On  différencie  en- 
fuite  S.  A d x'-+-  R dans  la  fuppofition  de  ? feul 
variable  , on  ôte  la  diflérentielle  du  terme  C d?, 

8c  s’il  y a un  refie , on  en  prend  ton  intégrale  R ' , 

& l’ajoutant  à la  précédente , l’on  a S.  A d x -+~ 

R _l_  R / ; orr  continue  de  même  jufqu’au  der- 
nier terme,  & -Ion  ajoute  une  confiante. 

Exemple  I.  Soit  la  différentielle  d y.  L.  x -f~ 

y dx  b h dx  __  a £ x B dy  ; en  fai- 

X bh  + XX  • 

fant  A ==  — Hb — — ,&B  = L.x,  on  trouve 

tant  a — x bb  -h  xx 

que  l’équation  ^ a lieu  ; Aiafi  la  dlSé~-  ' 
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rentielle  eft  complette.  En  me  fervant  de  la  pre- 
mière méthode,  j’aiS.Ad.r=^L.v+S..— . =■■ 

' b b H-  x x 

y L.x  -4-m,  m étant  un  arc  de  cercle  dont  le  rayon 
= b,  & la  tangente  =~  jr.  L’intégrale  S.  B dy 
prifedans  la  fuppofition  de  x confiant,  eft  y L.x  , 
que  je  rejette  par  ce  quelle  fe  trouve  dans  S. A dx. 
Donc  l’intégrale  cherchée  eft  y L.  x-f  m , plus  une 
confiante.  On  trouve  la  même  chofe  par  la  fécondé 
méthode. 

Exemple  II.  Soit  la  différentielle  • 

?y  dx  -ï-  xi  dv  - 4-3  a v*  dy xyd^ 

l ? 

■A  d x -b-  B d y Cd  i.  En  faifant  A = 


B 


Jt 


+ 3 & C 


l’on  a les 
II 


, . (dA.)  (éB) I WA)  (éC> 

équations  S = *=»  y • ^ ~ 


? ? “ i -s  / 

rentielle  eft  complette.  Je  me  fers  de  la  feeonde 
méthode.  J’ai  d’abord  S.  A dx=  ^ r difléren- 
tiant  cette  quantité  en  ne  faifant  varier  que  y,  il 

vient  x ^ J qu’on  retranchera  de  B dy  , ou  de 
. ? 

*.  y 3 a y 1 dy  ; il  refte  3 ayl  dy  9 donc 
l’intégrale  = a y i , qu’on  ajoute  à la  première  in- 
tégrale trouvée  S.  A dx  =*  , la  fomrne  eft 

' t3 


<éB) 

dz 


(à  C), 
dy 


— J donc  la  diffé- 
ll 
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~2-  -+-  ay  (D)  , différentiant  cette  fomme  dans  la 

K 

fuppofitionde^  feul  variable, on  a — x yf~l  d\  = 
— xy  , que  je  retranche  de  C & comme  il 
ne  re&e  rien , je  ne  puis  pas  en  prendre  l’intégrale 

pour  l’ajouter  à l’intégrale  D ; donc  ^ -f~  a y * 

$ ? 
eft  l’intégrale  cherchée.  On  trouveroit  la  même  in- 
tégrale par  la  première  méthode. 

ExExMPLE  III.  On  propofe  la  différentielle 
a\dx  -4-  3 xx  d x h—  b\dy  —J—  a cydy  -4— 
a x d%  —H  b y d £ — f—  u 1 d z — |—  2 %u  d u -f— 
3 u 1 du  = A d x — f—  B dy  -4—  C d z —J—  T)  du. 
En  faifant  a j 3 x 1 ==  A,bç  H—  2 c y = B , 
ax  -4“  b y -4—  u 1 =»  C , 2 £ u —4—  3 u 1 = D # 

T *nn  o Inc  omtefînne  (d  A) (rfB) WA) 


L’on  a les  équations  = 
WO - WM  __  WP), 

d»  >’  du  dx 


m=o  wA> 

* d?  ■ 

<*B)  _ 


_ WQ (rfD) 

O,  -T2  — ~==2u; 
du  dz 


donc  la  différentielle  propofée  eft  exa&e.  Je  me 
fers  encore  de  la  fécondé  méthode,  & j’ai  S.Adx= 
c £X-+-  x 5 , dont  la  différentielle,  en  faifent  va- 
rier y feul , eft  = o.  Retranchant  o *de  B d y , 
il  refte  Bd  y,  dont  l’intégrale  en  fuppofant  y feul 
variable  , eft  = b ^y  -+-  cy *.  L’ajoutant  à la  pre- 
mière intégrale  qü’on  vient  de  trouver , il  vient 
a z^x  — {—  x 1 -\-b[y  -4—  cy  \ Différentiant  cette 


Quantité  en  ne  faifant  varier  que  l’on  a axdtf-bydtf 
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cette  quantité  étant  retranchée  de  Cd 1,  il  refiera 
uzd^,  dont  l’intégrale  en  confidérant  ^ feul  comme 
variable,  efl  u 1 ^ , qu’on  ajoutera  à la  fomme  déjà 
trouvée , pour  avoir  a ^ x -4—  x 5 -f-  b ^ y -4— 
e y y 4-  ««{.  Différentiant  cette  fomme  en  fup- 
pofant  u feul  variable , il  vient  2 du  qu’on 
retranchera  de  D à «,  il  refiera  3 u 1 d u dont  l’in- 
tégrale u } étant  ajoutée  à la  fécondé  fomme , donne 
l’intégrale  cherchée  = a ^x  -b-  x*  -b-b^y  -4— 
c y 1 -4—  u 1 ■{_  -4—  u * , à laquelle  il  faut  fuppofer 
qu’on  a ajouté  une  confiante.  On  doit  toujours 
fuppofer  qu’on  ajoute  une  confiante  à chaque  in- 
tégrale ainfî  que  nous  l’avons  dit  ailleurs.  On 
trouveroit  la  même  chofe  par  la  première  méthode, 
& l’on  pourra  employer  l’une  ou  l’autre  félon 
qu’on  le  trouvera  plus  facile. 

94.  Dans  la  fuite  nous  appellerons  équation 
différentielle  une  formule  différentielle  égalée  à o ; 
Cependant  nous  la  défignerons  fouvent  par  le  mot 
d’équation.  Lorfque  la  quantité  qu’on'  différencie 
efl  égalée  à o , la  différenciation  peut  en  faire  difpa- 
roître  quelque  fadeur  mêlé  de  variables  qui  mul- 
tiplie , ou  qui  divife  tous  les  termes  de  l’équa- 
tion différentielle.  Par  exemple  , fi  on  différencie 
la  quantité  a x1  — bx*y  -4—  c , l’on  aura  la 
différentielle  2 ax  dx 2 b y x d x •—  bxxdy. 
Mais  fi  l’on  fuppofe  a xx  — — ' bx  * y -4—  c t=  o , 

l’on  aura  l’équation  différentielle  2 axdx  

2 byxdx—-'bxxdy  ss=  o , laquelle  étant  di- 
vifée  .par  le  fadeur  commun  & variable  x , fe 
réduit  à 2 a d x — 2 by  d x — b xd  y = o.  De 
même  en  égalant  à o la  fondion  différentielle 

Tl 
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ax  y d x -4-  b y 2 d x — c xv3  dy 

, & divifant 

x x-+-yy 

par  le  fadeur  — - , l’on  a l’équation  diffé- 

* xx  -i - yy 

rentielle  axdx-y-  bydx  — c x yz  dy  ■=  o.  La 
formule  d % — ■ %ndx  — mdu  , dans  laquelle  n 
& m font  des  quantités  confiantes  ou  variables, 
étant  égalée  à o,  & divifée  par  e s-nd*  , e étant 
le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  ==  lt 
donnera — £nixe“SWjr — e-s.»d»  ^ 
mdw,dont  l’intégrale  eftî,e“s  *‘/x — S.e~s-ad*  .mdu 
==  o ; car  en  différenciant  cette  intégrais  , multi- 
pliant enfuite  par  es,i',on  a la  différentielle 
propofée.  Nous  n’avons  pas  ajoûté  de  confiante 
dans  l’intégrale , le  Ledeur  doit  y fuppléer.  Ainfï 

l’on  a | «=  e%-nix , S.  e~i'nix  ,mdu  -+- C , 
C étant  une  confiante. 

. py.  Il  efl  évident  qu’on  peut  par  les  méthodes 
du  problème  précédent  intégrer  une  équation 
différentielle  quelconque  du  premier  ordre  Adx  + 
B dy  — f-  C d\  —J—  D d u + &c.  = o , lorfqu’elle 

. fournit  les  équations  = 

dy  a x di 

, &c.  Mais  fi  la  différentielle  A dx+  B dy  +&c., 

étant  confidérée  comme  n’étant  pas  = o , ne 
donne  pas  ces  équations , on  ne  doit  pas  con- 
clure qu’elle  n’eft  pas  intégrable  lorfqu’on  la  con- 
’ fîdere  comme  = o : car  (94)  il  pourroit  fe 
faire  qu’elle  eût  perdu  un  fadeur  variable  que 
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nous  défignerons  par  P ; de  forte  que  fi  on  retrou- 
voit  ce  fadeur  P , en  multipliant  lequation  diffé- 
rentielle par  P , on  lui  donnerait  la  forme  P A d x 
—H-  PB  dy  -4—  PC  dç  — f—  PC  du  — h-  écc.  = o , 
quelle  avoit  avant  la  divifion  , ce  qui  la  ren- 
drait complette,-&  elle  donnerait  les  équations 

UPA)___(dPB)  (dP A) (dPC) 

à j — -JT 9 ~di  ~7T  9 Kc*  » qul 
font  nécefïaires  pour  qu’elle  foit  complette.  De 
même  il  peut  le  faire  que  l’équation  différen- 
tielle /K.  d x B dy  = o ne  donne  point  l’é- 


quation 


(<M) 

17 


, quoiqu’en  la  multipliant  par 


un  fadeur  convenable  , il  foit  poffible  de  la  rendre 
intégrable.  Soit  Ad  jt  —f—  B dy  = a xm~ 1 y”  d x 
— {—  b xm  y"~  ld  y = O , il  efl  évident  que  cettç 

équation  différentielle  ne  donne  pas^^=^^« 

dy  d x 

Mais  fi  on  multiplie  tous  fes  termes  par  le  fac- 
teur -- 1 ■„  , elle  donnera  enfuite  cette  équation 


& fera  par  conféquent  intégrable  ; car  on  aura 
dx  b dy 

y 


a.— 

X 


ou  a 


L.  x 


b L.  y 


( C eft  une  confiante  ) = L.  x a yk, 


* On  doit  faire  attention  que  l’exprelîion  ‘ ^ ^ li- 
gnifie qu’on  prend  la  différentielle  du  numérateur  en  fai- 
fant  varier  feulement  la  variable  dont  la  différentielle  fe- 
trouve  au  dénominateur,  & qu’on  divife  enfuite  la  diffé- 
rentielle du  numérateur  parle  dénominateur.  Il  en  eft  de 
même  pour  les  auttes  exprtlfions  de  cette  nature. 
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$6.  Remarque.  Dè3  qu’on  a trouvé  un  fadeur 
P qui  rend  intégrable  une  équation  différentielle,on 
peut  entrouverune  infinité  d’autres  P V quiaurontla 
même  propriété,  en  prenant  pour  V dans  ces  fadeurs 
une  fondion  quelconque  de  rintégraleS.P(A<kr-t-Brf)). 
Dans  l’exemple  précédent,  en  faifent  V ==  x“yb , le 

fadeur  — <-  , aura  cette  propriété.  Si  l’on  fait  V 

x"ya 

, t=.x*ryb’>  le  fadeur  X-~^~  ==  xtr—m yb‘ 

aura  encore  la  même  propriété;  or  l’on  peut  donner 
âr&rune  infinité  de  valeurs  fucceffives;  donc&c. 
de  même  on  peut  aufli  prendre  pour  un  autre 
fadeur  le  produit  de  P par  une  confiante  arbitraire. 

97.  Soit  l’équation  différentielle  2 a d x.  — - 
2bydx — bxdy  =0,  ou  A dx  + B dy*=  o, 
en  faifant  2a — 2 b y ==  A & B =*=  — b x ; donc 

H l’on  a = — - 2 b , & —b  ; ainfi  la  diffé- 

rentielle A dx  -f-  B dy  n’eft  pas  exade. 

On  ne  doit  pas  conclure  cependant  qu’en  mul- 
tipliant l’équation  différentielle  propofée  par  un 
multiplicateur  P,  on  ne  puiflè  pas  la  rendre  in- 
tégrable. 

, Ayant  fait  la  multiplication  par  le  fadeur  P , 

on  aura  PA  dx  — I—  PB  dy  = o , & en  fuppo- 

fant  que  cette  équation  différentielle  eft  com- 

1 >1  • » (d.PA)  ( d.PB) 

plette , il  viendra  - — - — ' = - — - — — , ou 

* - dy  ix 

P (d  A)  . A(dP  > P(rfB)  B(dP  ) 

dy  • dy  dx  dx 
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= o * , équation  que  j’appellerai  (R) , & qui  fera 
d’une  grande  utilité  pour  déterminer  P : car  la  diffi- 
culté eft  réduite  à prendre  pour  P une  fondion  de  x, 
& de  j affez  générale , avec  d^  coëfficiens  & des 
expolans  indéterminés  , pour  que  cette  fondion 
fafle  évanouir  tous  les  termes  homologues  de  l’équa- 
tion qu’on  vient  de  trouver,  & fourniffe  des  équa- 
tions particulières  pour  déterminer  les  coëfficiens 
& les  expofans  indéterminés. 

Prenons  pour  P dans  l’équation  différentielle 
propofée , la  fondion  x m y"  , m & n étant  des 


expofans  indéterminés  , nous  aurons  y— ^ : 


n x 


m «,  » — I 


MP) 


9 ii 


n v m—  I 


my"  x ” 


T(dA) 

dy 


— zlxm  y*3Sc  ^ = — hrny  * x * . Donc  l’é- 

' d x 


I 


quation  R deviendra — 2bxm  y ”-i-2anxm  y”  1 — 
2 bnx  m y”  — i—  bxm  y”  -4-  bmy  ” x m = O , ou  — 
bxmy  " — 2 bnxm  y”  4-  bmxm  y”  -4-  2anx  m y 1 

= o.  En  égalant  à o les  termes  homologues  , on 


* On  peut  donner  a cette  équation  une  autre  forme  plus 
limplc  : car  en  divifant  les  deux  termes  de  l’cquation  pro- 
pofée par  le  multiplicateur  de  dy,ccquieft  toujours  aifé»on 
aura  B =1  & dB=  ojdonc  en  effaçant  le  troificme  terme, 
fubfiituant  1 , au  lieu  de  B , & tranlpofant , on  trouver» 

(d  A)  _ (d  P)  A(dP) 

* dy  — dx  dy  * 
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on  aura  les  équations  — b — 2bn  — t—  bm  •=*  o , & 
2 anxmy"-l  = o.  Donc  2«n==o,  oun  — o. 
Ainfï  l’équation  — b — 2 bn-t-bm  =Q,  devient 
' — b — 1—  bm  = oftou  b m = i,oum=  I.  C’eft 
pourquoi  le  fadeur  P=  xm  y”  eft  = xy°  = x , 
& l’équation  différentielle  complette  fera  2 axdx  — 
2 b y x d x — b xl  d y = o.  Et  parce  que  o eft 
la  différentielle  d’une  confiante  C , ( laquelle  peut 
auflï  être  = o)  , l’on  aura  en  intégrant,  a x 1 — - 
b x1  y = C.  Si  l’on  n’ajoute  pas  de  confiante , il 
feut  toujours  la  fuppofêr. 

Si  l’on  avoit  l’équation  différentielle  b y d x — f— 
cxdy  ==  o , qui  n’eft  pas  complette  , on 
trouverait  par  un  calcul  femblable,  que  P =: 

, & l’équation  différentielle  com- 


byix 


■c  xdy 


b dx 


plette  feroit  — — = o , ou 

xy 

cm  y , ■ 

**—  =0,  dont  l’intégrale  eft  tL.r-fcL.j=:L.  xbycm 

98.  Soit  l’équation  différentielle  à trois  va- 
riables A dx  h—  B dy  h—  C d f = o , dans  la- 
quelle la  fojidion  différentielle  A dx  -+~  B dy  -f—  • 
C d $ ne  foit  pas  une  différentielle  complette  , & 
qu’on  veuille  la  rendre  intégrable  en  la  multipliant 
par  un  fadeur  P.  Suppofant  la  chofe  faite  , la 
différentielle  P A d x — t—  P B d y -+-  P C d % , fera 
complette  j donc  on  aura  les  trois  équations 
(d.PA) Çd.PB)  (d.  PA) Çd.PC) 

dy  dx  9 dx  * 
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(d.  PB) Ci. PC) 

dy 

P(iA)  _ 


di 

I A(<fP) 


dy 

n.m 


~h 


y ou  les  trois  fuivantes  : 
_ _ B(dV)  P(«iB) 


h 

P(iA) 

Ai 


dx 

_.C(iP) 

dx 


TTT  B^P)  _U.  P^B)  — C^P) 

HL— jy 

. 1 (iP)  _ 

La  première  donne  — 

P Ç d B ) p C d A ) Par  la  troifième  l’on  a 

(d?) B (i  P)  P(iB)  __  P(^C_),  En  éga- 

“jT  r A ~ ' C.A-r  Cdy 


dx 

ndQ 

dx 

_ PÇiC) 

dy 

BÇ^P) 

Ad  x 


dy 


Cd% 


C dl 

huit  ces  deux  valeurs  de  ^ , multipliant  enfuite 

par  A & par"  C , l’on  trouvera  facilement  le- 

. CB(dP)  , C P(  i B ) CP(iA) 
quation n + j~x dy 

AB(dP)  . AP(^B)  Ap  (i  C) 

d\  di  dy 

. . (dV)  A(d?)  , , 

La  fécondé  équation  donne  -j clî  ~ * 

P(i^A)  __  ^ (d  C)  Subftituattt  cette  valeur  de  ^5? 

“cTT  C dx  ’ 

dans  l’équation  précédente  , l’on  trouve  , apres 
avoir  retranché  de  part  & d autre  la  quantité 

AB  ^ PI  , divifé  le  tout  par  P , & tranfpofé, 
. dy  9 r 
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l’équation  de  condition 

x ax  ax 

A(dB)  B(dA)  , C(dA)  A(dC) 

■■■  h-'  ■ ■■■" - " *”  1 T i 1 — - — ■■  ■■  . - — Oj 

dï  di  iy  dy 

qui  fait  connoître  la  relation  que  les  quantités 
A , B , C doivent  avoit  entr  elles , afin  que  la  pro- 
pofée  foit  intégrable  ; de  maniéré  que  fi  cette  équa- 
tion n’a  pas  lieu  , il  n’y  a aucun  fadeur  qui'puiffe 
rendre  la  propofée  intégrable.  On  voit  par-là  qu’il 
y a une  infinité  d’équations  différentielles  à trois 
variables , qu’il  eft  impoffible  d’intégrer. 

Ainfi  étant  propofée  une  équation  différentielle 
à trois  variables , on  verra  fi  elle  eft  complette , 
c’eft-à-dire , fi  elle  donne  les  équations  dont  on  a 
parlé  ci-deffus  ( 89  ) , dans  ce  cas  on  l’intégrera 
par  l’une  des  méthodes  du  problème  précédent.  Si 
elle  ne  les  donne  pas  , on  examinera  fi  elle  donne 
l’équation  de  condition  dont  on  vient  de  parler.  Si  / 
cette  équation  a lieu , on  cherchera  le  fadeur  P 
par  la  méthode  des  indéterminés  ; c’eft-à-dire  en 
prenant  pour  P.une  fondion  des  variables  x , y & \ , 
avec  des  expofans  & des  coefficiens  indéterminés  , 
comme  on  le  dira  bien-tôt.  Si  l’équation  de  con- 
dition n’a  pas  lieu  , on  abandonnera  la  propofée 
comme  impoffible. 

Remarque.  SiC  = o ; c’eft-à-dire  , fi  la 
propofée  ne  contient  que  deux  variables  x&y, 
alors  d C = O : car  on  peut  confidérer  o comme 
une  confiante  ; & l’équation  de  condition  devient  o 
o , équation  identique  qui  ( Ieie  Partie  Calcul , 
N°.  67  ) fait  voir  que  c’eft  un  théorème  & non  un 
problème  j c’eft-à-dire>,  qu’une  équation  différentielle 
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à deux  variables  peut  toujours  devenir  intégrable 
par  le  moyen  d’un  fadeur. 

Ç)Ç).  En  général  étant  donnée  une  équation  dif- 
férentielle A d x —4—  B d y -4-  C d 3 —4—  U du  Scc ■ 
à tant  de  variables  qu’on  voudra , on  examinera 
f elle  eft  exade  , dans  ce  cas  on  l’intégrera  par 
le  dernier  problème.  Si  elle  n’eft  pas  exa&e , pour 
lavoir  fi  elle  peut  le  devenir  par  la  multiplication 
d’un  fadeur  variable  P , on  fuppofera  la  chofe 
faite,  & que  PAdx-h- P Bdy-i-PCd?~+~ 
p D d u -4-  &c.  eft  une  différentielle  exade.  Il  eft 
évident,  par  ce  quon  vient  de* dire  (98),  que 
toutes  les  différentielles  de  trois  termes , telles  que 
¥Adx-+-?Bdy-hVCdz,YAdx  + P Bdy 
-f-  PDdu,PBdj  -4—  PC  d\  -4—  P Di  u,  Scc.  * 
qu’on  peut  former  en  prenant  trois  termes  quel- 
conques dans  l’équation  propofée , & les  multi- 
pliant par  P , feront  des  différentielles  complettes 
pourvu  qu’on  regarde  comme  confiantes  toutes  les 
variables  dont  les  différences  ne  fe  trouvent  pas 
dans  les  trois  termes  ; donc  on  aura  autant  d c~ 
quations  de  condition  femblables  à celle  dont  on 
vient  de  parler  ( 98  ) , qu’il  y a de  manières  de 
prendre  les  lettres  A,  B,  C,  D , Sic.  trois  à trois. 


* Le  nombre  de  ces  combinaifbns  pour  un  nombre  m 

. . . ^ . 771. (m 1 ).(772 2) 

de  lettres  eft  égal  au  coefficient  YTzTJ 

du  quatrième  terme  du  binôme  de  Newton.  Voyez  ce 
que  nous  avons  dit  fur  le  binôme  de  Newton  dans  la 
première  partie  de  cet  ouvrage  > Sc  notre  Traite  des 
Combinaifbns  dans  nos  Inftitutions  Mathématiques. 
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Si  la  propofée  ne  donne  pas  toutes  ces  équations,  il 
n’y  a aucun  fadeur  qui  la  puifïe  rendre  intégrable  & 
on  doit  l’abandonner.  Si  la  propofée  donne  toutes 
les  équations  de  condition  , on  cherchera  P par  la 
méthode  dont  nous  parlerons  dans  la  fuite. 

100.  Il  eft  inutile  d’examiner  fi  toutes  les 
équations  de  condition  telles  que  ■ ■ — ■ 

ClàB)  . „ ,.  ‘ 

— &c.  = o , ont  heu  ; parce  que  quel- 

ques-unes de  ces  équations  fuivent  nécefTairement 
des  autres.  Soit’l’équation  différentielle  à quatre 
variables  Adx  — «—  B dy  -+-C  d 1 -t—  Ddu  =-=o» 
qui  par  la  combinaifon  des  lettres  A , B , C , D 
donne  les  quatre  équations  de  condition  fui  van  tes. 

.v  B(dC)  C(dB)  A(dB) 

La  première 1 ‘ 


dx 

B (d  A)  C(dA)  A (dC) 


dx 


d ? ' dy  dy 

de  l’équation  A dx  -4-  B dy  ~+-  C d\  = o. 

T r j B(dD)  D(rfB)  . A{dB)r 

La  leconde  —3 — -À — 

dx  dx 

B (d  A)  D(éA)  A(dD) 

d u d y dy 

de  l’équation  Adx -4—  B dy  -4-  D du  ==  o. 

C(<fD)  D(rfC)  . A (dÇ) 


1 du 
o , qu’on  tire 


La  troifième 
C(d  A) 


d x . dx 
DfrfA)’  A{dT» 


d u 1 d 1 d 1 

l’équation  A d x H-  C d { D d u 


d u 

s = o , qui  vient  de 

o; 


T 


di 

qui  vient 


1 


La 
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, La  quatrième 
C (d B) 


C(<fD) 


<2  jy 

D ( d B ) B ( d D ) 


D (rf.C) 
dy 


B(rfC) 


d u 


===  ° » $ue  donne 


C d f -4-  D d u = o. 


d u ~ 1 ~ d j 
1 équation  B d ^ 

Si  l’on  prend  à volonté  trois  de  ces  équations 
de  condition  „ la  quatrième  s’enfui vra  néceflaire- 
ment.  Prenons , par  exemple , les  trois  premières. 

Si  l’on  prend  dans  la  première  la  valeur  de  ~j~  » 

qu’on  égale  cette  valeur  à la  valeur  de  la  même 
quantité  prife  dans  la  fécondé , qu’on  multiplie 
le  réfultat  par  C & par  P , qu’on  tranfpofe  dans 

. ' . , . CB(dD)  „ 

le  premier  membre  le  terme  — — — , & qu  on 

mette  dans  le  fécond  membre  tous  les  termes  où 

, r -,  • j BC(rfD) 

d x ne  fe  trouve  pas , il  viendra  — -j— — — 

BD(tfC) CA(dD)  DA  (dC)  CB  (d  A) 


d x 

CA(JB) 


d y 

D A(dB) 


dy 

DB(rfA) 


d u 
En  mul- 


d u ' dx  d x 

tipliant  par  B la  troifième  équation  de  condition 
& tranfpofant  dans  le  fécond  membre  tous  les 

tr  n * J J i,  BC(rfD) 

termes  non  affectes  de  d x,  1 on  trouve 


BD  (dC) 


BC(dA) 
d u 


BA  (dC) 


d x 

B A (dD) 


d x du  du  d x 

_ . Égalant  les  valeurs  de  ^ 

BD(iC)  , ' . , , . . r 

effaçant  les  quantités  égalés  qui.  le 


d x 

Tome  IV. 


5? 
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trouveront  dans  les  deux  membres  de  l’équa- 

tion  , divifant  par  A , tranfpofant  tous  les  termes 

dans  le  premier  membre  & les  arrangeant , il 

. , C(rfD)  D(dC)  BUC) 

Viendra  — -, — -, H — -, — 

dy  dy  du 

C(dB)  D(dB)  BldD)  . 

~Tu 13  qU3‘ 


trième  équation  de  condition.  Si  l’on  prenoit  trois 
autres  équations  de  condition  , il  en  réfulteroit 
également  la  quatrième.  Ainfi  pour  favoir  fi  une 
équation  différentielle  à quatre  variables  qu’on 
fuppofe  n’être  pas  intégrable  , peut  le  devenir 
en  la  multipliant  par  un  faéîreur  P , il  fuffira  d’exa- 
miner trois  des  quatre  équations  de  condition 
qu’elle  donne.  On  peut  prouver  de  meme  que  de 
dix  équations  de  condition  que  donne  une  équa- 
tion différentielle  à cinq  variables  il  fuffit  d’en 
vérifier  fix  ; car  les  autres  fuivent  toujours  de 


celles-là.  De  vingt  équations  de  condition  que 
donne  une  équation  différentielle  à fix  variables  , 
il  fuffit  d’en  examiner  dix.  Et  en  général  le 
nombre  des  variables  étant  m , le  nombre  des  équa- 


tions de  condition  néceffaires  eft 


( 772 I > . (.72 1) 


loi.  Lorfqu’une  équation  différentielle  à plu- 
fieurs  variables  donnera  les  équations  de  condition 
néceffaires  , on  prendra  pour  P une  fonétion  gé- 
nérale compofée  de  toutes  les  variables  de  la  dif- 
férentielle avec  des  expofans  & des  coefficiens  indé- 
terminés, qu’on  tâchera  enfuite  de  déterminer  par  le 

. . . WP  A».  <fPB)  WP  A) 

moyen  des  équations  -jj-  = , -j-w 

« b '•  * 
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a pc) 

d x 
A(d P) 


, &c.  réduites  aux  équations 
P(éB)  B(dP) 


P (d A) 


P (rf<A)  A(rfP) 


d? 


dy  dx  dx 

P (dC)  C(d P)  o 

*=  —, —H*  —7 j &c.  Mais  il  n eft  pas 

dx  d X r 

néceffaire  d’employer  toutes  ces  équations  dont 
le  nombre  feroit  celui  des  différentes  manières 
dont  les  lettres  A , B , C , D , &c.  peuvent  ctre 
prifes  deux  à deux  * ; il  fuffira  d’en  employer  un 
nombre  moindre  d’une  unité  que  celui  des  va- 
riables de  l’équation  différentielle  propofée.  En 
effet  , fi  l’équation  différentielle  A dx  -f-  B dy 
—h-  C = o , eft  poftible  , elle  donnera  les 

. , . id PA)  (d PB)  (ifP  A) 

trois  équations  — jy-=  - 

(d?C)  {d  PB)  (d  PC) 


d 1 


d x 
dîtion 


, & l’équation  de  con- 
B(dC)  C(d B) 


&c. 


o ; or 


d x d x 

( 1 00  ) , cette  équation  de  condition  fuit  des  trois 
premières  j donc  réciproquement  une  quelconque 
des  trois  premières  fuit  des  deux  autres  & de 
lequation  de  condition.  Ainfî  fi  deux  des  trois 


* Si  le  nombre  des  lettres  eft  m , ces  lettres  peuvent 

être  prifes  deux  à deux  un  nombre  de  fois  — — ï 

Voyez  dans  la  première  partie  de  cet  ouvrage , ce  qu’on 
a dit  fur  le  binôme  de  Newton,  & le  Traité  des  Com- 
binaifons  de  nos  Inftitutions  Mathématiques. 

.Va 
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premières  équations  ont  lieu , comme  1 équation 
de  condition  eft  fuppofée  avoir  lieu , la  troifième 
aura  néctflairement  lieu  , & fi  P fatisfait  aux 
deux  premières  , P fatisFera  à la  troifième.  En 
général  fi  le  nombre  des  variables  eft  m & que  P 


r . r rr  , , - ( dPA)  ' (à  PB) 

fausfafle  a m — I équations  — — = — ^ -- 


(d PA)  (rfPC) 

dz  ‘ ' dx 

(d  PA) 


, &c. , P fatisfera  à toutes  les 
(d PB)  _ . 


équations  —j— — = ^ x • , &c.  de  maniéré  quil 

fuffit  pour  déterminer  P,  d’employer  un  nombre  d’c- 
quations  moindre  d’une  unité  que  celui  des  variables 
que  renferme  l’équation  différentielle  propofée. 


102.  Quant  à la  forme  qu’on  doit  donner  au 
fadeur  P , on  ne  connoit  pas  de  méthode  gé- 
nérale pour  la  trouver.  Dans  les  cas  particuliers 
on  pourra  effayer  , comme  nous  avons  fait  ci- 
demis  (97)  ; mais  on  réuffira  fouvent  par  la  mé- 
thode fuivante.  L’on  prendra  pour  P une  frac-  # 

tion  -i-  dont  le  dénominateur  foit  une  fondion 
M 

pofitive  fans  divifeur  variable  , & d’un  degré  au- 
deffus  des  fondions  A , B , C , &c. , & qui  foit 
une  fondion  de  toutes  les  variables  qui  fe  trouvent 
dans  ces  fondions  , avec  des  coefficiens  indéter- 
minés. Cette  réglé  eft  fondée  fur  les  deux  re- 
marques fuivantes  qui  dérivent  de  la  nature  du 
calcul  différentiel:  i°.  on  a obfervé  que  la  plu- 
part des  fondions  qui  n’ont  pas  un  certain  fadeur 
commun  à tous  leurs  termes  , n’ont  pas  non  plus 
ce  fadeur  à leurs  différentielles  d’où  l’on  peut 
conclure  que  dans  le  grand  nombre  de  cas  où 
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cette  remarque  a lieu , la  différentielle  PA  d x — f— 
PB  dy-t  PC &c.  qui  a le  fadeur  com- 
mun P à tous  fes  termes  , l’aura  auffi  à fon  in- 
tégrale que  nous  défignerons  par  V : car  fi  P 
n’étoit  pas  un  fadeur  commun  à tous  les  termes 
de  la  fondion  V , il  ne  feroit  pas  non  plus  un 
fadeur  commun  à tous  les  termes  de  la  différen- 
tielle dV  = PA  dx  — 1—  PB  dy  -4—  &c. 

2°.  On  a remarqué  que  fi  une  fondion  V a un 
dénominateur  Variable , la  différentielle  d V de 
cette  fondion  aura  un  dénominateur  qui  fera  un 
multiple  de  celui  de  l’intégrale  V.  Ainfi  fi  V < 


AX 


fon  aura  d V == 


aydx — axdy 


, oii  fon  voit 


y yy 

que  le  dénominateur  y y de  d V eft  multiple  du 
dénominateur  y de  la  fondion  V.  Donc  fi  en  fup- 
pofant  ces  deux  remarques  , on  met  au  lieu  du 


fadeur -P  la  quantité  — , dans  laquelle  m & n 

font  des  fondions  pofitives  des  variables  qui  en- 
trent dans  une  différentielle  d V propofée  ; par  la 
première  remarque  m fera  un  fadeur  commun 

de  la  fondion  V dont  la  différentielle  = — A dx 


n 


m 


m 


B dy-*~—^-  Cd^-+-  &c. , & par  la 

fécond  remarque  n contiendra  le  dénominateur  de 
la  fondion  V.  Si  fon  divife  la  différentielle  d V 


*=  A d x -4-  &c.  par  fon  intégrale  V , m difi- 

paroîtra  du  numérateur , & n fe  divifera  par  le 
dénominateur  de  l’intégrale , de  maniéré  qu’il  ne 
reftera  au  dénominateur  qu’une  fondion  M d’un 

Vs 
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degré  de  plus  que  les  fondions  A 3 B , C , &c.  * ; 

. A dx-¥-  B rfy-t*  C d?-t-&c. 
car  la  quantité  — "jÿj , qui  re- 

dV 

fuite  de  cette  divifîon  eft  ÿ , ou  la  différen- 
tielle du  logarithme  de  V ; donc  elle  doit  être 

. dV 

d’un  degré  au-deflbus  de  l’unité  * *.  Mais  -ÿ-  = 

d . L . V eft  la  différentielle  de  L . V ; donc  le 
théorème  ci  defTus  ( pi  ) a toujours  lieu , & à la 

place  de  P Ton  peut  fubftituer  -jL  dam  les  équa- 
tions que  donne  le  théorème , M étant  une  fonc- 
tion pofitive  la  plus  générale  des  variables  qui 
entrent  dans  d V,  & d’un  degré  d’une  unité  de  plu# 
que  A , B , C , D , &c.  avec  des  coefficiens  indé- 
terminés ; & s’il  y a des  radicaux  dans  A,  B,  C , &c. 
il  faudra  qu’ils  entrent  dans  M en  fe  combinant 
avec  x , y , i y &c.  de  toutes  les  maniérés  poflibles. 

A ( d P ) 

dy 

P (<?B)  B(rfP)  . , . . i 

= 3 &c  , en  mettant  la  quantité  — 


Donc  au  lieu  des  équations 


P (d  A) 


* Si  V = 


a x „ d V dx 

— , 1 on  a — = 

y V x 


. Or  ici  les  fonctions  A & B font  évidem- 


xy  • 

ment  du  premier  degré , & xy  — M eft  du  fécond  degré. 


**  On  ne  regarde  pas  les  différentielles  dx,  dy,  &c. 
comme  augmentant  le  degré  de  la  fonétion;  ainfi  xdx 
eft  une  fonction  du  premier  & non  du  fécond  degré. 
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à la  place  de  P , — à la  place  de  d P , & 

multipliant  le  tout  par  MM,  on  aura  les  équa- 

,_T  M (d  A)  A (d  M)  M(dB)  B(dM) 

tions  ( N)  — — r=-  -j  - — —, — j 

' J d y d y d x dx 

M(dB)  B d M)  M(/C)  C(dM)  „ ^ 

1 ~ 1 — ' / — — , y ocCi  On 

d?  il  ' dy  dy 

déterminera  par  ces  équations  les  coefficiens  de  M 
& par  conléquent  le  fadeur  M lui-méme.  On  inté- 

dV 

grera  enfuite  la  différentielle  complette  -y-  =s 

A d x -t-B  dy-\-  C d?  -+-  &c.  , , , 

par  quelqu  une  des  mé- 
thodes du  dernier  problème. 

103.  Soit  propofé  d’intégrer  l’équation  x dx  -f- 
hy  dx  — mx  dy  — t-  ny  d y — f—  p dy  ==*=  o * r 
ou  A dx  H—  B dy  = o , en  faifant  A = x — J— 
hy , & B = mx  -4-  ny  -4-  p.  Puifque  A & B 
font  des  fondions  du  premier  degré  de  x & de  y , 
il  faut  prendre  pour  M une  fondion  générale  de  x 
& de  y de  deux  degrés  avec  des  coefficiens  indé- 
terminés b ,c  , &c. , laquelle  fondion  devant  être 
un  fadeur  de  l’équation  propofée  , peut  être  fup- 
pofée  ==  o , & l’on  peut  délivrer  fon  premier 
terme  de  coefficient.  Suppofons  A1  =x2  -+- 
b xy  -+-  c x ey 1 +fy  -4—  g;  on  aura  par  ces 


* Si  le  terme  xdx  avoit  un  multiplicateur  confiant; 
en  divifànt  tout  par  ce  multiplicateur,  on  lui  donne- 
rait la  forme  de  l’équation  différentielle  propofée  oui  eit 
la  plus  générale  de  fon  ordre  -,  ü un  terme  tel  que 
mxdy,  par  exemple,  manquoit  , on  ferait  m — o > fie  c. 

v4 
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r r.  (rfA)  L m (dm  , . 

fuppofitions  j-  =*=  h,  ==  /n  , — = b x 

, (rfW)  . _ , .. 

3 ejyH-/,  = 2 x b y -f-  c.  Subltituant 

. , • M(d  A)  A(JM) 

ces  valeurs  dans  1 équation  


M(rfB) 


B'tfM) 


dy 


dy 


= o * , on  aura  l’équation 


dx  dx 

hxr-{-znxy-\-hcx-{-  nbyt-{-ncy-\-hg 

4-m — z e — / — me  H-ip  — mg  > ==o.  Si 

— b -t-ip  — he  — m/  -f-pc  1 

dans  cette  équation  'on  fait  chaque  terme  = o ; 
on  aura  fix  équations  du  premier  degré , h-+-m 
, — £>  = O,  2 n — 2 e=  o,  hc — / + 2 p = o , 
n £ — me — he  = o , n c H—  b p — mf  = o, 
h g — m g -4-  p c = o , qui  donneront  les  coeffi- 

p A — p m 


çiens  b s=  h ■ 


h m — n * 

. — PZ 


n . 


, vh1^-rhm  — ap  n 

/ = i u — î g — -7 — — » qu  on 

^ h 771 — 71  6 /î  m — h n 

fubftituera  dans  la  valeur  de  M =w  + bxy  + & c.. 


lubftituant  enfuite  celle  de  M dans 


Adx-hBdy 

M- 1 


on  aura 


(y-f-ftjy)  dx-h  (mx4-ny4-p)  dy 


* C’e^  la  même  que  l’équation  N ( xoa) , en  tranf- 
pofant  les  terme». 
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A d x 

~ÜT 


• • Pour  intégrer  l’on  prendra 

félon  le  dernier  problème  , l’intégrale  du  premier 

Ad  x 

terme 


M 


en  fuppofant  x feul  variable  j pre- 
nant enfuite  l’intégrale  de  en  regardant  y 

feul  comme  variable  , l’on  fuivra  la  première  mé- 
thode du  dernier  problème.  Or  en  faifant  hy  ==  a, 

/ , i,  . ph  — pm 

( m H—  h)  y 


n 


( 


hm  — 

p h h -4-  p h m — ip  n \ 

h m — n 'J 
Adx  (x-^-a)dx 


= V , nyz 


- -ré — - on 

h.  m — n 

Les  fadeurs  du  dé- 


aura -VT-  = ,, 

M xx-H  i'x-f-ÿ 

nominateur  de  cette  fradion  rationnelle  font  x 


-b1- 

2 

b’b’ 


- « ). 


■V 


Virf-  — ; & fuppofant  le  premier  = x 

4-r,  & le  fécond =*•+? , la  différentielle  fera  = 


( 


-)ix=  — 

) y (r — l 


a ■ 


ydx+ 

(r— O(x-f-r)  Cr-t)  (x-B) 

r — a 


(x-t-r).(x-f-f)' 

dxJ  dont  l’intégrale  eft  = L.  (x  — |-r) 

• L.  ( x -4-  t ).  Subftituant  dans  cette  in- 
tégrale les  valeurs  de  r,a  &r,  & enfuite  celles 

fl  - m — - h \ 

de  b1  Scq,  on  aurai  - H * — j X 

V2  V (h+m  2— ■ W)  J 


\/  (k-hm, 

*-  ^ -2  - %hm  — in 


(y— 
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j^)vW-  4«]+(^J-(j7===)^ 


L.  [.+  (■ 


■ n x'y 


— — ^ — \/  (h.  -+-  m)1  — 4 n)  "J.  Cette  quan- 
hm  — n J 

tité  étant  égalée  à une  confiante  fera  l’intégrale 
cherchée  : car  en  différenciant  on  trouvera  l’équa- 
tion différentielle  propofce  ; ainfî  il  feroit  inutile 

de  prendre  l’intégrale  du  terme 

104.  Lés  équations  particulières  font  fouvent 
çonnoître  la  forme  du  multiplicateur  P cherché. 
Reprenons  pour  le  faire  voir  l’équation  générale  de 
...  P ( é A ) A(dP)  P(dB 

Condition  — -, 1— : « = — ; — H 

a y ay  dx 

Suppofons  d P = T dx  -+-  V d y , T & V, 

étant  des  fondions  de  x & dey  ; il  fuit  de  ce  qu’on  a 

dit  ci-  defTus  ( 83  ) que  ®=T  = 

donc  en  fubftituant , l’équation  précédente  devient 
PUA)  iTT  P(éB)  ^ BT  — A'V 
“ÎT_,+ av==-7T”_1_  BT’  °u  P — 


{d  A)  (d  B)  , . „ XT 

= j y — j x , équation  que  j appelle  (N)  & qui 

fuffit  pour  déterminer  P dans  les  cas  particuliers.  Si 

1 on  fuppofoit  -j-y  = , ce  qui  eft  le  cas  des 

équations  différentielles  complettes , l’on  auroit  BT 
— AV  = o,  T o,  V — o,  & d P -Te tx 
-4-  V dy=—  o;  donc  alors  P eft  l’unité  ou  une 
confiante  quelconque.  Il  eft  aifé  de  voir  que 
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pouf  intégrer  une  équation  différentielle  a deux 
variables  * & y qui  n’eft  pas  abfurde  , il  fuffit 
de  fatisfaire  à l’équation  N , ce  qui  eft  toujours 
poftible , quoique  l’on  n’ait  pas  de  méthode  générale 
pour  cela.  Cela  réuftit , facilement  lorfque  l’une  des 
variables  ne  paffe  pas  le  premier  degré , comme  nous 
le  ferons  bien- tôt  voir.  Il  en  eft  de  même  lorfque 
les  équations  font  homogènes , c’eft-à-dire  , lorfque 
chacun  de  leurs  termes  eft  de  même  degré  par  rap- 
port aux  variables. 

Soit  l’équation  différentielle  py”  dx  -4-  qy  d x 
_q — r dy  = O , telle  que p , q & r foient  des  fonc- 
J (d  A) 

tions  de  x feul  fans  y , nous  aurons  ^ 

n n v »- 1 a “ = . En  faifant  comme 

1 ry  1 a 9 dix  diX 

ci-devant  d?  = T d r -t-  V dy  , l’équation  N 
devient  npy  - - x ? — 


-=npyn  1 
Soit  P = ty"  , t étant  une  fonction  de  a:  fansjy, 
on  aura  T=^, &V==  «igr  — l.  Subftituant 
...  • r<fr  

ces  valeurs,  on  trouve  1 équation  — —mjy  » *— mq — 


» — I 


G — 4—>  Pour  faire  ufage  de  cette 
* d x 


npy 

équation  il  faut  fuppofer  n — -m,  & l’on  trouvera 
en  divifant  par  r , multipliant  par  dx  & effaçant  les 
il  (1  —n)qdx 
termes  inutiles  , — «==»  * ~ 


dr  . 

—j  donc 
r 


s.<  — 


en  intégrant , L.  t - 
S.  (l~n)  S.ÉS,  L.  c — L.  r , ( e étant  le  nombre' 
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dont  le  logarithme  hyperbolique  ==  i).  Donc  t =±» 
— é'1  n}'$'  r ; & puifque7i=:—  m ,il  eft  vifibl* 

que  P = tym  fera  = ç(l  — Mul- 
tipliant la  propofée  par  ce  fadeur  & intégrant , 

.>  y-~n  (i—n)S. 2- — c ,pdx 

l on  aura  c v ' r _q_  S.  ( - — x 

x — n T 

CU  n)  S.  - 1 ç<  L’intégrale  S,^-~  ne  fup* 

pofe  que  les  méthodes  qu’on  a déjà  données  pour 
intégrer  les  différentielles  à une  feule  variable  j 
de  forte  qu’il  eft  aifé  d’avoir  cette  intégrale. 


La  méthode  dont  on  vient  de  faire  ufage 
réuflît  facilement  lorfque  l’une  des  variables  ne 
monte  qu’au  premier  degré.  Car  fi  l’on  fuppofe 
n = o , l’on  aura  — m = o , & par  conféquent 
-+-  m r --  o ; donc  dans  ce  cas  le  fadeur  P fera 
*=r  y ° — t ; c’cft  à-dire  une  fondion  de  x fans  y 
& la  propofée  deviendra  pdx  *+•  qydx  + rdy  = o; 


donc  l’intégrale  fera  y c >•  — {-S. 


rpdx  S. 


r ) 


c=C.  Si  n = i , l’on  aura  i — n =o , & la  pro- 
pofée fera  p y d x — i—  qy  d x -f-  r dx  = o,8cle 

fadeur  P = — — . Multipliant  l’équation  différen- 
tielle précédente  par  ce  fadeur , on  la  réduira  à 

cette  forme  x -+-  = o , dont 

r y 

l’intégrale  = S.  JiE^ÏZJLÏÀJL  L.  y ==  C.  j. 
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ioy.  On  peut  quelquefois  fimplifier  les  métho- 
des précédentes  en  partageant  la  propofée  en  plu- 
fieurs  parties  intégrables  féparémen^  Soit,  par 
exemple , l’équation  p y 1 d y •+•  p 'y  '***' 1 d x — 4— 
p " yr  d x=-o  , dans  laquelle  p ,p'  ,p  " font  des 
fondions  de  x , q & r des  expofans  quelconques. 
On  effayera  le  fadeur  P y ",  P étant  une  fonc- 
tion de  x fans  y , & n un  expofant  indéterminé. 
Et  pour  plus  de  facilité  on  fera  n = — r , de 
maniéré  que  ce  fadeur  devienne  P y “ r ; il  eft  aifé 
de  voir  qu’il  fuffira  de  divifer  la  propofée  par  y T & 
de  regarder  P comme  le  fadeur.  Divifant  de  plus 

par  p & faifant  — = t , =r',&  multipliant 

par  P , la  propofée  devient  P y ' dy  -4— 
p r y q ~ r 1 d x -4—  P t ' d x =•  o.  Mais  P étant 
une  fondion  de  x , P t Me  fera  auffi  , & S.  P t 1 d x 
fe  réduit  à l’intégrale  d’une  différentielle  à une 
feule  variable. 


La  difficulté  fe  réduit  donc  à rendre  com- 
plette  la  différentielle  P yH~~r  dy  —4—  t Py  ~ r r dx  j 

or  cette  différentielle  fera  complette  fi  — ‘ - — - =s 

dx 


h 


ou  fi  = ( q — r -4-  1 . ) t d x ; donc  en  inté-' 
grant , L.  P = S.  ( q — r -4-  1 . ) t dx  =a 
S.(q  — r -4- 1 .)  tdx.L.c-,  donc  P = c s-  '«  “ r ■**  11  f r'M. 
Ponc  en  fubftituant  cette  valeur  de  P dans  l’équa- 
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quation  différentielle  réduite , & intégrant  * , on 

aura  (-2- U**'-*- 1 )*it  j-cs- (s  — r-t-i). * jjryt 

' <7  — r %-  i / 

S.  tJ  d x = C.  i 

Soit  maintenant  les  deux  équations  d x — f- 
ady  H—  ( bx  -+-  cy ) T d t~  o,fd  x a'  dy  -4- 

( b ’ x -4-  c ’ y ) t d T ■=  o , T étant  une  fonétiori 
de  la  variable  t ; je  multiplie  l’une  de  ces  équations 
différentielles,  par  exemple,  la  première  par  une 
quantité  confiante,  mais  indéterminée  g;  l’ajou- 
tant enluite  à la  fécondé , je  multiplie  le  réfultat 
par  P que  je  fuppofe  une  fon&ion  de  c , on  trouvera 

l’équation  (gP  H-  /P),  dx  (ga?  a > P),  dy  + 

( (g  b P-+-  b’?).  x -t-(gcP  -4-c  1 P)y.  ) x 
T dt=^o  (A).  Si  l’on  fuppofe  maintenant  que 
cette  équation  eft  complette , on  aura  les  équa- 
tions fuivantes. 

j d(gP-t-f?)  d((gb?-hb1P].x-i-(gc?-+-c,P).y) 
dt  d x 

jj  d(gaP-t-a:P)  d((glP  -P-b’P).x-+-  (gcP  -hc1?).^ 
dt  dy 

HJ.  ^(gP+/P)  <?(.gaP4-g,P) 

dy  d x 


* On  intégrera  les  deux  premiers  termes  comme  s’il 

n’y  en  avoit  pas  d’autre  j on  peut  intégrer  le  troifième  par 
la  méthode  des  différentielles  a une  feule  variable. 
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t étant  regardé  comme  confiant  dans  la  troifième 
«quation,  & P étant  une  fon&ion  de  t , il  efi  évi- 
dent que  les  deux  membres  de  cette  équation  font 
égaux  à o , c’eft-à-dire , que  la  dernière  équation 
devient  O = o.  La  première  équation  donne 

__  p ( g b _q_  b1)  t la  fécondé  donne 

dP.(^O_(gc^c0p,D°nc^  __ 

gb-+-b’ 


dt,!kdP-==iï- 

g+f  ’ P « g* 
d P 


d t.  En  égalant 


ces  valeurs  de  - — , & divifant  par  d t , l’on  a 

eb—i—b 1 gc  — f—  c'  , j /-  j 

— : — = 2 — j équation  du  fécond 

g-+-J  ga-+-a' 

degre  qui  en  ôtant  les  frayions  , & confidérant  g 
comme  l’inconnue , fera  connoître  g;  g étant  connu, 

on  connoîtra  P : car  de  l’équation  — - — =s 


£ 


g+f 

g b — f—  b 1 
g+f 


dt , l’on  tire  en  intégrant,  L.  P =* 
( gb-hi'y 

. t L.  c , ou  P = c ^ cg-*~f  ' . Donc 

l’équation  A efi  complette  & fon  intégrale  efi  = 
( g P —H /P  )•  x H—  ( g a P a1  P) y = C , en 

fuppofant  que  g défigne  une  valeur  de  g trouvée 
par  l’équation  du  fécond  degré  dont  on  vient  de 
parler.  On  auroit  de  même  l’intégrale  par  l’autre 
valeur  de  g , il  n y auroit  qu’à  fuppofer  g égal 
à cette  nouvelle  valeur  g 1 , & au  lieu  de  la  conf- 
iante C écrire  C ’ dans  l’intégrale  qu’on  vient  de 
trouver.  Au  moyen  de  ces  deux  intégrales  , on 
éliminera  facilement  l’une  des  inconnues  x ou  y. 
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Suppofons  qu’on  ait  éliminé  x , on  aura  une  équa- 
tion en  y Set  y qui  fera  connoitre  la  valeur  de  y en  t ; 
fubftituant  enfuite  cette  valeur  dans  la  pre  nière 
ou  la  fécondé  intégrale  , on  aura  la  valeur  de 
x en  t . 


io 6.  Remarque.  Il  eft  quelquefois  très-commode, 
de  partager  une  équation  différentielle  en  plufieurs 
parties , & d’examiner  fi  on  peut  les  rendre  complexes 
féparément  par  'un  faéleur  commun  : car  alors  l’in- 
tégration pourra  devenir  fort  aifée.  Soit  l'équation 
différentielle  aydx-i-bxdj-\-cx"  ~’y  t dx-hgx  H y f ~ 1 dy~o, 
je  la  partage  en  deux  parties  ayax  H-  bx  dy,cx*~:  y*  dx-i~ 
gxuyf~l  à y.  Si  l’on  multiplie  la  première  partie 
par  x*”~  1 y bn~~1  elle  devient  ayb”  x*9—1  dr  + 

l xan  y ni~ 1 dy  dont  l’intégrale  = — xan  ybn.  La  fé- 
condé partie  devient  intégrable  en  la  multipliant  parle 
faéleur  • “ yt’"  — ? *.  Maintenant  pour  trouver  un 
faéleur  commun , je  fais  an  — i = cm  — u,b  n — i =s 

, cm  — u -+- 1 g m — p-4-  i 

gm — pi  donc  n — = g ; 


donc  m = ■ 


i — b u — a -+-  b 


, & par  conféquent  n = 


— — — — Subftituant  ccs  valeurs  de  m 8e  de  n dans 
a g — bc 

les  faéteursci-deffus,  ils  deviendront  égaux  , & l’on  aura 
pn  faéleur  commun  qui  rendra  l’équation  complette,  8c 


Ion  intégrale  fera  — xa  9 y ' '■  H *cmyS’"  = C.  Au 

° n m J 


relie  une  équation  différentielle  totale  multipliée  par  un 
faéleur  devient  fouvent  complette  quoiqu’aucune  de  fes 
parties  ne  puifle  être  complettce  féparément. 


n n Sc  m font  des  quantités  indéterminées. 
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107.  Il  eft  plus  facile  de  trouver  les  conditions  que  doit 
avoir  une  équation  pour  pouvoir  devenir  complette  par  le 
moyen  d’un  fadeur  donné,  que  de  trouver  généralement 
le  fadeur  qui  doit  rendre  complette  une  équation  différen- 
tielle d’ün  ordre  donné  lorfque  cela  ell  poflîble.  Pour  don- 
ner une  idée  de  la  méthode  qu’on  peut  fuivre  dans  certains 
cas  nous  allons  réfoudre  le  problème  fuivant. 


108.  PROBLEME,  p,  q , t,  t étant  fuppofés  des  fondions 
de  x , déterminer  ces  fondions  de  manière  que  l'équation  dy  -+- 
y y dx-i-tdx  — o devienne  complette  en  la  multipliant  pat 

un  faôleur  P = j • L’on  aura  l’équation 


d (P  A)  _d(PB) 

h. 

P & de  A , 


Pyy-hqy-hr 


dx 

1 

âJ 


d. 


ou  en  fubftituant  les  valeurs  de 
y y -ht  \ __  1 ^ 1 


(y  y -f- 1 \ 
Tf-hny-hr) 


py'-hajrt-r)  d x * pyy  -hqy-hr 

on  prend  la  différentielle  du  premier  membre  en  fai- 
fant  varier  j fcul,  & celle  du  fécond  en  regardant  x 
fcul  comme  variable.  Donc  zy  ( pyy  -4-  qy  -f-r)  — 
. , . . —yyd P — y d q — d r 

(jy-h 0-  (*ry~hq  )—  — Tx~ ‘ Tranf" 

pofant , ôtant  la  fradion , réduifant  & ordonnant  par 
rapport  à y,  il  vient, 

— qtd  x 


qyy  dx  j.  r j dx 

- hyydp — zp  ty  dx  • 
-hydq 


h 


o.  Suppofons  main- 


tenant que  p,q,r  & 1 font  tels  que  les  co-efficients  de 
chaque  puijfance  de_?  foient  = o,  l’on  aura  qyydx  -f- 

dp 

yydp~  o , ou  ? = — -j-.  L’on  aura  auffi  — qtdx-t* 


, dr  — dp  « — d r 

i,  = o,ou,=7JT  = -j_,oud,=  — _ , 

fc  ( = —.——.L'équation q= donne  dq  =:  - 

dp  ’ 7 d x ‘dx 

en  fuppofant  dx  confiant.  Subftituant  la  valeur  de  dq 
& celle  der  dans  l’équation  2 rd#  — 1 p td  x-i-  dq=x  o , 

Tome  IV,  X 
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que  donne  la  fécondé  colonne  de  l'équation  ci-deffus» 
i p drd  x d dp  _ 
dp  dx  * 


il  vient  i r<iï  + 
dp.  dd p 


■ o,  ou  rdp-+-pdr= 


dx  1 


. L’intégrale  du  premier  membre  eft  = rp,& 


dp 


il  eft  facile  de  voir  que  celle  du  fécond  eft  = -h  C> 

4 dx1 


comme  on  le  trouvera  en  revenant  de  l'intégrale 

à la  différentielle  > donc  l’on  a rp  = Cour 

4 dx* 

dp 2 C dp  dr  C 

~ *-  — >?  = “ -j -~»f- 


4 p.  dx 

dp  2 


P 

ddp 


d x 


dp  Pp 


z p dx~  ' ^uPP°^ons  niaintenantp  ==uu, 


4ppdx2 

u étant  une  fonétion  quelconque  de  x , nousauronsp=  uu-,  q 
z u du  C du2  C dd  u 

h dx*1 


: r=- 


•Ces 


dx  ’ u 2 dx1’  * u+  u.dx  * 

valeurs  étant  fubftituées dans  lapropofée  au  lieu  dep,q,r,t; 

. dy-hyv  dx  -ht  dx 
1 équation  — — 

4 nul/  n «î 


pyy  + y + r 


= o fera  compîette. 


De  ce  qu’on  peut  faire  lorsqu’il  y a trop 

DE  DIFFICULTÉ  POUR  TROUVER  LE  FACTEUR 
QUI  DOIT  RENDRE  COMPLETTE  UNE  ÉQUATION 

Différentielle. 


»09.  On  peut  chercher  la  relation  qu’il  y a entre 
les  variables  de  l’équation  propofée.  Si,  par  exemple, cette 
équation  ne  contient  que  deux  variables  x & y,on 
cherchera  une  valeur  de  y en  x,  par  exemple,  qui  (bit 
telle  qu’elle  rende  l’équation  = o : Ce  qui  peur  s’appeller 
auffi  réfoudre  l’équation  , ou  inrégrerj  équation. 

no.  Soit  propofé  d’intégrer  1 équation  différentielle  à 
deux  variables  A dxm -h  B dym-hCdxn  dym~"  -+- 
P dx^y”- * -h  &c. =o,  qui  contient  les  différentielles 
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dx  & dy  élevées  à des  expofans  dont  la  (omme  dans 
chaque  terme  eft  m , les  co-cfficiens  A , B , Src.  étant 
des  fondions  de  x , ou  Amplement  des  confiantes.  Je 

fuppofe  ~ = 7,  ou  dy  = 7 d x.  Subftituant  cette 

valeur  de  à y dans  l’équation  propofée,  elle  devient 
A dxm-+-  B ï’dx*  -+-C?m-”dxm  -+-D7"  - r dx  &c.=  o. 
ouendivifantpar  dxm,  A B ^ m ■+■  Czm  f 

H-  &c  — o , équation  à deux  variables  7 & x.  On  trou- 
vera donc  par  cette  équation  la  valeur  de  7 en  * & cons- 
tantes. ^Subftituant  cette  valeur  dans  7 d*,  on  aura 
une  différentielle  à une  feule  variable  dont  l'intégrale 
fera  x=y  , puifque  dy  zxz-^dx. 

Soit  l’équation  Adx2-±-Bdy2-\-Cdxdy  = o,  on 
aura  dans  l’équation  générale  , L)=o,m  = z,/z  = i, 
& en  faifant  dy  = \dx,  fubfiituant  cette  valeur  & divi- 
fant  enfuitepar  dx2 , on  trouvera  A -4-  B 7 1 h-  07=0, 


ou  7 1 


= _ 


B 


B 


. Refoîvant  cette  équation  par 


la  méthode  du  fécond  degré  , il  vient  7 = 

-c  + /(  CC-4  ABi 
* , dy  = 7 dx  = 

— Cdx±dxlS(CC—  4AB)  „ — Cdx  .. 

Tb »'*s  —TT—  * 


S. 


dxl^~  ( C < — 4 AB) 


zB 


X 

A=  6 , C = a > B = ■ - , l’on  aura  dy  — 


E confiante.  Suppofons 
ad  x . 


dx 


{aa—  îbx)  ,&  intégrant  en  ajoutant  la  confiante 


d x 


E,  y s=E — aL.ï±  S.  x~  . (a  a — % b x).  Or 
(a  a — il  x)  = z (aa  — z b x)  *+■ 


S. 


d x 


c E-  î/-f  . 7— ■ - g Il  eft  donc  facile  d’avoir  la 

V {a a — zlx  n-a 

valeur  de  y qui  eft  double , comme  il  eft  aifé  de  le  voir. 

Xa 
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De  la  Méthode  de  M.  Newton  d'intésrer 
par  les  Séries  , les  Équations  différen- 
tielles QUI  CONTIENNENT  PLUSIEURS  VARIA- 
BLES DANS  LEURS  TERMES  AVEC  LES  DIFFÉ- 
RENCES de  ces  Variables  élevées  a des 
Puissances  quelconques. 


iii.  La  méthode  dont  il  s’agit  ici  fe  trouve  dans  le 
Traité  de  la  Méthode  des  Fluxions  Cr  des  Séries  infinies  : 
Elle  fuppofe  la  théorie  des  fuites , 8c  ceux  qui  ont  lu 
la  première  partie  de  cet  ouvrage,  font  très  en  état  de 
la  comprendre.  Si  l’équation  différentielle  contient  quel- 
que fraétion  rationnelle  ou  irrationnelle,  dont  le  déno- 
minateur loit  complexe , il  faut  la  réduire  en  fuites  ou 
fériés  infinies  par  la  formule  du  binôme,  ou  par  la  di- 
vifion.  S'il  y a des  radicaux  qui  renferment  des  quan- 
tités complexes  , on  les  réduira  en  fériés  par  la  formule 
du  binôme  de  Newton  Si  l’on  a befoin  de  trouver  les 
racines  d’une  équation  affeétée,  c’eft-à-dire  qui  contient 
deux  variables,  comme  fi  on  demandoit  la  racine^  de 
l'équation  j * -1-  a 2j-haxj> — x 3 -4-  a a 3 , qui  donne  y 

OC  X ^ 

= a — — H h 8cc  , on  trouvera  ces  fortes  de 

4 e4a 

racines  par  des  fériés , & cela  en  employant  les  métho- 
des de  la  première  partie  de  cet  ouvrage. 


Lorfque  l’équation  différentielle  contient  deux  varia- 

d y 

blés,  il  faut  mettre  d’un  côté  le  rapport  8c  de  l’au- 


tre la  valeur  de  ce  rapport  exprimé  par  une  fuite  finie 
ou  infinie. 


Soit  l’équation  dy3  - 1-  axdx1dy  -ha1  dxldy-~ 
x3  dx3  -+-  » a3  dx  3 = 0,  divifant  tout  par  d x 3 8c  fai- 
d y • 

fant  ~~  — z , il  vient  % 3 -f - ax  ç <1  a ? — x 3 -4-  a a *. 
Prenant  la  racine  1 de  cette  équation  affeétee , on  trouve 
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, = iLa  a -4- 

1 dx  4 64a  j lia1 

Dans  la  fra&ion  > nous\ppellcrons  quantités  rela- 
tives dy  Se  la  variable  y dont  la  différentielle  eft  au 
numérateur , & quantités  corrélatives  dx,  8e  x , dont  la 
différentielle  fc  trouve  au  dénominateur.  Mais  dans  la 

fraftion  4^-,  x S:  dx  feront  les  quantités  relatives  , 
dy 

y &c  dy  les  quantités  corrélatives.  • 

ira.  Soit  maintenant  l’équation  dx  — dy-hsxd  x- f- 
ydx-i-x  1 dx  -hxy  dx  = o.  Pour  la  difpofer  comme  on 
vient  de  le  dire  ( ni  ),  je  divife  tout  par  dx&c  j’ai  en 

tranfpofant  = 1 — 3X-+-_y-f-xx-t-  xy.  L’équation 


étant  ainfi  préparée,  i°.  On  difpofera  les  termes  fuivant 
les  dimenfions  des  variables  x 8e  y , mettant  en  premier 
lieu  ceux  qui  ne  font  pas  affeétées  de  la  variable  relative 
& enfuite  ceux  où  cette  variable  fe  trouve , en  commen- 
çant toujours  par  c^fet  dont  les  dimenfions  font  les 

” rr  • • d V 

plus  petites.  Ainfi  dans  l’exemple  propofe,  on  écrira  -^-=s 


1 — j x-+-xx  -hy-t-  xy. 

a®.  Ayant  décrit  un  reftangle  ABDC  (Fi;*,  x*  ) 
& l’ayant  divifé  comme  on  le  voit,  écrivez  dans  le  rec« 
tangle  horifontal  K B F R la  fuitedes  termes  où  la  va- 
riable relative  ne  fe  trouve  pas.  C’eftici  \ — 3 x-f-x  zj 
écrivez  auffi  de  haut  en  bas  dans  le  reélan^le  vertical 
ER  S P,  l’autre  fuite  de  termes  -hy-hxy  où  lé  trouve 
la  variable  relative. 


* Voyez  ce  qu’on  a dit  fur  les  fuites  , Première 
Partie  , Courbes.  Algébriques  , N*.  42  & fuivants.  Si 
l’on  réfout  l’équation  du  troifièune  degré , en  regardant  ç 
comme  l’inconnue  , on  pourra  réduire  en  férié  la  valeur 
de  £ qui  contiendra  les  radicaux  de  la  formule  de  Cardan» 
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j “.Prenez  le  premier  terme  i delà  fuite  horifontale, 
piultipliez-le  par  la  variable  x corrélative  & divifez  le 
produit  par  l'expofantde  !û  corrélative  dans  le  même  pro. 
duit:  ici  on  divifera  par  i.  écrivez  le  réfultat  x dans  le 
reélangle  horifontal  NHDM  , à côté  de  y ; vous  aurez  le 
premier  terme  de  la  férié  qui  doit  exprimer  la  valeur 
de  la  variable  relative  y. 

4°.  Pour  avoir  le  fécond  terme  de  cette  férié  , fubfti- 
tuez  dans  tous  les  termes  de  la  lcrie  verticale  y -+-  xy 
placée  dans  Je  reélangle  ER  SP,  le  premier  terme  que 
vous  venez  de  trouver  au  lieu  de  la  variable  relative, 
& écrivez  la  valeur  de  chaque  terme  du  réfultat  dans 
le  reélangle  RS  QF  à côté  du  terme  qui  l'adonné,  Sc 
dans  le  rang  qui  convient  à la  dimenlion  de  la  varia- 
ble corrélative  dans  cette  valeur.  Dans  notre  exemple 
le  réfultat  fera  x -4-  x x , on  écrira  -+-  x à côté  de  y au 
fécond  rang  fous  le  terme  — j x de  même  dimenfion, 
3c  le  terme  -+-  x x à côté  de  xy  fous  le  terme  -+-  x x de 
même  dimenlion  de  la  fuite  horifontale  i — $ **-(-**, 
Prenez  enfuite  dans  le  reélangle  K S QB,  la  fomme  des 
termes  dans  lefquels  la  variabl^prrélative  a la  plus  pe-» 
tite  dimenlion  après  le  plus  baWerme  de  la  fuite  hori- 
lontalc  qui  eft  ici  = i : cette  fomme  fera  dans  notre 
exemple — j x-+-x=: — a x,  comme  on  le  voit  au  fécond 
rang  dans  le  reélangle  des  fommes  SNMQ.  Multipliez 
cette  fomme  par  la  variable  corrélative , & ayant  divifé 
le  réfultat  par  l’expofant  de  la  cotrélative  dans  ce  même 
réfultat,  écrivez  le  quotient  dans  le  reélangle  NHDM 

f>our  le  fécond  terme  de  la  férié  qui  doit  exprimer  la  va- 
eur  de  y.  Dans  notre  exemple  on  multipliera  — z x par  x 
te  divifant  le  produit  — zx1  par  l'expofant  z de  x, 
l’on  écrira  — xx  pour  le  fécond  terme  de  la  férié  cherchée, 

f*.  On  fubftituera  dans  la  férié  y-hxy,  le  fécond  terme 
x*  de  la  férié  au  lieu  de  la  variable  y , & on  écrira 
la  valeur  de  chaque  terme  du  réfultat  à côté  de  leur 
correfpondant  & dans  le  reélangle  RS  Q F,  & au  rang 
qui  convient  à la  dimenlion  de  la  variable  corrélative. 
Dans  notre  exemple  en  fubftituant  — * * dans  la  fériej> 
tfPJt  l’on  aura  les  termes  — • ■ * 1 , & — *3 } on  écrira 
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— ïl  à côté  de  y fous  le  terme  -+-  jc  * demémedimen- 
ilon  dans  la  fuite  horifontale  1 — 3*4-»:*,  & le  terme 
- — x 3 à côté  de  xy,  8c  au  quatrième  rang.  Enfuite  l’on 
prcndradanslereftangle  KSQB  la  fomme  des  termes  dans 
ielquels  la  variable  corrélative  a la  plus  petite  dimenfion 
après  ceux  dont  on  a pris  la  fomme  dans  l’opération 
précédente  j c’efl-à-dire , quand  on  a voulu  trouv  er  le  fé- 
cond terme  de  la  férié  Cette  Ibmme  efl  ici  xx  — xx  -f- 
xx  — x x.  On  la  multipliera  par  la  variable  corrélative  x 
8c  l’on  divifera  le  produit  x 3 par  l’expofant  3 de  x dans 


le  meme  produit , l’on  écrira  le  réfuîtat  x 3 dans  le 

reélangle  NHDM  pour  le  troifième  terme  de  la  lérie 
cherchée.  En  opérant  de  même  on  trouvera  le  quatrième 


terme  — -i.v4s  & ainfi  de  fuite  > & l’on  auraj  = * — ■• 


x x-h-x3 


.1  x 4 ■ 

« 


J» 


&c. 


Voici  la  raifon  de  ce  procédé  ; puifque  — — 1 — 3 x 

-4-x  2 -i-y  -f-  xy , l’on  a ày—  dx  - 1-  3 xdx-t-t c1  dx  - +* 
ydx- 1-  xydx  j 8c  en  intégrant  il  vientj  —x  — ix  2 -4- 
7**4-  S.ydx  -\-S.xydx , d’où  l'on  voit  que»:  eftle  premier 
termedela férié  qu’on  chcrchc,&qu’on  trouve  ce  terme  en 
opérant  comme  nous  l’avons  fait.  Si  l’on  fuppofe  mainte- 
nant que  laverie  qu’on  cherche  ,eft  trouvée  , 8c  qu’elle  foit 
repréfentée  par*-f-p,p  étant  la  fomme  de  tous  les  termes  qui 
fuivent  le  premier  ; en  fubflituant  .v-4-p  au  lieu  dejy  dans  les 
termes -4- y,  -\-xy,  l’on  auraj  -h  xy  — r-t-  xx  -4-  p-f-  xp,  8c 
l’équation  dy=sdx — 3 x -+-  x xdx-h  (y-i-  xy)  dx  de- 
viendra (A  ) dy  —dx  — 3 xdx-hxxdx  -4-  (p~t-xp  ) dx, 
-4-  xdx  -4-  xxdx 

fc  en  intégrant  il  viendra  y — x — xr  + j*'  -4- 
S.  (p-+-xp)  d x.  Ce  qui  faitvoir  que  le  fécond  terme  de 
la  férié  cherchée  efl  — xx , tel  que  le  donne  la  méthode 
de  Newton. 


Suppofant  de  meme  que  p ’ défigne  tous  les  termes  de 
la  férié  qui  fuivent  le  fécond,  l’on  auraj  = v — xx  -4- 
p 1 —x-t-p  ; donc p = — xx  -4-  p ’ , & en  fubflituant  — 
xx  H- p 1 au  lieu  de  p dans  les  deux  termes  p -4-  xp,  8c 


Digitized  by  Google 


j23  Cours  de  Mathématiques. 


réduifant,  l'équation  A deviendra  dy  = <fx— ■ »xdx-H 
x1dx—xt  dx-f-(p’  -4-xp')  dx,  8c  en  intégrant  l'on 
trouve^  = x — xx-+-  jx  î *—  I x+-f-S.(p'-+-xp')dx;  cc 
qui  fait  voir  que  le  troifième  terme  de  la  férié  cherchée 
eft  sa  I x 5 , ainfi  que  le  donne  notre  opération.  De . 
même  en  fuppofant_y=x — xx-J-i-x3  -f-p7’,  l'on  trou» 
vers  que  le  quatrième  terme  eft  — I x +,  & ainfi  des  autres 

termes.  Avec  un  peu  d’attention  il  eft  aifé  de  voir  que 
par  la  nature  des  opérations  que  prefcrit  la  méthode  , 
on  doit  tiouver  le  même  réfuîtat  que  par  la  méthode 
analytique  dont  nous  venons  de  parler. 

% 1 1 . Si  l’on  avoit  l’équation  s=  r -f-  2-  -+■  4; 

* dx  a a a 

x 1 y x ^ y 

H &c.  à l’infini , on  écriroit  le  terme  1 dans 

a 1 a^- 


lc  reélangle  horifontal  K R F B ( Fig.  1 j ) 8c  l’on 
écriroit  les  autres  termes  dans  le  reélangle  vertical 
ERS  P.  Multipliant  1 par  * & divifant  le  produit  x pat 
l’expofant  1 de  x,  dans  ce  même  produit,  on  écrita  le  quo- 
tient x dans  le  reélangle  NHDM,  pour  le  premier  terme 
de  la  fuite  qui  doit  exprimer  la  valeur  d ey.  On  fubfti- 
tuera  le  premier  terme  x qu’on  vient  de  trouver,  au 
lieu  de  j dans  les  termes  du  reélangle  vertical  ER  SP» 
écrivant  la  valeur  de  chaque  terme  à côté  du  terme  cor- 
refpondant  dans  le  reélangle  R S QF  , au  rang  qui  con- 
vient à la  dimenfîon  de  la  corrélative  dans  la  valeur  de 


ce  terme.  Pour  trouver  le  fécond  terme  de  la  férié , on 


, X . 1 

multipliera  — par  x 8c  divifant  le  produit  — par  l’ex- 


©ofant  *,  on  écrira  le  quotient  — à côté  du  premier 
terme  de  la  férié , 8e  continuant  d’opérer  en  fubftituant 
x<~~  au  lieu  de_y  dans  les  termes  du  reélangle  ERS  P; 

écrivant  les  réfultats  ainfi  qu’on  le  voit  dans  le  reélangle 
E F Q S , prenant  la  fomme  des  termes  du  troifième  rang. 
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3*9 


qui  eft  -+- 


xx 


a a a 


xx 

aa 


3 x x 
2 a* 

3*r 


, en  la  multipliera 


par  x , & divifant  la  produit  = — par  l’expofant  3 > le 

3 ' 

quotient  fera  le  troilîème  terme  de  la  fuite  cher- 

* aa 

chée;  & en  continuant  de  meme,  on  auraj  sac  x ■+• 


M X 

* a 


jc» 
a aa 


x * 
2<w3 


X* 

ia* 


; *+-  — T H 7 SCC. 


ia- 


Dans  cet  exemple  on  ne  s’eft  propofé  de  pouffer  la 
férié  que  jufqu’àla  fixicme  dimenfion  de  x , & c’eft  pour 
cela  qu’on  a omis  dans  l’opération  tous  les  termes  qu’on 
prévoyoit  devoir  être  inutiles  pour  cette  fin , comme 
on  l’a  indiqué  par  le  ligne  &c.  qu’on  a ajouté  à toutes 
Içs  fériés  interrompues. 

1 14.  Lorfque  la  variable  relative  a des  expofans  frac- 
tionnaires, on  peut  faire  dilparoître  ces  expofans  par 
la  méthode  du  n°.  jy.  Si  l’équation  propoféc  étoit 

“•=  j xyy-hy,  la  progreffion  arithmétique  dans  la- 
quelle fe  trouvent  les  expofans  de  jferoit  -4-  o.  y.  y.i, 
prenant  le  terme  qui  approche  le  plus  de  o * , je  fais 
u =y  T , ou  _y  = u 3 j donc  ày—i  uudu.  Subftituant 


ces  valeurs  de  y & de  dy  dans  la  propoféc , elle  devient 

x 3 uudu  , . ..  .r 

• *— y = 3 jc  u u -t-  u 3 , oc  en  divilant  par  3 uu , 1 on  a 

— - = x -f-  --  u , Sc  cherchant  la  valeur  de  la  relative  u, 

ax  3 

par  la  méthode  de  Newton,  l’on  trouvera  la  férié  u== 


P 

S 


» 


En  géné/al  fi  le  terme  le  plus  approchant  de  o cft 

. JL 

on  fera  y q = n*,  ou yPx=upl’- 


■ 


1 
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xxH — 


xj_ 

18 


21 6 


I s 


donc  y=zu.i  = je 2 -+• 


3240 
* * 


18 


k 

&c.  mais  u =y  7"» 
• -H  &c.  ) = — x 6 -H 


■ X 8 &c. 


•V  1 m - 

24  864 

A l’egard  des  expofans  fractionnaires  de  la  quantité 
corrélative  x,  on  les  difpofera  félon  leurs  dimenfions. 

Par  exemple  lî  Ton  avoit  l’équation  -2-  =s  ^ -j-j  4 -y  * 


2 

xT 


'*■+■  x*  •+•*  1 # on  la  difpoferoit  ainfi  ^ai  + 

- I * 

x 5 "+■  * ■+•* 1 ’+’J  ■+*J' 2 , & l’on  opéreroit  à l’ordinaire. 

rfy  * 

Soit  l’équation  = y 4y  -f-  J f x y ==  -+. 

1 I 1 

x zy  *.  Suppofant y 1 =r  u , l’on  aura  u u ==7  t iy  ■=. s 

zudu,  8c  l’équation  propoféc  deviendra  2-u~u-  =%u-i~ 

dx 

I du  l I 

« * * , ou  = 1 + i **;  donc  du  = d* 4-1*  *éj;, 

> 

& en  intégrant,  u = ;»**  + !*' , & en  quarrantde 
part  & d’autre  jjssArje-f-i*»-*-!**.  Mais  parce  qu’on 

. I 

peut  ajouter  une  confiante  à l’intégrale , l’on  a u =zy  1 = 
2 

G 4-  * 4-i  * "*  , & en  quarrant  >y  =■  C 2 4-  a C jc  4- 

£ ï 

f G x1  -f-  a:  * -f-  y x 1 -f-  i je  3 , férié  bien  différente  de  la 

Première  & qui  ne  peut  lui  devenir  égale  que  lorfque 
= o. 

De  même , dans  l’exemple  ci  - dellus , qù  nous  avons 
trouvé  j = “)  = (-*!+  4-  &c.)  , le  réfultat 
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fera  bien  bien  different  fi  l’on  ajoute  la  conftantc  C 

à la  valeur  de  u,  pour  avoir  u -(C+l 

« 

Cc+v 


alors  on  aura  y- 


fé- 


» 1 8 

rie  qu’«n  variera  à l’infini  en  donnant  différentes  va- 
leurs à C.  Il  faut  avoir  l’attention  d’ajouter  une  conf- 
iante lorfqu'on  a trouvé  la  valeur  de  la  relative  u , avant 
de  prendre  enfuite  celle  de  j.  Mais  fi  y ne  contenoit  au- 
cun expofant  fractionnaire , alors  on  ajoutaroit  laconf. 
tante  C!  à la  férié  qui  exprime  la  valeur  de  j;  car  fi  l'on 

a l’équation  =u,  u défignant  une  faite  de  termes 
a x 

compofés  de  x,y  & confiantes,  l’on  aura  dy  *s  udx , 
&j=C  + S.uîï,  en  ajoutant  la  confiante  C. 

iy 

Uf.  Si  l’on  avoit  l’équation  J-+-  ■+■  xy+, 

comme  il  n’y  a aucun  terme  qui  ne  (oit  affeété  de  y,  l’on 
n’en  peut  mettre  aucun  dans  le  rcétangle  honfontal 
K R F B.  Dans  ce  cas  l’on  prendra  pour  le  premier  terme 
de  la  férié  , une  confiante  arbitraire  , autrement  l’on 
pe  pourroit  avoir  le  premier  terme  de  la  racine. 

De  plus,  ou  peut  prendre  même  dans  les  autres  cas, 
pour  le  premier  terme  de  la  férié  cherchée,  telle  quantité 
confiante  qu’on  voudra , lubftitucr  enfuite  cette  confiante 
au  lieu  de  la  relative  dans  les  termes  du  reClangle  ver- 
tical  ER  SP,  & continuer  l’opération  à l’ordinaire, 
pour  trouver  les  autres  termes  de  la  férié  cherchée. 


d y 

Ainfi  dans  l’équation  ci-defïus  = i • 


'3*4- x1**- 


y\-  x y , fi  l’on  prend  ( Fig.  14  ) , 1 pour  le  pre- 
mier terme  de  la  férié  , en  fubftituant  1 au  lieu  de 
y dans  les  termes  •+■  y , -4-  xy , l’on  aura  -4-  1 -+-  x. 
On  écrira  1 à côté  de  y fous  fe  terme  1 de  la  férié  ho- 
rifontaie  1 — 3 x -h  x2- , & -h  x à côté  de  x y , fous  le 
terme  — 3 xj  enfuite  on  prendra  la  fournie  -4-  1 •+- 1 = t 
des  plus  bas  termes , & multipliant  cette  fournie  par  la 
corrélative  x , l’on  divifera  le  produit  zx  par  l’expolànt 
de  x dans  ce  produit , & l’on  écrira  le  réfultat  4-  x x 
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dans  le  reélangle  NHDM  pour  le  fécond  terme  de  la 
férié , & en  continuant  les  opérations  à l’ordinaire , l’on 
aura  .7  = i + i*‘  -f-x*-*-  ^x4  &c.  Si  au  lieu  de 
prendre  i pour  premier  terme  l’on  eût  pris  a , l’on  au* 
roit  trouvé  une  férié  différente. 

Cela  prouve  qu’cn  général  il  y a une  infinité  de  va- 


leurs différentes  de_y  qui  peuvent  réfoudre  une  équa- 
tion à deux  variables  , & en  effet  une  telle  équation 
exprime  un  problème  indéterminé , & ces  lortes  de  pro- 
blèmes ont  une  infinité  de  folutions. 

ii  (S.  Si  dans  l’équation  =:  p , la  fuite  p con- 
tient quelque  terme  qui  ait  pour  dénominateur  quelque 
puiffance  ae  l’une  des  variables,  on  réduira  ce  terme 
en  une  férié  infinie , en  fubftituant , au  lieu  de  cette 
variable  , une  autre  variable  plus  ou  moins  une  conf- 
iante arbitraire.  Par  exemple  , fi  l’on  avoit  l’équation 

^ =3jy — ix~\ — -,  l’on  pourrait  faire y=i +c,&le  terme 

^ y y — 

feroit  = x.(^  ± c-)  — l.  Suppofons  qu’on  faffey  = i -4-?  » 
on  élévera  i -4-ç  à la  puiflance  — i par  le  binôme  de 
Newton  , & l’on  multipliera  tous  les  termes  de  la  férié 
réfultante  par  x , de  plus , on  fubftituera  i -f-  £ au  lieu 
dey  dans  le  terme  j y.  Si  l’on  avoit  fait^=  a — ? , 
l’on  aurait  eu  dy  =s  — , & le  premier  membre  de 

l’équation  feroit  devenu  négatif  & = — mais  on 

l’auroit  rendu  pofitif  en  changeant  les  fignes  de  tous  les 
termes  du  fécond  membre. 

117.  On  peut  quelquefois  trouver  l’intégrale  d’une 
équation  fort  facilement  fans  avoir  recours  à la  méthode 

de  Newton.  Soit, par  exemple,  l’équation  ^ » je 

fuppofe  y=sbxm,  le  coefficient  h & l’expofant  m étant 
des  quantités  indéterminées.  Subftituant  b x m au  lieu  de 

y dans  la  propofée,  il  vient  ^ = -j*  bxm~~l , ou  dy 
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';donc-4-=r, 

5m 


= — b xm~~I  dx , & y = -^—bxm-=bx 

s J r* 

4 ♦ 

ou  7 —m,  8c  y =b  x 5 , b étant  indéterminé,  & l’on 
pourra  donner  à b telle  valeur  qu’on  voudra. 

On  doit  remarquer  auflt  que  fi  la  quantité  qu’on  doit 
fubilituer  dans  le  reétangle  vertical  E R S P au  lieu  de  y , 
étoit  complexe  , il  faudroit  prendre  fon  quarré  , lorfquc 
le  terme  dans  lequel  fe  fait  la  fubftitution  contient  y 2 , 
fon  cube,  fi  le  terme  contient  yi , &c. 

On  peut  quelquefois  commencer  l’opération  par  la  plus 
haute  puiflance  de  la  quantité  corrélative  , en  defeendant 
par  degré  aux  puiffances  inférieures.  Par  exemple , fi  l’on 


avoit  l’équation  - ? = -2—  -+- 


_ 4 


IX -i- 


^=I+i+, 

dx  x x x x x 

Après  avoir  difpofé  les  termes  d’une  maniéré  contraire 
à l’ordinaire , en  commençant  par  le  plus  haut  terme  z x , 
comme  on  le  voit  ( Fig.  if  ),  on  trouveroit,  fuivant 
la  méthode  , xx  pour  le  premier  terme  de  la  valeur  de  j. 
Pour  trouver  le  fécond  terme  on  fubftituera  * x au  -lieu 


de  y dans  le  terme 


JL 

x x 


du  reélangle  E R S P , & 


on  écrira  le  réfultat  i dans  le  reftangle  R S Q F au 
fécond  rang  fous  le  terme  -4-  3 , on  prendra  la  ibmme 
4 des  deux  termes  correfpondans  -t-  1 & -4-  $ , on  la 
multipliera  par  x , 8c  ayant  divifé  le  produit  4 x par 
l’expofant  1 de  x dans  le  même  produit  , on  aura  +4* 
pour  le  fécond  terme  de  la  férié  cherchée , on  trouvera 
les  autres  termes  en  fuivant  la  réglé  preferite. 

Remarque  I.  Lorfque  la  fuite  des  expofans  dans 
une  férié  eft  interrompue,  on  peut  mettre  o à la  place 
du  terme  qui  manque  , en  lui  donnant  le  figjfte  H-ou  — 
comme  on  voudra. 

Remarque  II.  Parmi  les  fuites  qui  expriment  la  valeur  dey 
en  x,  ou  la  valeur  de  x en_y,on  préférera  celles  qui  donnent 
x en  y ,fi  elles  font  plus  convergentes  que  celles  qui  don- 
nent y en  x.  Par  exemple  , la  férié  xx  ■+■  4*  -+- o — 

— *+-  — 
ft  Z X K 

\ 


fcç.  <ÿri  défigne  la  valeur  dey  fera  conver- 
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gente  en  fuppofant  x i.  En  obfervant  ce  qu’on  a dit  ci- 
deffus  (r  i y),  c’eft-à-dire,  en  écrivant  a,  par  exemple,  pouf 
le  premier  terme  d’une  férié  qui  doit  donner  la  valeur 
de  y , on  pourra  enfuite  , en  donnant  à a différentes 
' valeurs.,  avoir  autant  de  fériés  différentes  qu’on  vou- 
dra. On  trouve  encore  des  fériés  finies  comme  celle 
qu’on  a trouvée  ci-delfus  ( <14  ). 

1x8.  Problème.  Intégrer  Iss  équations  qui  contiennent  plus 
t de  deux  variables  avec  leurs  premières  différences  &*  leurs  pro- 
duits quelconques.hotCque  l’equation  propofee  contient  trois 
variables,  fi  la  relation  de  deux  de  ces  variables  cft  connue, 
on  fe  fervira  de  cette  relation  pour  trouver  le  rapport 
des  différences  de  ces  deux  variables,  8c  pour  éliminer 
l’une  de  ces  variables  avec  fa  différence  ; ainfil'on  n’aura 
plus  qu’une  équation  à deux  variables  qu’on  pourra 
intégrer  par  quelqu’une  des  méthodes  précédentes.  Si 
cette  relation  eft  inconnue , on  pourra  la  former  à vo- 
lonté  , 8e  réduire  , par  le  moyen  de  cette  relation  , l’é- 
quation propofée  à la  forme  dé  l’une  de  celles  que  nous 
avons  intégrées  dans  les  deux  derniers  problèmes.  Si 
l’équation  contient  quatre  variables,  on  la  réduira  à trois 
par  la  relation  donnée  ou  prife  à volonté  entre  deux 
de  fes  variables,  & on  réduira  enfuite  celle-ci  à deux 
variables-  Si  la  propofée  contient  cinq  variables,  on  la 
réduira  à quatre  par  une  relation  fuppofée,  fi  elle  n’eft 
donnée  par  l’état  de  la  queftion  ; on  réduira  enfuite  le 
nombre  d»s  variables  à trois  8c  enfin  à deux , 8c  ainfi 
de  fuite , quelque  nombre  que  l’on  ait  de  variables. 

Soit  l’équation  à trois  variables  zdx  — dq-k-  xdy=o,  dans 
laquelle  la  relation  entre  deux  de  fes  variables  n’eft  point 
déterminée.  On  formera  à volonté  cette  relation  , en 
fuppofant,,  par  exemple,  y — x , ou  x =yy,  ou,  8cc. 
ou  bien  entre  y 8c  7,  en  fuppofant  y^\-*ra.,y—  3 ? -t-  i , 
y — \ 1 8cc. Suppofons  qu’on  préféré  la  relation  x—yy j 
l’on  aura  d x — zydy.  Subftituant  ces  valeurs  de  x 
8c  de  d x dans  la  propofée , il  vient  4 ydy  — d\- 4- 
yydy  = o,  8c  en  intégrant  iyy—  = o,ouç=3 

tyy-h  ~ — pour  la  relation  de  * 8i  dej,8c  en  écrivant* 
3 / 

< 


ê 
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x~l 


pour  y 1 & x 1 pour  y 3 , l’on  aura  i * -4- = 3 , 

équation  entre  3 &:  x ; on  auroit  trouvé  des  réfultats  dif- 
férents en  égalant  l’intégrale  à une  confiante.  Dans  le 
nombre  infini  de  relations  que  peuvent  avoir  les  trois 
variables  x ,y , 3;  nous  en  avons  trouvé  une  qui  élire- 

préfentéc  par  les  équations  x =*yy , iyy  4-  — — =3, 


x 


i x -4-  — = 3 ; & comme  on  peut  en  trouver  une  in- 
finité d’autres,  il  efl  évident  que  c’eft  un  cas  particu- 
lier de  l’intégrale  générale  de  lequation  propofée. 

Nous  terminerons  cette  matière  en  remarquant  que 
lorfque  l’on  aura  réduit  l’equation  propofée , a la  forme 

= y étant  une  fuite  finie  ou  infinie  de  termes 
a x 

compofésdes  variables  x &y,  on  aurad  y = pâx,  = 
S.  p d x -f-  C.  Si  l’on  peut  avoir  l’intégrale  S.  pdx , ^ 
fera  inutile  d’employer  la  méthode  de  Newton.  Ce 
fera  la  même  chofe  fi  l’on  peut  avoir  l’intégrale  de  l'é- 
quation dy  — p dx  = o , par  le  moyen  d’un  multiplica- 
teur ou  fans  ce  multiplicateur.  Ce  fera  encore  la  même 
chofe  lorfque  la  propofée  contenant  plus  de  deux  varia- 
bles , aura  été  réduite  à deux  variables , & qu’pn  pourra 
en  trouver  l’intégrale  par  les  méthodes  ci-defTus. 

De  la  Séparation  des  Variables  dans  le* 
Équations  Différentielles. 

1 19  .Soit  l’équation  aydx  =rrrbxdy  , on  féparera 
facilement  les  variables  en  divifant  les  deux  membres 

. , a dx  bdy  , 

par  x & y , ce  qui  donnera =;  — ~ , equa- 

* y , 

ri  on  où  les  indéterminées  font  féparées  & qu’on  peut 
facilement  intégrer.  Si  l’on  avoit  cette  autre  équa- 
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tion  JüL2L  = a dxten  multipliant  par  xm  . l’on 

x y r 

auroit  b = axmdx  , équation  dont  les  va- 

y 

riables  font  féparées , & qu’il  eft  aifé  d’intégrer , 
par  la  méthode  des  différentielles  à une  feule 
variable. 

Il  eft  bon  de  remarquer  qu’il  peut  arriver  qu’au* 
cun  des  deux  membres  de  l’équation  féparée  ne 
foit  intégrable  algébriquement  , quoique  l’équa- 
tion qui  a produit  la  différentielle  foit , ou  algé- 
brique, ou  rédu&ible  à une  forme  algébrique. 

Dans  la  première  équation  féparée , l’on  a 

a ^ - = — n intégrant,  aL.x—  bL.y+L.f, 

x y 

la  conftante  qu’on  ajoute  peut  être  un  logarithme, 
•u  L.  xa  ==  L fyb  -,  donc  xa  ~fyb  , équation 
algébrique.  Si  l’on  vouloit  intégrer  l’autre  équation 

féparée  .bdy-—  axmdx, l’on trouveroit facilement 


m -f-  1 


b h y =*= x m~*'1  —fxf  L.  c,  (en  faifant / = 

, m -+-  ï = p , & c étant  le  nombre 

m - f-  1 

dont  le  logarithme  hyperbolique  = 1 ) ; donc 

yh  — efx\ 

Il  eft  aifé  de  voir  par  ce  qu’on  vient  de  dire  ; 
que  la  féparation  des  variables , confifte  à faire 
enforte  que  chaque  terme  d’une  équation  ne  con- 
tienne qu’une  feule  variable.  Il  n’eft  pas  moins 
évident  qu’on  peut  intégrer  du  moins  par  les  qua- 
dratures 
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PF 


dratures  toute  différentielle  dont  les  variables  font 
féparées.  * 

Toute  équation  de  cette  forme  PRd'r  = 
Q V dy , pourra  être  féparée  fi  P & V font  des 
fondions  de  x fans  y , 2e  R & Q des  fondions  dey 

fans  x : car  en  divifant  par  R V , l’on  a — ==> 

(S*£~y). , équation  dans  laquelle  les  variables  font 

iv 

féparées  : ainfi  l’équation  x1  y1  dx  = a y s xi  d y 
admet  la  féparation  des  variables.  En  effet  en  di- 


vifant  par^ } x 5,  l’on  a — - d x 

dx  . , 

ou  = a y1  dy. 


dy  , 


Les  moyens  dont  on  *fe  fert  pour  la  fépara- 
tion , font  les  réglés  ordinaires  de  l’algebre  & les 
fubftitutions.  . v 


120.  Problème.  Séparer  les  indéterminées  dans 
les  équations  homogènes  à deux  variables  x Se  y.  On 
appelle  équations  homogènes  celles  dans  lesquelles 
la  fomme  des  dimenfions  des  variables , foit  qu’elles  * 
foient  mêlées  ou  quelles  fe  trouvent  feules , eft  la 
même  dans  tous  les  termes.  Repréfentant  toutes 
Ces  équations  par  A dx  -t—  B dy  = o,  & fuppofant 
que  la  fomme  de  ces  dimenfions  eft  = n , faifant 

y = x u,  ou  2.  = u -,  en  fubftituant  la  valeur 
*'  x 


de  y , les  fondions  A & B deviendront  A ==s 
x " V , & B = x * V 1 , V & V;  étant  des  fonc- 
tions de  u fans  x ni  y : car  puifque  A & B 
Tome  IV»  ' Y 
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font  des  fondions  homogènes  de  la  dimenfion 

n , V & V ’ des  fondions  de  « ou  de  il  eft 

* 

clair  que  V & V ’ doivent  être  des  fondions  de 
dimenfion  nulle,  de  y & de  x , c’eft- à-dire  telles 

Î[ue  y & x ayent  le  meme  nombre  de  dimen- 
ions  au  numérateur  & au  dénominateur.  Cela 
pofé , notre  équation  deviendra  x ” V d x H— 
x*  V 1 dy  =0,  ou  V dx  V*  dy  =0.  Mais 

l’équation  y = xu9  donne  x = , 3c  d x = 

J.—1  j donc  en  fubftituant  la  valeur  de  dx  p 

U U 

l'on  a V'  dy  =o.  Otant 

uu 

la  fradion  & tranfpofaqt  , il  vient  V u d y 

uuV’dy  =.  Vjdu , d ou  1 on  tire  -j.  = . . 

Mais  V & V'  font  des  fondions  de  u ; donc 
les  variables  font  féparables  dans  ces  fortes  d’é- 
quations. 

Exemple.  Soit  l’équation  y*  dx  -4-  y 1 xdy 

T • O»  Il  . . ^ _ 


-t-  b x1  dy  ==  o.  Si  l’on  compare  cette  équa- 
tion avec  Adx  Bd  y = o , l’on  trouve  A 
= jy  3 , B =jy 1 # 4-  tv 5 , n=  3 , A = x 3 V, 

B = *}  V'j  doncV  ==  -t 

X 3 JC  3 

-4-  b.  Mais  ^ ==  u ; donc  V = k J , & V7== 

JC 1 X 

u * -4-  f.  Subftituant  ces  valeurs  dans  l’équation 

liü- , = Ü , il  vient  -ïiJL  . = iL  ; 
Vu  + ukV'  y ',»uu  + 5 j 
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— ■ - " * ‘ ~~  " ■ 1 

& en  intégrant,  L .y  = ÿ L.  (2  u u -+-  b)  -+-L.  C , 

ou^  = C (2uU-+-  b)  Z/),cn 

remettant  la  valeur  de  u. 

121.  Problème.  Intégrer  les  équations  dif- 
férentielles homogènes  à trois  & tant  de  variables 
qu’on  voudra > lorfque  A,  B , C , font  des  fondions 
homogènes  de  x , y ? dans  tous  les  termes.  Soit 
A dx-h-  Bdy  H-Cdf  = 0 , l’équation  qu’on 
demande  d’intégrer , A , B , C étant  des  fonc- 
tions homogènes  des  variables  x , y & ç , nous 
prenons  une  équation  à trois  variables  feule- 
ment , mais  celles  qui  en  ont  d’avantage  ne  de- 
mandent pas  d’autres  calculs.  On  examinera  d’a- 
bord fi  la  propofée  eft  poffible  en  cherchant  fi 
elle  donne  l’équation  de  éfcndition  ci-delliis  dont 
nous  avons  parlé  ci-defïus.  Si  elle  étoit  abfurde  , 
on  l’abandonneroit.  Enfuite  on  fera  y = x u , & 
ç = x t , & l’on  fubftituera  ces  valeurs  dans  l’équa- 
tion propofée.  Suppofons  maintenant  que  A , B , C 
foient  des  fondions  de  la  dimenfion  m , il  efl  évi- 
dent que  l’on  aura  A = xmf, B = x g,  C =s 
xm  h , /,  g,  k étant  des  fondions  de  k & de  r. 
Subftituons  aulfi  la  valeur  x du  -f-  ud  x de  dy  & 
la  valeur  x dt  -4-  f d x de  d % , on  aura  la  tranf- 
formée  fuivante  x u d x ( / g u — ht  ) -4— 
xm~¥~ï  g du  H—  xm~^1  hdt  = o , ou  en  divifant 
par  x m , & par  le  multiplicateur  de  xmdx, 

— -4-  8 — ±-  o.  Il  eft  vifible  que  le 

* . f+gu+ht 

premier  terme  ne  contient  qu’une  feule  variable  x , 

Y 2 
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_ f 

& que  x ne  le  trouve  que  dans  ce  terme.  L’in- 
tégrale de  cette  équation  elt  L. x -+■  S.  ^ a ‘f~  ^ g 

f-*-gu  -h  Ar 

=D confiante; donc.  I-  x — P=S • 

/-+-  g u -h  ht 

donc  la  différentielle  h d 1 eft  complette  , 

f-h  gu-hht  v 9 

& l’on  trouvera  Ton  intégrale  par  quelqu’une  des 
méthodes  précédentes. 

122.  Corollaire  I.  De  ce  que  — 

X 

= o , eft  une  différentielle  com- 

f-+-gu-+-ht 

plette , on  peut  tirer  tout  de  fuite  le  fadeur  P , 
par  lequel  il  faudroit  multiplier  la  propofée  pour 
î’integrer  fans  la  fépara^ion  des  indéterminées  * : 
car  l’équation  n’efl  devenue  complette  qu’en  di- 
vifant  par  a-”-4-1  (/-*-  gu  + ht  ) , ou  par  x A 
r*-^B-f-î'C;puifque  jr”*-4-I/=A:A,  x”"*-1  gît 
*=xm  g«Jr=  B«  x = Bjy  , & x x 1 ht  =s 

x m h tx=  C t a:  = C { ; donc  A E ^ y 

eft  une  différentielle  complette  ; donc  le  fadeur  P 
qui  avoit  difparu  par  ^égalité  à o étoit  = 

i 

Aï  + B y -f-  C £ 

123.  Corollaire  II.  De-la  fuit  le  beau 
théorème  de  M.  Fontaine,  fçavoir  que  G Ad  x 


* Il  s’agit  de  la  réparation  de  x;  car  les  u Se  t peuvent 
être  mêlés  entre  eux. 
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-4-  B dj-f-  C d\  eft  une  différentielle  homogène 
fans  confiantes , & telle  que  m foit  le  degré  des 
fondions  A,  B , C , l’intégrale  de  cette  diffé- 
Ay-fBj+C^ 


rentielle  fera: 


i en  effet , en  fubfti- 


m •+■  i 

tuant  x u au  lieu  de  y , & tx  au  lieu  de  f , la 
différentielle  devient  xm  dx  (f  -h  gu  -î-  ht)  - j- 

xm~*~ 1 g d u -±-  xm~*~ 1 h d t ; mais  cette  différen- 
tielle ne  peut  être  intégrable  à moins  que  fon  in- 

. . r.  xm~*~ 1 (f  -h  g u-h  h t)  J , 

tegrale  ne  foit  m -t-  i * ^ue  on 

trouve  en  intégrant  la  quantité  xm  dx  (f-hgu-hkt) 
en  regardant  x feul  comme  variable.  De  plus 
il  eft  vifible  qu’il  ne  lui  faut  ajouter  aucune  fonc- 
tion de  « & de  t,  puifque  fi  on  lui  en  ajoutoit 
une  , lorfqu’on  différencieroit  l’intégrale  , ce  qui 
viendroit  de  cette  addition  ne  fer  oit  pas  multi- 
plié par  x m 1 comme  le  font  les  termes  x m 1 gdu , 
il  x m 1 h d t.  Cela  pofé  , remettons  dans 

— - — xm-*- 1 (f  -jr  eu  ■+•  ht)  , la  fradion  -^-au 

771  ■+“  I JO  ' * 


lieu  de  u,  --  au  Heu  de  r , A au  lieu  de  xm  f a 
x 

B au  lieu  de  xm  g , & C au  lieu  de  xmht  & 

Ar  + Bj+C?  * , , 

nous  aurons  m — — — - * , pour  I intégrale 

de  la  différentielle  Adx-\-Bdy-\~0d\. 

124.  Corollaire  III.  Puifque  A,  B , C , &c. 
étant  des  fondions  homogènes  de  dimenfion  m 


* On  doit  Ce  (buvenir  d’ajouter  une  confiante. 
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de  variables  fans  confiantes , la  différentielle  A dx 
-4-  B dy  C d ^ -4-  D du  H—  & c.  a toujours 
pour  intégrale  Ar-H-B^.-t-C^-f-O»  4-  &C> 

Ul  •+-  I 

il  eft  évident  qu’on  trouvera  l’intégrale  de  ces  fortes 
de  différentielles  en  fubftituant  au  lieu  de  dx  , 
dy  , d^,  &c.  les  variables  x, y , 8cc.  & divi- 
fant  le  réfultat  par  le  nombre  qui  défigne  le  degré 
de  dimenfion  de  cette  fondion  ainfi  réduite.  Donc 
fi  V eft  une  fondion  homogène  des  variables  x , 
y , ; de  forte  que  l’on  ait  dV  = A dx  -4- 

Bdy-^C  on  aura  V = At-4- -4-C^^ 

n 

n étant  la  dimenfion  homogène  de  cette  fonôion. 
Or  il  eft  vifible  qu’en  fubftituant  x,y  , au  lieu 
de  d x , dy  , d ^ , le  degré  de  dimenfion  n’a  pu 
augmenter  que  d’une  unité  ; donc  m -f-  i = n. 

Soit  la  différentielle  d V = 2xdx,  L. ? T 
H-  2 --.S?  * x * * , dans  laquelle  il  n’y 

,7 1 — * * 

a aucune  lettre  confiante  , l’on  aura  en  fubftituant 
x au  lieu  de  d x , y au  lieu  de  dy  , & divifant 
par  2 , parce  que  la  dimenfion  réduite  eft  du 

fécond  degré  , V = xx.  L.  ïSti . On  peut 

jy — aï 

voir , par  cet  exemple  , qu’il  eft  facile  , en  fuivant 
cette  méthode  , d’intégrer  toutes  les  différentielles 
de  cette  efpece , & d’un  nombre  quelconque  de 
variables , ce  qui  feroit  fouvent  très-difficile  pat 
d’autres  méthodes. 

Lorfque  V fera  une  fonction  de  la  feule  va- 
riable x , les  corollaires  précédens  pourront 
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avoir  lieu  , en  fuppofant  même  que  cette  fonc- 
tion eft  de  cette  forme  V a xm  L.  x.  En 
effet  fi  Ion  fuppofoit  dV  = a ir1  L.  î,  dx, 
l’on  aurait,  félon  la  méthode  expliquée,  V 

ax  L.x  qUj  vrai,  car  la  différentielle  de 

4 

hl  eft  -t-  ax  1 ^ *=ax-L.*Jx. 

4 4 4 

1 2$.  Problème.  Séparer  les  variables  de  Véqua- 

■ • j f . mdx( i 4“jy)  V (i  + yy ) 

Suppofons^  «=  l’on  aura  y — x = 

— u ( i -4”  x x)  (x-hxx).  (t-f-  un) 

i-4-xm  > 1 ~*~yy  (i-t-xu)*  * 

& à y = £ 

y ( I -t-*u) 1 

fubftituant  ces  valeurs  dans  la  propofée,  elle  de- 
vient— udx(  l -4-#  u)  -4—  udu(i  x# ) =s 

mdx  (i  -4—  uu)  V C i -t-  u « ) î d’où  l’on  tire 
d x u du 

— , E=  — ■■■  « ■ ■ y 

1 •+■  X X (l+li«)^B|/‘(l  + liU)+u) 

équation  féparée.  Si  dans  cette  équation  l’on  fait 
i -4- "uu  = 1 1 , l’on  aura  - ~ x =s 


dt 


, & faifant  dans  celle-ci 


, l’on  a 


i 4*  x x 
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2 ^ T ( 1 ? J _) , 1 équation  dont 

O -*•??)  (»  + « -K«— i ) ??) 
chaque  membre  s’intégre  par  la  méthode  des 
fradions  rationnelles  à une  feule  variable  ; il  eft 
donc  facile  d’intégrer  l’équation  propofée.  En  effet 
lorfqu’on  aura  trouvé  une  valeur  de  ^ , on  aura 
celle  de  t , enfuite  celle  de  u , & enfin  celle  de  y . 

1 26.  Problème.  Rendre  homogène  f équation 
dx  (a  -f-  b x — f-  cy  ) = ( / —j—  x -4—  hy)  d y 
qui  peut  être  regardée  comme  l’équation  générale  du. 
premier  ordre  * Qr  à deux  variables . Je  fais  a -f- 
b x -+•  c y = t , f + x 4-  h y s=  u , pour  avoir 
t d x = u dy\  or  la  fubftitution  donne  x =s 

At—- cu-t-fl/i-t-r/  „ fu  — t-f-a — hf  „ v 

7-r & y = rr J d’où 

b h — c J b h — c 

l’on  titre  en  différentiant,  d*  : dy  ::  hdt — edu  : bdu  — * 
df  ; mais  l’équation  tdx  ==  udy , donne  dx:  dy::u:t, 
donc  u : t : : hdt  — edu  : idu  — -df , ou  dt(ht  + u) 
= du  (bu  —J—  cr),  équation  homogène  dont  on 


peut  par  conféquent  féparer  les  indéterminées.  Si 
l’on  fuppofe  bh—-c  = o , x & y feront  infinis 
& dans  ce  cas  la  méthode  qu’on  vient  d’employer 

eft  inutile.  Mais  alors  l’on  a b k = ct  ÈJL  = i, 

1 . „ ' ; , C 

h 

Donc  fi  l’on  fait  m = — , l’équation  propofée 


* Car  fi  le  terme  où  x fe  trouve  fans  coefficient, 
«voit  un  coefficient , en  divifant  toute  l'équation  par  ce 
coefficient,  on  lui  donneroitla  forme  de  U propofée. 
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pourra  dans  ce  cas  fe  réduire  a cette  forme, 
ad  x + dx  (b  x+  cy ) = fdy  + m (bx + cy)  dy. 

Et  fuppofant  b x -4-  cy  = ï , l’on  aura j—  =* 


l 


-(bx  -4-  c^) 


JL . De  plus 


ir=^idonc^  = ^î±^  = fc^, 

& dx  — -,  équation  fe'parée. 

Air.fi  l’équation  générale  du  premier  ordre  ne  peut 
ctre  rendue  homogène  dans  les  cas  où  Fonafcft — -c» 
mais  alors  elle  peut  être  féparée. 

Si  l’on  vouloit  intégrer  l’équation  homo- 
gène — f—  au). d\  —H-  ( b^— 1—  eu). du  — , o , fans 
léparerles  indéterminées,on  lepourroit  facilement, 
car  félon  ce  qu’on  a dit  ci-deflus  (122) , lorfque  les 
variables  font  x,y,%  , &c.  le  faéleur  P eft  dans  ces 

fortes  d’équations  =- 


Ax-\-By-+-^.\  ■+■  &c. 
par  conféquent  dans  le  cas  préfent  = 


& 


_ , en  changeant  x en  ç 

7 (^-4-au)-t-u  (iç  -f-c  u) 

8c  y en  u. 

Si  l’on  avoit  Ax  — f— B y =0.  le  faéteur  P 
feroit  infini.  Par  exemple  , dans  l’équation 

y d x — xdy  = O , le  fadeur  — - — - — - — eft  = 
J ' • A *+  B y 

1 t — : l = 00.  On  pourra 

xy  — xy  o X y x 

néanmoins  intégrer  dans  ce  cas  en  prenant  un 
multiple  fini  de  ce  fadeur.  Suppofons  qu’o» 


e* 
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■ ■■  • y - 

prenne  pour  multiplicateur  de  la  propofée  la 
quantité  x°  yz  ( * ) f la  différentielle  com- 

plette  fera  = 7 ^ x . x_^7_  dont  l’inté- 

y z 

grale  = — , Si  l’on  prenoit  le  multiplicateur  — , 

i»  . ydx—xdy  dx  d y , 

J on  auroit  é.  <L.  dont 

xy  x y 

l’intégrale  eft=  L.x — L.y  =L.  . 

127.  Problème.  Trouver  les  conditions  que  doi- 
vent avoir  les  expofans  des  variables  dans  les  équa- 
tions différentielles  à deux  variables  feulement  pour 
qu7on  puiffe  les  rendre  homogènes  par  la  fubjlitution 
de  \ b au  lieu  de  y , h étant  un  expofant  indéter- 
miné. i°.  Lorfque  les  équations  n’ont  que  trois 
termes  , on  peut  les  repréfenter  par  cette  for- 
mule générale  a y”  xm  dx  -4—  byq  x*  d x -f-  £ 
cxry’dy  = o,  les  expofans  des  variables  étant 
des  nombres  quelconques , ou  o.  Puifque  nous  fup- 
pofons  y ===  qb , nous  aurons  dy  = hqb~l  d%t 
y”  ==  , y 5 = \qh  , y’  = j & notre 

équation  deviendra  a\*h  xm  d x •{•bq1'*  x*  d x 
ch  xr  1 dï=0.  Pour  que  cette  équa- 

tion foit  homogène,  il  faut  que  la  fomme  des  expo- 
fans foit  la  mêmedans  chaque  terme  ; donc  on  doit 


* En  regardant  o comme  une  quantité  a infiniment 
petite  > l’on  a a . xy  = 0 . * y , 8c  multipliant  — ^ par 
« . xy  * , l’on  a x°y*-=y  *. 
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avoir  ces  deux  équations  n h- f-  m = hqA-p  , & nh 
4-  m = r — t—  h s -h-  h — 1 . La  première  donne 

h *=  — — — , & en  fubftituant  cette  valeur  de  k 
n — q 

dans  la  fécondé  , on  trouvera  (s  — q -f—  1 ) X 
( p — m ) = ( p — r + i).(  n — q ) , équation  qui 
exprime  la  condition  que  doivent  avoir  les  expo- 
fans  de  la  propofée  pour  qu’on  puiiïe  la  rendre 
homogène  par  la  fuppofition  de  y = q h h étant 
p — m 

= n — q’ 

Cette  fubftitution  eft  cependant  impofiible 
lorfque  p = m , ou  n = q ; mais  .alors  on  peut 
féparer  facilement  les  indéterminées  : car  fi  p = /h, 
l’on  aura  ( en  fubftituant  m au  lieu  de  p , divifant 
enfuite  par  xT  & par  ( a y”  -4—  b y *)  , xm~r  d x 

— cy  dy — ___  gj  n __  en  divjfanf.  par 

a y » ■+•  b yi  2 r 

a: r , & par  y * , la  propofée  devient  a x " “ r d x -+*' 
b xf~T  dx  -4—  cy‘~n  dy  = o. 

2°.  Si  les  équations  ont  quatre  termes  , on  peut  _ 
toujours  les  repréfenterpar  cette  formule  ayHxmdx+ 
by1x,dx—i—  c xTy‘  dy  H—  f x*  y*  dy  = o , 
la  fuppofition  de  y = q h donnera  a^Hb  x m dx  -t— 
b%_hlxtdx- f-  chx  r [h‘  h~  1 d q — {—  fhx‘  X 

h- 1 a 

Pour  que  cette  équation  foit  homogène,  il  eft 
néceffaire  que  l’on  ait  les  trois  équations  h n —f— 
m=nhq  — f—  p ~r  -4—  h s — f—  h — i = t -4-  hu  — f— 

h — I.  La  première  donne  h = - ; la  fe-  * 

n — <? 

conde  équation  hq  -t-p  = t 4-  hu  — f-  h — r , en 
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fubftituant  la  valeur  de  h & réduifant , donne  (p  — 
r-i-i).(n  — q)  K=  (s  — q H-l).  ( p — m)  pour 
la  première  condition  des  expofans.  L’cquation  hq 

—H-  p = t -f-  h n — (—  h i , après  la  fubfti- 

tution  de  la  valeur  de  h & la  réduâion , donne 
(p — fH-i).  ( n — ?)  ==  (u  — </  -4-  i ). 
(p m)  pour  la  fécondé  condition  des  expo- 

fans ; & s’ils  ont  ces  deux  conditions , l’équation 
de  quatre  termes,  devindra  homogène  par  la  fup- 
p — m 

pofition  de  y = ^ n — q . On  trouvera  de  la 
même  manière  que  les  expofans  doivent  avoir  trois 
conditions  pour  les  équations  à cinq  termes , quatre 
conditions  pour  les  équations  à fix  termes  & ainfi 
de  fuite;  deforte  que  le  nombre  des  termes  étant  N , 
le  nombre  des  équations  de  condition  fera  N — 2. 

Pour  fçavoir  il  l’équation  de  trois  termes 
1 1 

$y 3 x 1 d x -4-  3 y 2 d x — b x 1 dy  — o y peut 

p — m 

devenir  homogène  en  faifant  jy  = £ n — ? . Je 
remarque  que  l’on  a ici  n = 3,771  = 7,  q = 2 , 
p — o,  r = 7,  s = o;  fubftituant  ces  valeurs  dans 
Téquation  de  condition , on  trouve  qu’elle  eft 
vraie  : car  l’on  a ( s — q -4-  1 >.  ( p — m ) == 
(p  — r 1 ).  ( n - — q ) , ou  ( O — 2 -4-  I ) X 
(o  — 7)  = (o  — 7-4-  I).  (3  — 2),  ou  — ïX 
— 7 =-4-7.  1 , ou  7=  7 ; donc  en  fai- 

P — m , 

fant  y = q « — ? = ^ * , l’équation  propofée  de- 
viendra homogène.  En  effet  l’on  aura  y3  = 

^ ”■* , y*=Ç~  ’ ècdy =—  7Ï  ” * d Donc  en  fubfti- 
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tuant  ces  valeurs  dans  la  propofée,  l’on  aura 
* » ai 

4 **  1 dx-+-3i~~  1 dx-H2x'ï~*dx=:  o,' 


équation  homogène. 

128.  Problème.  Séparer  les  indéterminés  dans 
l’équation  différentielle  à deux  variables  apy"  dy—t— 
by*-*-1  pi  d x — f-  cy  qplf  dx=Q  , dans  laquelle 
J>  j p\  pii  font  des  fondions  de  x fans  y.  i°.  En 
divifant  la  propofée  par  y 9 & par  a p , il  vient 
» j b y n~~ q 1 p 1 d x . cpJ,dx 

y”- n dy-+-  JL K. -+-  — = 0, 

J aP  a P 

dans  laquelle  le  premier  & le  dernier  tèrme  ne 

condensent  chacun  quune  feule  variable. 

Maintenant  il  eft  vifible  que  fi  on  pouvoit  trou- 
ver une  fondion  V de  x fans  y * telle  qu’en  multi- 
pliant cette  équation  ainfi  réduite  , elle  rendît  les 
deux  premiers  termes  une  différentielle  exade  , 
on  trouyeroit  l’intégrale  en  prenant  celle  des  deux 

cVp’idx 

premiers  termes  & celle  du  terme — • 

Le  premier  terme  après  la  multiplication  , fera  = 

jyy  n~~  $ ^ ^ 

V y""*  d y le  fécond  fera J 


& la  différentielle  exade  fera  Ad  x 

b y n~“ 

faifant  le  multiplicateur  


ap 


ap 


B dy>cn 
= A 


& V y*~  9 = B.  Il  faut  donc  ( 88  ) , que  l’on  ait 
jdA)  (JS)  _(n  — g-+-  1 ) . b \ p'  y " 

dy 


" dx9- 
dx 


ap 

1 ) bp1  d x 


ap 


<TV 

V 9 


/ 
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& en  intégrant , L.  V = S.  Çn  — ? -H  i )bp'dx 

ap 

ç (n  — q-*-i)bp’dxT  , , 

— • L‘ e ( e étant  le  nom- 

bre dont  le  logarithme  hyperbolique  = i ) 
• gbp’dx 

=L.  e * «g  en  faifant  n - — g -+-  j — - „ . 
donc  en  repayant  des  logarithmes  aux  nombres  , 
S x s sW'fa 

V — e ap  , Or  e ap  dépend  de 
l’intégration  des  différentielles  à une  feule  va- 
riable ; ainfi  l’on  peut  fuppofer  V connue. 

Si  l’on  -fubftitue  cette  valeur  de  V dans  l’équa- 
tion Vjt— * dy  -+-  Ï2iy  P’d?  + clllél-==0 

*P  ap  * 

les  deux  premiers  termes  deviendront  une  différen- 
tielle exade , qu’on  trouvera  en  intégrant  le  premier 
terme  dans  la  fuppofition  de  y feul  variable  ; mais 
l’intégrale  de  ce  premier  terme  dans  cette  fuppofï- 


tion,  eft  ^ 


yy 


*— «- 


Vy* 


« — 9-+-I  g 


grale  de  toute  l’équation  fera 


; donc  l’inté- 

.Lzl  * 


s_  -t Vjy_ix 

ap 


g 


Z.  En  fubftituant  la  valeur  de  V, 


on  aura  il.  e 


S. 


gbp'dx 


21.  e a? 


■ S.  (fZ 


"dx 


S. 


gbp1  dx 

ap 


S. 


‘ ) 

g ' ap  ; 

C,  multipliant  tout  par  g,  divifant  par 

g b p ! dx 

ap  , tranfpofant  le  fécond  terme 
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Sc  prenant  la  racine  g » il  vient  y = 

Cc  çbpUx  , c O 

gC,-S-TT_S.(£^.cS-— ) «-S-^  J'  , 

les  indéterminées  feront  donc  toujours  féparées 
& l’équation  intégrée  par  cette  méthode.  Si  g9 
ou  n ~q—\—  i étoit  = o , la  méthode  paraîtrait 
ne  rien  donner  ; mais  dans  ce  cas  on  aurait 

n ■— <î  = — i , & la  propofée  fe  réduirait  à 

y 

b p1  dx  . cpu  d x , , , n 

r — $ L — o,  dont  1 intégrale  eft 


ap 

L.  y -+-  — S, 

J a 


ap 


p1  dx 


. S. 


p”dx 


C. 


129.  Lemme.  Toutes  les  équations  à deux  varialles 
€r  à trois  termes,  peuvent  fe  réduire  à cette  forme  dy — 
axm  dx~+-byq  dx.  Puifqueces  équations  ont  deux 
termes  où  fe  trouve  la  différentielle  d’une  variable 
& un  terme  qui  renferme  la  différentielle  de  l’autre 
variable , il  eft  vifible  qu’elles  peuvent  être  repré- 
fentées  par  l’équation  A uf  du  = B us%hd%_+ 
Cur  d%.  Divifant  tout  par  A par  u*  on  la 

réduit  à celle-ci  u^~*  d u = — £ h~c  ds^  -4— 
C 

ï!“cd  q,  qu’on  peut  exprimer  ainfi:  h4'  du 


—H  E q b à 1 F uc'  \e"  d\.  Faifant  maintenant 

• l , 

u = y a'+i  l’on  aura  u*'  du  = — — . En 

fubftituant  la  valeur  de  u le  de  u d u , & mul- 
tipliant par  a’-jr  1 » l’on  a dy  s==  (a* -i- 1)  Ef'dq 
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c' 

-4-  ( a'  -4-  I ) F ^ a'-*-  i ic"  di,  qu’on  peut  ex- 
primer ainfi  dy  = G d\  H y*ï"  d%. 

* 

Suppofant  x = £ 1 , ou  £ = at  c"-4-i , on  en 

tirera  £<"<?£=  -^5i?=x 
& fubftituant  ces  valeurs  de  £ & de  d £ , notre 

G c>l 

équation  deviendra  d y = — — - Xxc''+^ï  + 
H 

■ -.  yq  dx  , qu’on  peut  exprimer  par  =s 

axm  dx  — {—  b y*  d x, 

1 30.  Problème.  Une  équation  différentielle 
quelconque  à deux  variables  & à trois  termes  étant 
donnée , féparer  les  indéterminées  pour  l'intégrer  en- 
fuite  , ou  l’intégrer  en  les  féparant.  On  pourra 
toujours  réduire  la  propofée  à la  forme  dy  = 
axm  dx  -4—  b y f d x , comme  on  vient  de  le  dé* 
montrer,  & on  pourra  réfoudre  cette  équation 
comme  il  fuit  : 

i°.  Si  m=  o.  l’équation  fera  dy==adx+ 

à y 

b y n d x , d’où  l’on  tire  ; = dx.  équa- 

tion  féparée. 

T 

2*.  Si  q = , on  fera  x = t m -f-  1 , ou 

T72-+-  t 

772  772 

^"=7  772  -4- 1 tdx=z — £ rn  ■+■ 1 d{,Sc  en  fubftituant 

772  -4-1 

les  valeurs  de  x , de  dxlk  de  q , l’équation  deviendra 


l 
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ad  ? 

m + I 


_b 

m -f-  I 


tn 

y m -+-  i 


— m 

q.  m-h  i d 


m m • tr 

Ou  (m  4.  i) . çm  -+- 1 dy  -=a^n-+-i  dq 4-  by  m -b  i d q , 
qui  eft  homogène , & dont  par  conféquent  on  peut 
féparer  les  indéterminées. 

3*.  Si  q = I , on  pourra  mettre  la  propofée 
fous  cette  forme  — y°  dy  -+-  fxm  y*  dx  -+- 
k v 1 dx  = o,  9c  la  comparer  avec  la  formule  du 
problème  précédent , ce  qui  donnera  a = — I , 
n = o,p  = x°=  i ,c—f,q~t,b=k  , 
p'  = x°  = i , pn  = , & en  fubftituant  ccs 

valeurs  dans  l’intégrale  qu’on  a trouvée  dans  ce 
problème , l’on  aura  l’intégrale  cherchée.  A caufe 
de  p = x°  s=  i , l’on  aura  le  faéteur  Vi 

s ghdx  gkx 

du  problème  précédent  = e ’ a =-  e a 

4°.  Enfin  on  peut  toujours  intégrer*l’équation 
propofée  en  féparant  en  même  tems'  les  indétermi- 
nées , quels  que  foient  les  expofans  m & q^  ion 
peut  même  trouver  une  infinité  de  fuites  qui  ex- 
primeront la  valeur  de  y en  x , en  taillant  l’ex- 
pofant  m indéterminé  & prenant  un  nombre 
quelconque  1,2, 3 , &c.  î , 7 , & c.  pour  l’expo- 
fant  q ; il  eft  même  facile  d’avoir  la  valeur  de  y 
en  taillant  cet  expofant  indéterminé.  Puifque 

y ==  C H S.  b y*  dx  en  ajoutant 

771 -h  1 

la  confiante  C ^ on  pourra  trouver  une  infinité  de 
fuites  qui  donneront  la  valeur  de  y en  *•. 

Tome  IV,  Z 
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13  i.  Soit  l'équation  qu’on  appelle  du  Comte 
Ricati  dy  = axm  dx  H—  b y 2 dx  ; en  intégrant  de 

part  & d autre  , il  vient  y = — f — {-  S.  by 2 dx . 

m •+■  t J 

Suppofant  maintenant  que  la  férié  qui  doit  ex- 

« uW  -4-'  I 

primer  la  valeur  de  y en  x , foit  — - -4-  p t 


on  aura  y 2 = H 

J ( m-t-i )l 

& la  différentielle  byzdx  = 

0.baxn"*~x  vdx  , 1 , , 


m -f- 1 


-f-?1. 


( m -+- 1 ) 1 

3,b  a xm"*~x  odx  , , , , 

— j -4—  bp1  d x t & en  intégrant  de 

part  & d’autre  , on  trouvera  S.  by  y d x =a 
b a1  xzm~*~  5 c 2 b a xM~*~  1 p d x 

■■  ■■  “ f J«  - ■ ■■  — ■■■!■■  "■!  | — 

(m~h  i)2  . (ï0!  + 3)  ot-+-  1 

cl  y?  ™ * * 1 

S.bpzdXy&c  par  conféquent  y = — -f- 

771  — f“  I 

baifzm^*  -4- S zbaxm~tm\pdx 
(jtc-+-  1 )2.  (2m-t-  j)  * m -f-  1 

S.  b p p d x.  Si  l’on  fuppofe  maintenant  p = 


, v „ . p1  ; en  fubftituant  cette 

(ü!  + i)l.{i)n  + 3) 

valeur  de  p dans  les  différentielles  ^ ax 

m-hi 

& b p p d x , on  trouvera  en  prenant  les  inté- 
grales , d’autres  termes  de  la  fuite  cherchée.  On 
rfe  doit  pas  oublier  d’ajouter  une  confiante. 


m -f- 1 


On  peut  auffi  employer  les  reétangles  de  Newton,  8c 
il  eft  aifé  de  voir  que  la  méthode  dont  nous  venons  de 
faire  nfage  fournit  généralement  la  féfaration  aufli  bien 
que  l’intégration. 
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132.  Il  y a une  infinité  de  valeurs  de  m dans 
lefquelles  l’équation  de  Ricati  peut  être  féparée, 
Pour  le  faire  voir  repréfentons  cette  équation  pas 
la  formule  dy  —H  cl  y1  dx  = b xm  d x , a & b 
étant  des  quantités  pofitives  ou  négatives  *.  itf.  Si 
m = o,  l’on  aura  ay  -+-  a y yd  x = bd  x,  d’où. 


l’on  tire 


dy 


ay  y ===  ^ x 9 Ration  féparée. 

2°.  Suppofons  y = —,  l’on  aura  dy  = — 

Subftituant  ces  valeurs  dans  1 équation  propofée, 
& ôtant  les  fradions  l’on  trouvera— - cd\  -t-  accdx 

t=  b x * \\dx  9 dans  laquelle  faifant  t = x ” ' pour 

— m 


avoir  x” dx 


dt 


m ■ 


,8cdx== 


.B2-+-  I 


dt 


171  —H  I 


» il 


viendra  en  tranfpofant  & changeant  enfuite  tous 
b^dt 


• m 


les  figues,  cdç- 


ro-f-i  , 

acct.  dt  . . 

' É “ ’ y Qlll  « 

m -f- 1 m-+- 1 

. ' b ‘ 

en  divifant  par  c fie  fuppolant  = a1 

rn~ f- 1 


& .llf  — b' y devient  d\ 
1 


it 


\ldt 


m 


b1  f dt  (en  faifant  encore  - — = n ) , éqna- 

771  — f-  I 

tion  qui  a la  même  forme  que  la  propofée  fie  qui 


* Si  dans  l’équation  du  problème  le  coefficient  dey'  dx  eft 
pofîtif,  rien  n’empêche  de  le  fuppofer  maintenant  négatif. 

Z2 


O 
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par  conféquent  doit  admettre  la  réparation  dans 
les  mêmes  cas.  De-là  il  fuit  que  fi  la  propofée  effi 
léparable  lorfque  m = n , elle  le  fera  aufli  lorfque 


n -f- 1 


l _ '■  , t ? ix 

Suppofons  y — - pour  avoir  dy  

X XX  XX 

— — -4-  Si  l’on  fubftitue  ces  valeurs  de  dy 

* XX  X* 

8c  de  y,  Ton  aura  en  multipliant  par  — x x , 


H— 


a%?dx 


' 1 dx.  Maintenant  fi 


l’on  fait  x = - , il  viendra  d%  -+-  a\\dt 

b t~.n~‘tdt , qui  eft  femblable  à la  propofée.  Donc 
fï  la  féparation  réuflit  lorfque  m = n , elle  réuf- 
fira  aufli  lorfque  l’on  aura  m = — n — 4.  Ainfi' 
du  cas  m ==  n il  s’en  fuit  les  deux  cas  ; fçavoir , 

m = , & m = — n — 4 , & comme  d’ail-  ■ 

leurs  la  féparation  réuflit  lorfque  m = o , ou  lorf- 
que m — n =^=  o , en  remployant  alternativement 

ces  formules , l’on  a m = — 4 ; m = ; m == 

— * m=— ü,  m = — 12  m = — ~,&c.Ces  cas 

font  compris  généralement  dans  la  formule  m = 
— 4-  P ' 

.* , P étant  un  nombre  entier  pofitif 

îP±r 

quelconque  ou  o. 

Mais  pour  faire  mieux  comprendre  ce  que  nous  , 
venons  de  dire  , voici  comment  je  raifonne  : Dans 
la  formule  de  Ricati  les  indéterminées  font  fépa- 
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râbles  lorfque  m = o,  premier  cas  : & de-la  il 

— n 

fuit  que  la  même  chofe  a lieu  lorfque  m = — - — , 

fécond  cas.  De  plus  la  féparation  réuflit  lorfque 
m = n ; elle  réuflira  donp  aufli,lorfque  m = n 
— 4 , trcrifième  cas.  Si  m=  o , 1 on  aura  le  cas  de 
féparabilité.  i°.  Si  m ==o  =n.  2 . Sin  = a, 
Ion  a alors  m = — 4 : car  par  la  troifième  formule 
m=  — n — 4.  30.  Si  m = n = — 4 „ la 


formule  m = — — donne 


maintenant  m 


+ 4—  12 
3 


1 ==  — i.  Si, 

n-t- 1 - — 4-t- 1 3 

— « = la  formule  m =s 

3 

-f-  4 

— n — 4 donne 4 = 

n ^ g 

1.  Si  m = = n , la  formule  m = 

j • 3 . 

n fait  voir  que  la  féparation  aura  encore  lieu  fî 

n -f-  1 g 

l’ondivife— 7 par  n -f-  I ==  — 7 -+“  1 

— 8 3 — y ceft-à-dire,  fî  Ion  fait  m = 

3 3 

— y »&c. 

L’équation  dy  f d?  = g?”  d?  fe  réduit 

fecileteent  à la  formule  de  Ricati  de  la  maniéré  fub 
vante  : je  change  / en  a , & je  fais  7 * d%  =*  dxf  ou  x 

î—L , ou  j*-4" 1 = ( t -+-  1 ) x \ alors  \ =* 

l-i- 1 , o ~ 

« » 

'\,TI  = *)*enfaifant  t+x 

V Z3 
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t=hfc  ^ —n’,donc  dï==znhdx(h  x)n~l , & 

êïr  d l — gnh’Qi.xy ' dx  = bxm  dx  , 

en  faifant  gnhn^=b,  & pn-+-n — i m ; 

donc  en  fubftituant,  l’on  aura  d y -h-  a\jdx 

bxm  dx,  Ainfi  1 équation  dont  on  vient  de  parler, 
admettra  la  feparation  des  indéterminées  dans  les 
memes  cas  que  celle  de  JSlicati. 

Si  l’on  fuppofe  que  P foit  un  nombre  infini- 
ment grand , m = — ^ devient = — 2 , & 

l’équation  de  Ricati  prend  la  forme  d y 

b d x * v • 

ayydx  = ~ , & faifant  y = - , l’on  a dy 

df  1 , ^ 

B== — ^ > yy=~,  & l’équation  devient 

d ? , cdx Idx  . . 

T U équatl0n  homogène  , 

& qui  par  conséquent  admet  la  féparation  des  in- 
déterminées. 

Suppofons  y = A * ' -+-  t x » , en  fubftituant 
les  valeurs  de  y y & de  dy  que  donne  cette  fup- 
pofition , dans  l’équation  de  Ricati , elle  deviendra' 
f A xp  1 dx  — <j x 5—1  t d x — {->  x1  dt  —f— 
ax*i  tt  dx  + a A Ax.1*  dx  + 2a  Ax^Ud»  ==s 

bx  d xf  Suppofons  maintenant  p 1 — - % p s 

p A-f-a  AA  = O j p -+-  q = q — I , q -q-* 

& a A = 0 , l’on  aura  p = — I , A = -2_  t 

. - a 

f Ponç  en  eflàçant  les  termes  qui  fonjk 
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égaux  à o.  Ton  aura  la  transformée  x ~ 1 d t -+* 
ax~  + :t  dx  = b xm  dx  (B). 

Si  l’on  fuppofe  m = - 4 » W » Sui  eft  ici  re* 
préfenté  par  a 1 1 , & b feront  multipliés  par  une 
même  puiffance  de  x ; or  alors  les  variables  peu- 
vent être  feparées.  £n  effet  repréfentez  •—  4 p3f  m » 
l’équation  deviendra  x ~ 1 dt  = bx  m dx  - aux  dx, 
& fuppofant  m -+-  2 — ti,  on  aura  en  multipliant 

par  xl,dt=zbx*dx— attx”dx  , ou  ^ = 
jcn  d x y équation  où  les  indéterminées  font  féparees» 
Soit  de’ plus  fuppofé  t = — -,  l’équation  B de* 

viendra  di~>r- bx  ” + x ï\dx  = ax~%dx,  H 
fuppofant  7 = A'x’1'  -+-  X*'  t1 , on  aura,  en  opé- 
pérant  comme  ci-devant,  p1  A’  xp  dx  -+- 

q’x t'dx-i-xi'  dt1~t-bxl‘‘+m*1  t]i’dx  + 

i>  A' A V p ' "+'  n "" 1 dx-+-2b+  A’  x ? ' ^ 9 ' '+'  " 1 t'dx 
= a x~l  dx.  Suppofant  maintenant  2 p 1 m 
—j—  -2  = p 1 — x,  p1  A1  -+-  b A1  A1  ~ o > 
îiH.îiA,=o.î’-i=i’'+î'  + 
xn  -4-  2 ; l’on  trouvera  p'  = —m  — 3 , A ' = 
m-4-  3 ( ^ — a m — b , & la  fécondé 


transformée  fera  après  avoir  multiplié  par  * 1 6 > 

it/  bx-m-*t't,dx  = ax*’*-'  +d*.  Cette  équa- 
tion admettra  la* réparation  fi  — m — 4 =2  + 4, 

ou  fi  - 8=  qm,oufim— n?- . Si  on  fuppofe  de 

} : • 

nouveau  ^1=  —,  , Çc?' sss  A p 

1 ZH 
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on  trouvera  que  l’équation  eft  féparable  fi  m = 

, & l’on  pourra  en  continuant  les  fubftitu- 

tions  , trouver  de  nouvelles  valeurs  de  m qui  ren? 
dront  l’équation  féparable. 

Dans  la  première  fubftitution  on  zy  = Axr  —f— 
xU.&cp  =.  — i , q — — 2 ; dans  la  fécondé 
fubftitution  , on  a p'  = — m — 3 , q 1 = — 
2 -m  — 6 , & ainfi  de  fuite  , de  forte  que  l’expo- 
fant  qui  repréfente  q eft  toujours  double  de  l’ex- 
pofant  qui  repréfente  y ; donc  l’expofant  p étant 
— P m — 2 P ' — 1 , l’expfant  q feroit 4 — 2P  m — 
4 p — 3.  Donc  en  reprenant  les  fabftitutions 
précédentes  & fubftituant  les  valeurs  de  t , 
r/,  &c.  l’on  aura  y = Ax"~‘  — j— 

X • ... ..  ■ j 

A ^ A"»-1— »-«-*-*-»*.  &c.  y t, 

t étant  une  variable  qu’on  détermine  par  la 
fubftitution  dans  les  équations  féparées , r eft  le 
multiplicateur  du  fécond  terme  du  dernier  fac- 

teur.  Si  l’on  fuppofe  m = - ^ — , il  faudra 

continuer  jufqu’au  fadeur  dans  lequel  le  premier 
terme  en  x aura  pour  expofant  -Pm  — 2P-1. 
le  fécond  termè  étant  x~ 1 4!’  — 1r,  Si  on  fub- 

ftituoit  — au  lieu  de  y , enfui  te  A x*  x1 1 pourç 
&c.  on  trouveroit  les  autres  valeurs  de  m qui  ré- 
pondent à ja  vaieur  générale  dej  fera  y = 

. I 
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en  continuant  de  même  jufqu’à  ce  que  le  pre- 
mier terme  en  x dans  le  dénominateur  foit 
x “ * 1 p “"1 1 — 1 I_  1 > , alors  le  fécond  terme  fera 

x-u»-+-*)(p-+-o—  t 


13 3. R em arque.  Il  ne  faut  pas  confondre  la  fépa- 
ration  des  variables  avec  l’intégration  ; c’eft-à  dire  , 
qu’on  ne  doit  pas  regarder  une  différentielle  comme 
n’étant  pas  intégrable  parce  qu’on  n’en  peut  pas 
féparer  les  indéterminées.  Car  dans  les  caf  que 
l’équation  de  Ricati  n’admet  pas  la  féparation  , 
on  peut  l’intégrer  , ainfi  qu’on  l’a  vu  précédem- 
ment , & on  auroit  tort  de  l’abandonner  comme 
on  a accoutumé  de  le  faire.  On  peut  auflî  in- 
tégrer uu  grand  nombre  de  différentielles  fans 
avoir  recours  à la  méthode  de  féparation. 

Si  l’on  avoit,  par  exemple  , l’équation  ydx  =3 
x dx  — x d y , cette  équation  n’eft  pas  intégrable 
dans  l’état  ou  elle  eft  j mais  en  tranfpofant  le  terme 
x dy  , elle  devient  ydx  -4-  x dy  = x d x , dont 


l’intégrale  eft  xy  ■ 


C.  L’équation  ydx  =- 


x dx 
fant 

aura 


-4—  x dy  , deviendra  intégrable  en  tranfpo- 
le  terme  x dy  & divifant  par  x*  ; car  l’on 

f I 1 


ydx  — x dy  d x 


XX 


dont  l’intégrale  eft 


'X—  — L.  x. 

X ’ 

, .1 

Soit  l’équation  2x^y d x _ ^ j’ajoute 

( * — y ) * 

au  numérateur  deux  termes  qui  fe  de'truifent2xdx,-« 
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2 xdx , & fai  **t*—*yi*—**i*-*-**ij. 
' (*-?)* 


= d 1.  L’intégrale  eft  donc 


2 x 
*— > 


Soit  la  différentielle  x1  d x1  xydxdy  = 
a1  dy  z j en  ajoutant  de  part  & d’autre  — — — • 

y1  dy1  __ 

4 

y'dy* 


l’on  aura xl  dx  1 
az  dy  1 -4- 


il  vient rir 


xy  dx dy 

. Prenant  la  racine  quarrée , 

lÉL-il  \/(4 + 


L’intégrale  du  premier  membre  eft  facile  à trou» 
ver  , & celle  du  fécond  fe  trouve  par  les  fériés. 

Si  l’on  avoit  l’équation  x1  d y -4—  2 xy  d y -4- 
yx  dy  = b 1 d x , en  ajoutant  b1  d y de  part  & 
d’autre,  fon  auroit  x 1 rfjy  2 xy  dy  — f—y*  dy 

-4-  b*  dy  = b1  (dx  - 4-  dy)  ; donc  en  divifant , 

rfy  — - — ^ ixJ±AyJ  — - — £l  ( en  faifant  # -+- 
(*-K7  ;*-*-*> 

y ^ ).  L’intégrale  du  fécond  membre  de  cette 
équation  eft  un  arc  de  cercle  dont  le  rayon  = b 

& la  tangente  = $ =ç=  x -4-  y. 
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De  la  demi  - Séparation  des  Indéterminées 

ET  DE  QUELQUES  AUTRES  MÉTHODES 

de  Calcul  Intégral. 


134.  Nous  ne  connoiffons  point  de  méthode  générale 
pour  fëparer  les  indéterminées  dans  une  équation  don- 
née , lors  même  que  cette  réparation  eft  poflible  , foit 
en  la  rendant  homogène , ou  fans  la  rendre  homogène. 
Pour  la  rendre  homogène  , on  peut  eflayer  d’égaler'  une 
des  variables  où  même  une  fonction  de  deux  variables 
à une  fonéiion  d’une  nouvelle  variable  avec  des  expo- 
fans  indéterminés  qu’on  détermine  dans  la  fuite  par  la 
condition  que  la  transformée  doit  être  homogène. 

La  méthode  delà  demi-féparation  eft  due  au  Comte 
Jacques  Ricati.  Dans  cette  méthode , on  diftribue  l'é- 
quation de  manière  qu’il  en  réfulte  une  efpèce  de  demi- 
féparation  , en  tejettant  dans  les  multiplicateurs  ou  di- 
vifeurs  communs  , les  quantités  qui  empêchent  la  fépara- 
tion;  on  égale  enfuite  l’intégrale  des  termes  féparés  à 
une  nouvelle  vaiiabie;  & par  le  moyen  3e  cette  fubfti- 
tution  on  chaffe  une  des  indéterminées  de  l’équation 
propofée.  Après  l’opération  il  arrive  louvent  que  les  indé- 
terminées, font  léparées  dans  l’équation  réfultante. 

Exemplb  I.  Soit  la  différentielle  — — 

a+x-hj 

d%,  ? étant  une  fonétion  de  y fans  x.  Le  numérateur 
étant  intégrable  , je  regarde  le  dénominateur  comme  un 
divifeur  commun  de  tous  les  termes  du  numérateur,  & 
je  fuppofe  tydj-hxdy  -t -ydx  = adm  donc  y1 

1 1 II  — y y 

xy  rxza.it,  & x — — ■.  Donc  notre  équation  de- 

, ad u , y du  , „ , 

; viendra  ■—  ■>  ■■  j . . — sa  dr,  ou  - v ss,  dr  > «ou 

au  — yy  x y u 1 » 

a H -h  7 

iç  r ' y *•;  • •.  - v.  y 

ion  tir  cjdu  — ttdi=ydi , ou  en  divifant  par  j & prépa-  9 
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rant  l'équation, u ■=. dç.  Faifons  -^-= ~ ; 

t fera  une  fonction  de  y , & l’équation  deviendra 

u.  Ç~~ — d Suppofons  enfin  ^ = 

dp  TTT  u u 

>1  on  auraL.u— L.r=L..p,  ou  L. — = L.  v , ou  — = p . 

S 1 t 1 t ■ 

. /du  dt\  . „du.  dt 

ou  u = pr.  Mais  u.  ( )=<??,& = 

nu  t / x u t 

— ; donc  enfubftituant.pt  —=  dr.  ou  tdp  ~ d?, 
F £ 

ou  dv  = ^-  , mais  t & ? font  dés  fondions  de  y jdonc 

t 

l’équation  eft  féparée. 

Ex  emple  IT.  Soit  l'équation  — A dy  -+-  a B xxd ytxsxdx, 
A & B étant  des  fondions  quelconques  de  y làns  x,  je 

Ja  difpofe  ainfi — A dy  = xz.  — a Bdj 

Faites  a B dy*=  — , afin  que  £ foit  une  fonction  dey  , 


il  viendra  — A dy  = x x.  •^a^^ant  "jr  “ 

t . . t * 7 1 d t 

t,&c  éliminant  »,  il  vient  — A dy  = — — — , ou  — 
r ' b bt 

b 1 Ady 
' ?z 


d? 


: d t , équation  dans  laquelle  les  indétermi- 
nées font  féparées,puifque  A & ? font  des  fonélionsde/. 

#*  ^ j ^ 

Exemple  III.  Soit  la  formule  — -+•  lydx  =s 

x 

ay dy.  Je  la  prépare  de. cette  manière.?.  (idx  — ady) 

z=- — — ( A).  Je  fuppofe  maintenant  b dx  — «djr  =* 
* » 

^ «d^j  donc  bx—  aj  rsa  $,&?=*  — * a^.Subftituant 
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cette  valeur  de  y & celle  de  bix  — ady  dans  l’équa- 

î ^ JC 

tion  A,  l’on  trouve  bxd\  — a\di  = — -,ou  Ixà ^ 

’ dt 

-=cL?J—-i-  a\i\.  Je  fais^dç  = ^ — pour  avoir 

lxdi  — aa.  ) (B).  F aifant fenfin 

tÈl  — il  vient  en  intégrant,  a(  I x-\-lt)  *=al  u, 
t u 

ou  a.  L.  x t a L.  u > ou  L.  x t = L • u , ou  x t ss  u , Scx  =* 
-ü-.Subftituant  — à la  place  de  leurs  valeurs  , 

t * “ 

b udr  a*  du  b d i 

l’équation  B . devient  — - — > ou  t — • 


a3  du 


uu 


, équation  dont  les  indéterminées  font  fcparées , 

puifque  t eft  une  fbnélion  de 

Exemple  IV.  Soit  maintenant  l'équation 

Le  fécond 

x + -t-x1j2-*-a+  oa.KX* -*?  ) 

meflhbre  eft  intégrable , & en  faifant  =u,  il 

fe  change  en  -^L } de  plus  cette  fuppofition  donne  ydy 

-s  ^ d ^ — x dx.  Donc  en  fubftituant  dans  le  premier 
membre  de  l’équation  les  valeurs  de  y 1 & de  y dy , & 

changeant  le  fécond  membre  en  , l’on  aura,  toute- 

, . x7d?-+»?2dx  d?  _ , 

réduction  faite,  \ ^ Pour  préparer 

cette  équation  on  l’écrira  ainfi  2 — .(xdt-fq;dx)= 

ÉJL.  Je  fais  x dj4-îdx  = adt?&  pn  intégrant,  x^=ç 

dt  1 


\ 
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àt  j donc  x =s i donc  en  éliminant  x,  l'équation 

t. 

, , , . ?dt  dr  adt 

préparée  devient — — =s  — ou  — — =» 

r r ai1-*-  a 3 a 1 t*-ha1 

,dont  I‘intégralexft~  = L.  q , 5 étant  un  arc  de  cercle 
■?  ■ ^ 
dont  la  tangente  = t & le  rayon  = <z. 

ijy.  Parlons  maintenant  d’un  autre  artifice  dont  fe 
fert  Jean  Bernouilli  dans  les  ailes  de  Léipfic  i 697  , 
en  faifant  une  des  variables  de  l’équation  égale  au 
produit  de  deux  autres  variables  indéterminées»  ( pro- 
duit qu’on  divife  par  une  confiante  a pour  conferver 
l’homogénéité)  :ainfi,  par  exemple , on  fuppofe  y 2=. 

, p & q étant  deux  nouvelles  variables.  En  élimi- 
a 

nant  y par  cette  fubftitution , on  détruit  quelques  ter- 
mes de  l'équation  qui  en  résulte,  de  manière  que  l’on 
puilfe  féparer  les  indéterminées  dans  les  termes  qui 
relient. 

Exemple  I.  Soit  l’équation  iydy2xy*dx-bxldx  > faitesj>=s 

, avant  fait  la  fubftitution  , on  aura  une  nouvelle 
a 

équation  a 7 1 pdp-bap  1 q dq  =2 p*  q2  dx -¥■  az  xz ix. 
En  fuppofant  égaux  les  termes  aq2pdp  , p2q2  dx, 
1»  0.  dp  . 

Ion  aura —dx,3caL.p  =2 x.  E .laçant  les  termes 

F 

qu’on  a fuppofés  égaux,  il  vient  itp  2 qdq=sa*  x zdx, 

ou  p 1 qdq  t=3  a x-2-  d x , ou  q d q =t  , équation 

dans  laquelle  les  indéterminées  font  féparées , puifque  p 
eft  une  fonction  de  x. 

y x (Ly  dx 

Exemple  II.  Soit  l’éqaation  dj  — ~ — - — — . - 

n •'  xx — aa  x* 


En  fai  fait  y 


on  aura  la  nouvelle  équation  q dp 
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-hpdq  = 


pqxdx 
xx  — a a 


p 3 q 3 dx 
az  xl 


Je  fais  qdp  =3 


pqxdx  „ * ...  dp  xdx  B . , 

• , d ou  je  tire  — - — , & en  întc- 

xx — a a p xx  — a a 

grant,L.p  = L.V^ (xx  — ai)  ou  p — fS(xx — aa).  Ef- 
façant les  termes  qu'on  a fuppofés  égaux,  il  vientptfy 
— p 3 q3  dx  a 3 dq  a p1  dx  ' 

équation  dans  la-. 


axzdx — a 3 dx 


ad  x 
x 


?5 

a3  dx 
~~x3 


quelle  les  variables  font  féparées. 

Mais  cette  méthode  ne  réuffit  que  dans  les  équations  dans 
lefquelles  on  peut  mettre  djdans  un  feul  terme,  y dans 
l'autre  terme  dans  le  troifième  terme,  m étant  un 
expofant  quelconque.  On  fent  bien  que  ce  qu'on  dit  de^ 
doit  s'entendre  d’une  autre  variable  pour  laquelle  on  pour- 
roit  faire  unefemblabîe  difpofkicn. 

!■}(>.  Les  lubftitutions  font  utiles  pour  ramener  plu- 
fieurs  équations  différentielles  à une  autre  équation  dont 
on  fait  trouver  l’intégrale.  Suppofons,  par  exemple, 
qu’on  veuille  ramener  une  équation  à l'équation  générale 
p y*  dy-+-y»-*-  1 p1  dx~h  cyi  p v dx= o,  dans  laquelle 
p,  p1  & p ,?  font  des  fonctions  de  y fans  x * 8c  qu’on 
peut  toujours  intégrer  (iz8).  Si  dans  cette  formule  on 
fubûitue  différentes  fondions  de  x prifes  à volonté  pour 
P j P1)  p”  & qu’on  faffe  3 = x y , ou  en  général  = 
xT  y* , t,  r,  s étant  des  expofans  arbitraires  qu’on  dé- 
termine enfuite  comme  on  veut  , il  eft  évident  qu’on 
trouvera  par  ce  moyen  autant  d’équations  différentielles 
qu’on  voudra,  toutes  rédudibles  à la  forme  générale 
dont  on  vient  de  parler. 


* On  a fupprimé  les  coefficiens  a ,b , c.  Cela  ne  change 
rien  à la  méthode , d’autant  plus  qu’on  peut  fuppofer  que 
ces  coeffciens  entrent  dans  p,  p 1 , p". 
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137.  Théorème,  Si  dans  l’équation  A(ayn  dy-h  x"  d x ) 
•+-  B ( xdy — ydx  ) b — o,.aéxb  font  des  confiantes , \ &*  B 
des  fondions  homogènes  de  x fr  dey,  on  pourra  toujours 
~ ramener  cette  équation  ci  la  formule  générale  dont  on  vient 
de  parler  en  faifant  x — y q-  Si  l'on  divife  l’équation  pro- 
pofée  par  A,  elle  devient  ( ay  n dy-i-  xn  dx)-hb(xdy 
B ' 

—ydx).  - Si  l’on  fubftitue  dans  cette  dernière  équa- 
A 

tionjç  au  lieu  de  x Scyd\  -h^dy  au  lieu  de  dx , il 
viendra  en  réduiGmt , (a -H  \n~*~  l)  y n dy  -t-y  * 1 ç "d 5 

«—  —7—  y1  d 1 = o j mais  B eft  une  fonétion  homogène 

que  je  fuppofe  de  la  dimenfion  u dans  chaque  terme 
de  B,  des  variables  x & y,  donc  en  fubftituant y % 
au*lieu  de  x , l’on  aura  B =7  •*  Z , Z étant  une  fonc- 
tion de  Suppofons  de  même  que  A elt  une  fonétion  ho- 
mogène de  x 8c  y de  la  dimenfion  u1  i on  aura  A = 

B 

y*‘  Z1 , Z1  étant  une  fonction  de  ç ; donc  — == 

~^y~Te=zy'/  Z11,  en  faifant  u — u,  = VSc-~-1  =xZ’’  j 

donc  la  propofée  deviendra  (a -t- \9~Hl  )y»  dy  -+- 
j»-*-  t j,n  v 1 2 v ^ — 0>  qUi  a Ja  forme 

requife , puifque  a+J"+  1 > 1 " , — b Z 11  font  des  fonc- 
tions de 

Soit  l’équation  (.f  x~*  y 1 -hgy).  (x  2 dx  -4-  ay1  dy) 
-f-  ( hx  2 y 1 -+-  z j jc  3 ).(xdy — y dx  ) b =0.  En  la  com- 
parant avec  celle  du  théorème  , on  trouve  n==  z , A=r 
/*“  1 y * -i~gy>B  — hxzy1-^-iyxi-,  Sien  faifant  x 

f p * 

= yZ>  on  auraA=jy- —=7“  Z’ j doncu=  1 & Z’ 


f+R 


On  trouvera  auffi  B =y  * Z— y + 


i Z ,J  ) > donc  u = 4 & Z — ^ ? 1 -+-  3 ? 3 • Donc  V =s 
K-— u'=3&Z”  — - ^ — i Si  l’équation  tranC 
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formée  fera  ( a4-  £ } ) 7 1 dy  4-  yî  ll  d\  4-  b y 5 ye 



( 


/-*-£? 

i$8.  Theoremb.  Si  dans  l’équatidn  aX«  dx-\-by»ây 
' a C 

4-  (x  dy — ydx)  (-g-  4-  -g-)  =0,  les  quantités  A 

&>  B /ont  desJon&ions  homogènes  de  x b de  y , de  même 
ou  de  différents  dimenfions  entr  elles , ou  dont  la  différence 
des  dimenfions  eft  k , k étant  = o ou  un  nombre  quel- 
conque, C G*  D étant  auffi  .des  fondions  bmogenes  telles 
que  la  différence  des  dimerfions  de  C fur  D fait  = n — 1 , 
on  pourra  toujours  réduire  cette  équation  à la  forme  du  N°. 

( 118  ) , en  faifant  x =7  ?■  L’on  aura  d*=ydj-hïdy. 
Subjlituant  ces  valeurs  de  dx  & de  x dans  1 équation 

propofée , elle  deviendra  aia  + * y"  dy  -t-ay”-*-1 d^-h 
by”  dy  — y 1 d \ = °*  Or  A>  Bj  C>  D 

étant  des  fondions  homogènes  de  x 8c  de  y , telles  qu’on 

A • k 

l’a  fuppofé , l’on  aura  -g-  ~ y P , P étant  une 

‘ ' C 

fondion  de  i,  & =7  • -*1  P' , P' étant  encore  une 

fondion  de  1 ; donc  — yz  d?  Ç g 4-  g^=— .y 

y«-*~  1 il  , & l’équation  transformée  fera , , 

(a^*+  1 4-  b)  yndy  4-(fl^n-—  P,)^”  + 1 — 

y * 1 p d 1 = o , qui  a la  forme  requife. 

Exemple.  Soit  l'équation  ax?  dx  4-  byfdy  4- 

(x  dy  — 7 d x ) . (x 1 4-7  2 4-  ■,*-)  = o.  En  la 

comparant  avec  celle  du  théorème , l’on  trouve  n = 7, 

A . . _ C x*74-7*x  , _ 

B^X  ’ D = x i 4-7  * * *“:  9 

3 = d ==  n — 1 , félon  les  conditions  rcquifes.  En  fubfti- 

' Tome  IF.  A a 
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tuant  -{y  au  lieu  de  * , réduifant  & arrangeant  les  termes, 

Yon  aura,  (ai* -h b)y  7 dy-i-y*  d%  — 

y*  1 )di  = o , équation  qui  a la  forme  qu’on 

demande , & qu’on  rendra  plus  fimple  en  la  ' divifant 
par  y 

1 39.  Problème.  Étant  donnée^  l’équation  à 
quatre  termes  a x.m  à x -+-  byf  x*  d x -+-  cys  dx 
— dy=^  o j la  réduire  à trois  termes  , pour  l’in- 
tégrer enfuite  far  le  problème  du  N°.  130.  Én  fai- 
fant  y = x b \ , & fubftituant  au  lieu  de  y & 
de  dy  les  valeurs  que  donne  cette  fuppofmon  , la 
propofée  devient  a xm  d x-\-  b qt  xbp  +n  dx-t- 
t qs  xh‘  dx  — hqx*~l  dx  — xb  dq  =0,  équa- 
tion de  cinq  termes  qu’on  peut  réduire  à trois  , 
en  fuppofant  que  deux  termes  fe  dctruifent  ; mais 
la  fuppofition  de  deux  termes  égalés  à o , ne 
doit  pas  conduire  à une  abfurdité.  Suppofons 
bifxhf+n  dx — Apr*  " 1 dx  = o,  l’on  aura  p =1, 
h p -1—  n ——  h -f-  n = h — 1 , ou  n = — 1 , 
3c  b = h * , ce  qui  réduit  l’équation  propofée  à 
celle-ci  a xm  dx  -d—  b y x"1  dx  — H cy‘  dx  — • 
dy  = o , qu’on  ramene  à l’équation  de  trois 
termes  axm  dx  c\s  xb‘  dx  — xb  d%  = o 
ou  ( en  divifant  par  xb  & tranfpofant  ) à l’équa- 


11  Àinfi  jî  dans  la  propofée  l’on  a p=i  , & n= — 1 , 
on  pourra  facilement  la  réduire  à trois  termes  en  faifànt 
y=xb  1. 
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d x —H  c £ x 


ks~b 


en 


fai— 


tion  d-^  = ax% 
fant  y = xb  £. 

Si  dans  cette  équation  m = bs,  Ton  a , en 
fubftituant  cette  valeur  & divifant  par  a — f—  c \ , 


» — b 


d x 





■ c i’ 


-,  équation  dans  laquelle  les 

indéterminées  font  féparées  ; fi  on  a i = 2 , la  der  < 
niere  équation  aura  la  forme  de  celle  de  Ricâti. 

Avant  de  paflfer  à d’autres  méthodes  nous  al- 
lons réfoudre  un  problème  qui  peut  être  utile  dans 
certains  cas. 

140.  Problème.  Soit  Y équation  différentielle  dy~ f- 
ypdx  -4 —y  1 pJdx  H—  pr1dx  = O,  p,  p\  p1'  déjïgnant 
des  fonctions  de  x fans  y , étant  données  deux  va- 
leurs de  y en  x t qui  fatisfaffent  à l'équation  pro - 
pofée  , c’eft-à-dire  , la  rendent  égale  à o , trouver  le 
fafteur  qui  doit  la  rendre  intégrable . Soient  ‘m  & rt 
les  fondions  de  x qui , fûbftituées  au  lieu  de  y , 
rendent  la  propofée  = o ; ên  fubftituant  fuc-i 
celEvement  m te  dm  , n St  dh  au  lieu  de  y St 
de  dy  , l’on  aura  d m h—  m pd x -+-m  1 p1  dx 
pvdx  = o,  & dn-b-  npdx-b-  n2p1dx 

p”  d x = O.  Soit— — ^ * *■ — - 


P 7 


ou  y 


p 

ï’ 


y — n 1 ' I 

fi  l’on  fubftitue  les  valeurs  de  y Sc  de  d y que 
donne  cette  fuppofition  dans  l’équation  propofée  , 

qu’on  multiplie 'par  (1— -?)1  , & que  dans  le 
réfultat  on  fubftitue  lès  valeurs  de  dm , dn  que 
donnent  les  deux  équations  précédentes  , on  aura 
en  réduifant  & préparant  l’équation, p]\dx(m--n)1 
(m  — i-7?)  d% asas  &,  oU  èü  divifant  par  (m  — n)  f, 

A a 2 
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d z 

& tranfpofaijt , — = ~p1  (m  — n)  dx ; & en 

intégrant,L.?=  — S.p'fm— ; n)dx=  —S.  (m—n)i: rL.e, 
(e  étant  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique 

= i ) , ou  ?==  »>''*.  Ainfi  l’inté- 

grale de  l’équation  p1  çdx(m  — ri)1  -+-  (m  — n)d £ 

= o,  ou  p1  dx  . (m  — n)  -4-  = o , eft 

J»  — -=  C , en  fubftituant  la 

y — n 

valeur  de 

Si  l’on  fait  attention  maintenant  qu’après  les 
fubftitutions  l’équation  propofée  a été  multipliée 
par  ( i — i ) - , & divifée  par  ( m — n ) . ? , il 
eft  évident  qu’en  multipliant  tout  d’un  coup  par 

=lL  ===  *—— • , à caufe  de  ^ IL?  # 

( m — n J ? (;— fl)  (J— m)  J>  — n 

l’équation  propofée  fera  intégrable.  On  peut  voir 
par  la  folution  de  ce  problème  qu’ayant  des  inté- 
grales particulières  des  équations  de  la  forme  pro- 
pofée , on  peut  en  trouver  l’intégrale  générale.  Si  p 
=o  , l’on  aura  l’équation  de  Ricati  qui  n’eft  qu’un 
cas  particulier  de  notre  équation  , au  refte  nous 
traiterons  plus  au  long  des  intégrales  particulières 
des  équations  différentielles. 

141.  Problème.  Intégrer  l'équation  x =yP 
-+-  M , dans  laquelle  P & M fpnt  des  fonctions 

quelconques  de  \ ou  de  -jy  En  différentiant  l’é- 
quation propofée  , l’on  a d x = P dy  -4-  y d P 

d x 

d M = \ dy  ; puifque  l’équation  ï = -jy  „ 
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donne  d x = x dy.  Donc  P dy  — - ^dy  — J—  y dP 

—j-  d M = o,  & dy  - +-  p_7^  -4-  y-—  — o. 

Puifque  P & M font  des  fondions  de  x>  Ton 

pourra  fuppofer  = Vdf  , .===  V'd^, 

V & V'  étant  des  fondions  de  Ainfi  l’équa- 
tion fe  réduira  à cette  forme  y°  dy  -+ -y7  Vdç 
— f-  y°  \l  à x = o , qui  a les  conditions  requifes 
( 128  ) ; & fuppofant  L.  e = I , & C une  coû- 
tante quelconque , on  trouvera  aifément  parleN0. 

cité.  3 l’intégrale  y es  S.(V'dç.esv  |(*)  = C ; 

L’on  aura 


C — S.  (V'd?.  es-v‘(<) 


,S.VJ< 


donc  y =^= 

donc  la  valeur  de  y en  ^ & fubftituant  la  valeur 
de  d y prife  de  cette  équation  dans  l’équatio» 
dx  = x dy  , l’on  aura  x=  S.  x dy  , 8c  i».  \ , <xy  ne 
dépendra  que  de  l’intégration  des  différentielles  à 
une  feule  variable. 

142.  Il  arrive  aÛez  fouvent  que  par  la  fubfti- 

d y * * 

tution  de  z au  lieu  de  — — ou  de  % d x au  lieu 

d x 

de  dy  , on  parvient  à des  équations  finies  & 
même  algébriques  entre  x ôc  y fans  employer 
les  méthodes  ordinaires  d’intégration. 

Si  l’on  avait  l’équation  ydx  — x dy  = 
.*  \j\dxl  -h-  dy')  , en  fuppofant  djy=^?df 
& faifant  difparoître  d x par  la  divifion , on  trouve 


y — v 


a \J  ( I H—  x i ) ( B ).  Différentiant 


cette  équation,  fubftituant  la  valeur  de  dy , tranf- 
pofant } réduifant  & divifant  par  d ? , il  vient  x 

A a 3 
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- a ?i  ^ 

■ ■■  ■■■.  Subftituant  cette  valeur  dans 

v'Cc +!■)) 


l’équation  B , on  en  tirera  jy  = 

j . ’ «*(i—  ■?«) 

donc  * -4-  y J == ? i 

(i  + ï5)* 


>/((>+!’)) 


l(D)i 


- ~ 


ï+?3 


donc  — ■ — -, 
1+?* 

valeur  de  — 


a 5 4-  x i+y  * 
i ai 


. En  fubftituant  cette 


valeur  de  --  ^ ■ -t  dans  l’équation  D , on  trou- 
vera , après  les  opérations  ordinaires,  4a1  y 1 = 
(**+•*■  H -y')1. 

143.  Théorème,  Si  on  multiplie  ou  Jî  on  divife 
une  différentielle  quelconque , par  une  fon&ion  de 
fon  intégrale  , le  réfultat  fera  une  différentielle , 
dont  l'intégrale  ne  dépendra  que  de  l'intégration  des 
différentielles  à une  feule  variable.  Soit  d p une  dif- 
férentielle quelconque  , dont  l’intégrale  = p * * 
& P 1 une  fondion  de  p f il  eft  évident  que  le 

produit  p ' dp  & le  quotient  ^ ~ feront  des  dif- 

férentielles à une  feule  variable  p ; donc  les  inté- 
grales S.  p ’ d p , S.  fe  trouveront  la  pre- 

mière  par  la  quadrature  d’une  courbe  dont’  l’or- 
donnée perpendiculaire  = p 1 & l’abfcife  ==  p , & 

■ * 1 1 t 


•Quelque  nombre  d’inconnues  que  puiflê  renfermer  jvon 
peut  confidéter  cette  quantité  comme  une  feule  inconnue. 
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la  fécondé  par  la  quadrature  d’une  courbe  dont 

l’ordonnée  = — r & 1 ’abfcifiè  = p.  * 

P 

144.  Théorème.  L'équation  p1  dp  — d(p’ y 
*=  —y.  d.  (p’  1 ) eft  intégrable  lorfque  Vintégrale 
du  premier  membre  S.  p’  dp  — p1  y £ ejl  égale  à 
mefonttion  du  produit  de.  y parunefonHion  de  p ' f. 
Soit  m (/>'?)  cette  fonction  d ep’i,n  (ym(p\)) 
une  fôn&ion  du  produit  y.m(pJ  ?).  En  cohfidé- 
rant  y.m  (p’  f ) comme  une  feule  inconnue  x , 8c 
la  quantité  S.  p'  dp  — p 7 comme  une  autre  in- 
connue r,  on  auraî  = nar  jdonc*’  = -i-  t = qt 

( q étant  une  fon&ion  de  t comme  il  fuit  de  la 
nature  des  équations  ) = q (S. p’ dp  — p’ y 

donc  on  aura  q X S.  p1  dp  — p'yO  = y.m.(p'^. 
Donc  en  divifant  les  deux  membres  de  l’équation 
propofée  par  des  quantités  égales  , on  aura 

p'  dp  — d(p' y t) —y.d(p\)  —d(p'V 

qlS.p’dp—p’jl  y.mip'l)  mir'l)  * 

équation  dont  chaque  membre  eft  une  différentielle 
divifée  par  une  fonction  de  fon  intégrale  ; c’eft 
pourquoi  cette  équation  fera  intégrable , & par 
conféquent  la  propofée  le  fera  aufli. 

Corollaire.  L équation  pdx- — d.(pyi)==s 
. y.  d.(p\)  9 p étant  une  fondion  de  x , eft  iri- 

tfgfable  lorfque  S.p  d x = a y p\  -H  b y pb  ib , 
a,  b , h étant  confiantes  : car  en  ajoutant  — 
y p ? dé  part  & d’autre , l’on  parviendra  aifément 

à l’équaûçn  S. pd  x — yp  \ =y  (*PÏ  — P ï-H 
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^ C p ?)*  ) — y.  m ( p ^ On  . aura  donc 

pdx—d.(pyz ) _ —y J,  (pr) — d.(p?)  . 

S.pdx  — j>yi  y-ni'ivi)  m-Fl  * 

& en  intégrant,  L.  (S.pdx  — py\)  == 

s.  ' iînl  +c. 

» (p?) 

Suppofons  que  les  deux  équations  du  corollaire 

* « I f 

foient x ~ dx  — d.  (yx  * ?)  = — jr. 

2 i I * i 

& --  *‘=^^+2^^  = 5 yx 
ce  qui  donne  a ~ X ~ h , b=^=  2 , p = . 

L’intégrale  du  corollaire  fera  L. 

«— ç — d-(xrz)  n I T i 

•c=s  o.  - — t-  = — - . L.  x * { 4- 

3 

L,  / C en  faifant  C = L.  /,  ce  qui  eft  permis  ) =a= 
i • — i f 

L.f  (x  1 ?)  1 =L.  — ; donc  en  repaf- 

(*  7 ?)"  --  * 

(ant  des  logarithmes  aux  nombres , j x ~ — 
y x*  l* r~ — t === /-r-i  donc  f*7j7 

( x’ç)*  . X*  z* 

i 1 

— y x 4 £ » = /.  Si  on  fubftitue  dans  cette 

f ' * 
équation  la  valeur  de  j prife  de  l’équatioÿf  f x Txs 

3 y * ' l » on  aura  f x-  7 j/ ^ x 7X 
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V- 


8x* 


^ ^ i = /,  équation  par  le  moyen  de 

laquelle  on  peut  trouver  la  valeur  de  y en  ,x, 
ou  celle  de  x en  y . 

145“.  Problème.  Trouver  les  intégrales  des  deux 
équations  d x ( a x -h-  b y)  dt  •==-■  o,  -+• 
( hx  -f - f y ) d r==  o.  Multipliant  la  fécondé  équa- 
tion par  un  fadeur  confiant  & indéterminé  p , & 
l’ajoutant  enfuite  à la  première,  il  vient  dx 
pdy  -+-  ((a  >+-  hp')x-+~(b-t-fp)y  ) dt—o. 
Il  faut  faire  enforte  que  dans  cette  équatipn  le 
multiplicateur  de  dt  devienne  un  multiple  de 
x — f-  p y intégrale  des  autres  termes  de  l’équation , 
afin  qu’ayant  fuppofé  x — f-  p y = u,  8c  m étant 
une  confiante  indéterminée , l’équation  prenne  la 

forme  du  -+-  mudt  = O , ou  — — — f-  mdt=o, 

u 

équation  dans  laquelle  les  variables  font  féparées. 
On  aura  donc  par  cette  fuppofition  a x H—  hp  x 
b y —k~fpy  = m x — f-  m py  , & en  compa- 
rant terme  à terme,  les  deux  membres  de  cette 
équation , ax  -+-  hpx  = mx,8c  b y -*~fpy- 
mpy  , d’où  l’on  tire  m = 
b +fp  b 


; donc  a -f-  h p • 


’fp 


hp  ,m  = 

- „ , ouap-f- 

P T 

hpp  = b ~+~fp . Si  l’oa  confidere  p comme  une 

inconnue,  l’on  trouvera  en  réfolvant  cette  équa- 
tion du  fécond,  dégré  , deux  valeurs  de  p.  Nous 
repréfenterons  l’une  de  ces  valeurs  par  p & l’autre 
par  p'.  Mais  l’équation  x -+-py=i  u,  donne 
du  = dx  pdy  , 8c  de  plus  nous  avons 
m =x=  a+hpi  donc  l’équation  du+  mud  t==  O » 


/ 


f 
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devient  d u 


hp  ) udt  = O,  ou 


u. 

(a  hp)dti  donc  en  intégrant  & ajoutant 

une  confiante  C*  = L.g*on  aûra  L.  u = L. 

— t(a-l-hp)  = L.g-w.  (a-i-hp),  L. 

( en  faifant  L.  e = i ) = L.  ? ; 

e‘  *+  kP  > 

donc  u ===  ge~t(*+  b*)  , En  employant  les 
deux  valeurs  de  on  aura  a:  =*  u,  8c  x 

-i-pfy  ==ul  3u=g  e~,(a  +if)  (A), &«'==: 
g ’ e — ‘ ] (B).La  première  équation  donne  # 

— “ Si  l'on  en  retranche  la  fécondé,  on  trouvera 

facilement  y =*=  — U-T—  ; donc#  = u — py=s 

> __  r p”i’ 

- — ; — . Subftituant  dans  ces  valeurs  de  y & de 
. P — ? . 7 

x,  les  valeurs  de  a & de  a ' que  donnent  les  équations 
A & B,  on  déterminera  les  confiantes  g & g1  par 
les  valeurs  que  x èc  y doivent  avoir  lorfque  t eft 
égale  à o,  ou  à une  quantité  donnée.  Si  l’équa- 
tion qui  doit  donner  les  valeurs  de  p & qu’on 
trouvera  facilement  devoir  être  hpp  -+-  ap  — . 
f P — b = o , ne  donne  pas  deux  valeurs  de  p , 
ce  qui  arrivera  fi  h=o , ou  b = q,  & dans  le 
cas  où  les  deux  valeurs  de  p feront  égales  , voici 
comment  on  pourra  s’y  prendre.  x°.  Si  o , une 

des  valeurs  de  p eft  o , & l’autre  . Ainfi 

h 


dans  les  formules  précédentes  on  fera  p’=s  0. 2°.  Si 
h = o,  la  fécondé  équation  propofée  fera  dy  -+- 

fydt^zO,  ou  = — fdt,  d’où  l’on  tire  y =s 

nc~~ft  , n étant  une  confiante  ; donc  y fera 
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•une  fondion  de  t que  nous  défignerons  par  q,  & 
fubftituant  cette  valeur  de  y dans  la  première 
équation  , l’on  a dx  -4-  a x dt  -4-  bqdt  2=  o , 
équation  qui  fe  réduit  à b formule  du  N°.  1 28 
& quon  intégré  facilement.  Si  les  deux  valeurs 
de  p font  égales , on  aura  toujours  l’équation  x 
— f—  py  = u,  ou  x = u — py  — ge~:[a+h',]  — 
py.  Subftituant  cettè  valeur  de  x dans  la  fécondé 
équation  propofée , on  trouvera  dy  -4-  (/  - hp)yde 

-i-hge~tl  4 +• h*  ] dt  =0  , équation  qui  fe  réduit 
encore  à la  formule  ci-delfus  (128).  Enfin  fi  p 
& p ’ étoient  imaginaires , le  problème  fe  réfou- 
droit  de  la  même  manière.  Car  les  qualités  ima- 
ginaires fe  réduifent  toujours  à la  forme  M -4— 
N/ — 1,  ainfi  qu’on  l’a  vu  ci-deflus  , & fi  les 
valeurs  de  x & de  y dévoient  être  réelles , les 
imaginaires  difparoîtroient. 

Si  les  équations  étoient  d x -f-  ( ax-+-  by)Tdc 
—b-  N dr  — o,  dy  H—  (hx  -4-  fy  ) T dt  -4— 
N'dr  ==  o,  T,  N,  N7  étant  des  fondions 
de  r , ou  o , on  multiplierait  la  fécondé  p§r  la 
confiante  p , & ajoutant  le  produit  à la  première , 
on  aurait  dx  -4—  pdy.-b-  ((  a -b-  hp  ) x -b-  (b  -t- 
Jp)y  ) Tdt  + (N-f-pN7)  dt  = o.  Faifant  enfuite 
x-i-py  = u,fk  (a-b-hp)  x -4-  (b-+-  fp  ) y =3 
m x —b- mpy , on  trouvera  comme  ci-devant,  rp  == 

a -f-  hp  = ^ ~Sr~f  P-  j d’où  l’on  tirera  l’équa- 

p 

tion  hpp  -4-  a p — fp  — b = o ; qui  donnera 
deux  valeurs  de  p , quon  repréfentera  par  p Sep1, 
& l’on  aura  d u -4-  ( a H—  h p ) u T d t -4-  ( N — |— 
N'p)  dt— o,  équation  qu*on intégré  comme  la  pré- 
cédente par'le  N°.  (128)  j & l’on  trouvera  les  va- 
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leurs  de  y & de  x,  dans  lefquelles  on  mettra  pour  u 
te  u ’ leurs  valeurs  trouvées  parle  N°.  ( ia8). 

1 46.  Remarque.  SI  les  deux  dernières  équa- 
tions contenoient  la  première  le  terme  a 7 dy , la  fé- 
condé le  terme  ndx  , on  multiplieroit  de  même  la 
fécondé  par  p pour  l’ajouter  à la  première  , dans  la 
fomme  l’on  fuppoferoit  (1  -4-  np)  x — t-  (a'  -t -p)  y 
= u (a~\~hp)x-\-  (f>— H fp)  y = m ( 1 — f-np  ) x — I — 
m (a  +-  p)y , & l’on  auroit  l’équation  du  -4-muTdr 
—4*  (N  -+-  pN')it =o , & l’on  feroit  le  relie  comme 
dans  le  cas  prédédent , en  fe  fervant  de  la  valeur  de 
u — (i-+-np).x  -+~  (a1  -4-  p),  y,  au  lieu  de  u =x 
-4 -ay.  Si  les  quantités  dxtc  dy  étoient  multipliées 
par  des  confiantes , la  folution  ne  feroit  pas  plus 
difficile  & d’ailleurs  on  peut  les  faire  difparoître 
en  divifant  chaque  équation  par  le  coefficient  du 
premier  terme.. 

147.  Problème.  Intégrer  les  trois  équations 
d x H-  (a  x H—  b y — f—  c?)  dt=0’,dy  -4-  (hx  -t— 
ky  -4—  / £)  d t =0  ; d^  -4-  (mx  -4-  ny  —f— 
r^)  dt  =0.  Multipliant  la  fécondé  par  une  conf- 
iante A , la  troifïème  par  la  confiante  B , A & B 
font  des  indéterminées,  te  prenant  enfuite  la  fomme 
des  trois  équations  l’on  aura  d x -4—  A dy  — j— 


Bdf  -1-  ^(a  -4—  A h —4—  B m ) x —4—  (b  — 1—  A.k— 4— 

B n)  y— 4-(c  + A l -f-  B r))  d t ==  o.  En  fup- 
pofant  enfuite  x Ay  -4—  B u , & faifant  le 
multiplicateur  de  dt  égal  à Mu,  M étant  une 
confiante,  l’on  aura  du  -4-  Mudt  = 0,  ou 

— ü.  = — M dt , ou  en  intégrant , L.  u = — * 
u 

M t -f-  L.  g.  ~ L.  g - — Mr.  L.e,  ouu  = ge-Mf. 
De  plus  on  aura  par  fuppofition , M*  = M x 


f 


t 
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M Ay  — f-  M B £ = (a  -4-  A k -+-  Bm)  ï -f* 

( b h—  A k -4-  B n ) y -f-  (c  -h-  A l -4-  Br)  ^ 
Egalant  les  termes  homologues  de  cette  dernière 
équation , l’on  aura  M = a -4-  A h -4-  B m , 
M A = b — f—  A k — \r~  B n , MB  — c~f-AZ~4-Brj 
d’où  l’on  tire  les  deux  équations  a -4-  A h -4-  Bm  — 
£4- A k-4-Bn  c4-  AZ4-  Br  „ , 

= g . Prenant  la  valeur  de 

B dans  la  première  de  ces  deux  équations  & la 
fubftituant  dans  la  fécondé , on  aura  , après  les 
rédudions  ordinaires  , une  équation  du  troifième 
degré  qui  donnera  trois  valeurs  de  A. 

Cela  pofé  en  défignant  par  p , p' , p"  ces  trois 
valeurs  de  A , par  q , q1 , q1  les  trois  valeurs  cor- 
respondantes de  B,  par  f,/1,/1'  les  valeurs  cor- 
relpondantes  de  M , au  lieu  de  l’équation  u =3 
ge~  M *,on  aura  ces  trois  équations  u = ge~f‘,u’=s 
g'e~ft , u"=gve  & au  lieu  de  l’équation  x -f- 

Ajy4-  B f = u j on  aura  les  trois  équations  x + gy + 

qi  = g*~ft>  x -^p’y-k-q1i=  g'e-f‘  ; 
x-4-pny-4~  q11  ■{  = ge  -f"c  ;de  ces  trois  équa- 
tions l’on  tirera  les  valeurs  de  x , y , % , & }’0n 
déterminera  g,  g1 , g’7  par  les  valeurs  que  doi- 
vent avoir  x,  y , q , lorfque  t eft  = o , ou  eft  égal 
à une  confiante  donnée. 

Si  l’équation  en  A n’a  pas  trois  racines  iné- 
gales , comme  on  l’a  fuppofé  , on  pourra  toujours 
pourvu  que  cette  équation  ait  au  moins  une  ra- 
cine , réduire  le  problème , au  cas  ci-deffus  (146). 
Car  foit  p , q tf,  les  valeurs  refpedives  de  A,B5M, 
l’équation  x -4-  A y -4-  B?  = u = g e“M*; 
deviendra  x -4-  p y -4-  q ?==ge“/‘f.  Faifant 
évanouir  par  cette  dernière  équation  la  variable 
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on  réduira  les  trois  équations  données  à deux  équa- 
tions de  la  forme  de  celles  du  N°.  ( 146).  Mais  fi 
l’équation  en  A n’avoit  aucune  racine , parce  que 
les  coefficier.s  qui  aftedent  les  différentes  puif- 
fances.  de  A feroient  tous  égaux  à o , dans  ce  cas 
Ç Je  terme  tout  connu  de  l’équation  s’évanouit 
auffi  , c’eft  une  marque  qu’on  peut  donner  à A 
telle  valeur  qu’on  voudra.  Si  ce  terme  ne  s’éva- 
nouit pas , on  augmentera  ou  on  diminuera  à vo- 
lonté le  coefficient  a ou  b , &c.  d’une  quantité  in- 
finiment petite  pour  rétablir  un  des  termes  de 
l’équation , & l’on  trouvera  du  moins  par  la  mé- 
thode du  quarté  algébrique  , une  valeur  de  A 
qui  réfoudra  le  problème. 

En  général  quelque  foit  le  nombre  des  équations 
dx  -+-  ady  -+-  c d % &c.  — f—  (fx  —i—'k  1 H-  &c.)  dt 
— j—  N d t =■  o , dx  -4—  a*  dy  — t—  c1  d\  &c  —H  (/'  x 
— f-  h y 4-  k 1 { &c.  ) d t H—  N 1 dt  ±==  o , &c. 
qui  contiennent  autant  de  variables  que  l’on  vou- 
dra , pourvu  qu’elles  foient  de  cette  forme  , ou 
qu’elles  y foient  rédudibles  & que  l’on  ait  autant 
d’équations  que  de  variables , en  multipliant  cha- 
cune de  ces  équations  par  des  confiantes  indéter- 
minées , prenant  enfuite  leur  fomme , en  fuppo- 
fant  = du  la  fomme  des  termes  du  réfultat  qui 
contiennent  les  différentielles  dx,  dy,d\,  &e. 
& faifant  le  multiplicateur  de  dt  * *=-  mu  , u étant 
l’intégrale  du  premier  terme,  elles  fe  réduiront  à une 
équation  du  trtu  dt  -+-  (T  H—  T"  Scc.  ) dt 

* Il  s'agit  de  d t pris  dans  le  fécond  terme  de  l’équa- 
tion en  prenant  pour  un  feul  terme  la  fomme  de  ceu* 
qui  contiennent  les  différentielles  dx , dy , 8cc.  8c  pouf 
un  autre  terme  tous  ceux  qui  contiennent  les  variables 
x,y,  &c.  & qui  fout  multipliés  .par  dt. 
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S=  O , T , T' , &c.  étant  des  fondions  de  t , ou  o; 
Or  cette*  équation  eft  intégrable  par  la  méthode 
ei-deffus  (128). 

Remai  que.  Si  on  avoit  un  nombre  n d équa- 
tions renfermant  le  nombre  n 1 de  variables  , 
en  multipliant  toutes  ces  équations,  excepté  la 
première  , refpedivement  par  des  fadeurs  m , 
m' , m'1 , &c.  qu’on  fuppoferoit  être  des  fondions 
indéterminées  de  ces  variables , on  ajouteront 
les  produits  à la  première  équation  , Sc  multi- 
pliant la  fomme  par  un  fadeur  p qu’on  fuppofe^ 
roit  être  une  fondion  des  memes  variables , on 
fuppoferoit  que  le  réfultat  eft  une  différentielle 
complette. 

Si  l’on  avoit  les  deux  équations  adx-i-bdy 
—f-  ci 1 = O,  a’  dx  -+-  b 1 dy  —H  e;<f £ = o , 
a , a1  ,b  ,b’  ,c,c'  étant  des  fondions  d exty,%t 
ces  fondions  peuvent  aufli  renfermer  des  conf- 
iantes ; multipliant  la  fécondé  par  m , ajoutant 
le  produit  à la  première , & multipliant  enfuite 
par  p , oh  trouveront  p (a  -f-  a1  m)  dx  — h- 
p(b  — t—  b1  m)  dy  -+-  p ( c — !—  c1  m)  O. 

Pour  que  cette  équation  foit  complette faut 
( par  le  N°.  89  ) quon  ait  les  trois  équations 

d ( p.  (g-ha7m))  _ d ( p.Çb  + b1  m)  ) ^ 


d (/>•(• 


dy 


a 1 m 


>) 


d x 

d ( p.c  - f-  c1  m) 


d(p.b  ■ 


dl 

■ b’m) 


d x 

(p.  (c  -4-  c ’ m ) ) 


d p 


dl 


ir  P* 


d (a 


dy , 

-f -a  m ) 


ou 


= 


C 


Digitized  by  Google 


384  Cours  de  Mathématiques. 


(h  +-  b 1 m ) -+>  p.  m)  ; éjL  (a  a'  m) 


d(a  -f-  a’m) 


-4^-  (c  -f - cr  m)  ~h 

CL  X 

P db-*'e’m\£l(b  + b'm)+p.  d(b  + b'm) 

- dx  ai  1 di 

«=*  ^ ( c -\r  c1  m)  p.  ~^c~*~c  1ül . Si  en  re- 

dy  dy 

gardant  -4^- , -4^?  comme  deux  inconnues,  on 
dx  di 

fubftitue  dans  la  première  équation  leurs  valeurs 
prifes  dans  les  deux  dernières  , on  trouvera  , toute 

, / d(a-ba'm) 

CmH Ty — 

d(b  -f-  b’ m) 


rédudion  faite  , ( c 


).  , . , v /«(»  + v m) 

H-  (a  -t-a  m)  ( — - 


d ( h -f-i  'm) 

d X 

<î(  c-4-c’m)  \ . ,L  , Lf_v  /d(c-Hc’m) 

)-4-(b-*-b  m)  ^ ^ — 

d(  a-t-a  m)^  __  Q ^ équation  indépendante  de  p. 

On  ch^chera  donc  pour  m une  fondion  de  * & £ 

la  plus  générale  qu’il  foit  poflible , & qui  puifife  fatis- 
faire  à cette  équation,  & luppofant  qu’on  ait  trouvé 
jn,  on  cherchera  pour  p une  fondion  des  variables 
x , y , 1 qui  fatisfafle  à deux  quelconques  des  trois 
équations  ci-deflus  qu’on  a trouvées  d’abord. 


Des 
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Dis  Intégrales  particulieresdes  Équations 
Différentielles. 

148.  U intégrale  particulière  d'une  équation  diffé- 
rentielle eft  un  rapport  des  variables  tjüi  fatif- 
fait  à lequation  , & qui  ne  contient  aucune  nou- 
velle confiante , au  lieu  que  l’intégrale  générale 
contient  une  confiante  indéterminée  qui  ne  fe 
trouve  pas  dans  l’équation  différentielle  s’il  s’agit 
d’une  équation  du  premier  ordre.  L’intégrale  finie 
& complette  d’une  équation  de  l’ordre  m doit 
contenir  un  nombre  m de  confiantes  arbitraires 
Voyez  le  (N0.-  77  ).  Il  eft  fouvent  facile  de  trou- 
ver une  intégrale  particulière  comme  en  devi- 
nant. Par  exemple , fi  l’on  avoit  l’équation  aady 
— f—  yydx  = aadx  H—  xy  dx , il  feroit  facile  de 
voir  qu’on  fatisfait  à cette  équation  en  faifant 
xÇ£=y.  Ce  rapport  qui  ne  renferme  ni  la  confi- 
ante a qui  fe  trouve  dans  la  différentielle  , ni  une 
onftante  indéterminée  qui  ne  s’y  trouve  pas  , ne 
peut  être  qu’une  intégrale  particulière.  Souvent 
l’intégrale  particulière  peut  faire  connoître  l’inté- 
grale générale.  Si  l’on  fait  y = x -+-  q , cette 
fuppofition  , en  faifant  les  opérations  ordinaires  , 
changera ‘notre  équation  en  celle-ci  aadq- 4- 
x^dx  -4-  i\dx  =0  , celle-ci,  en  fuppofant  { = 
x u dx 


a a 


devient  du  — 


a a 


• = dx , qui , étant 


multipliée  par  e laa  ( on  fuppofe  L.  e = 1 ) & 


enfuite  intégrée  , donne  u.  e * **  * = S .e1* a dx; 
Tome  IF%  B b 


» • 
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XX  -*■  X X 

ou«  = e l“S,  e *"  dx  H—  C , en  ajoutant 
une  confiante.  Si  l’on  fuppofe  C =3=  00 , le  premier 
terme  du  fécond  membre  de  l’équation  difparoit,& 

l’on  au—  00  & ? = — = o ; donc  alors  y — x: 

ii- 

ce  qui  fait  voir  que  l’intégrale  particulière  doit  être 
contenue  dans  l’intégrale  générale.  Si  l’on  avoit  l’é- 
quation a'  dy-A—y3  dx  =za3dx-\-x3dx,  la  relation 
x ==j  fàtisferoit  à l’équation;  mais  en  fuppofantjy  = 
x -+■  x » on  parviendra  à une  équation  qui  ne  pa- 
raîtra pas  plus  facile  à réfoudre  que  la  propofée. 

Dans  la  folution  d’un  problème  on  n’a  befoin 
que  d’une  intégrale  particulière  ; ainfi  fi  l’on 
peut  trouver  cette  intégrale,  on  réfoudra  le  pro- 
blème , quoiqu’on  ne  puïfTe  pas  avoir  l’intégrale 
générale  de  l’équation  différentielle  qui  exprime  la 
nature  du  problème. 

149.  Quoiqu’une  certaine  relation  des  vala- 
bles fatisfafle  à l’équation  propofée  , cette  re-J^ 
lation  n’eft  pas  toujours  une  intégrale  particulière^w 
Si  l’on  avoit,  par  exemple,  l’équation  dy  == 

xdx  -4-  y dy  Qn  fat}sferojt  £ cette  équation  en 

y ( aa — x x — yy  ) 

fuppofant  xx  —H  yy  = aa  ; car  alors  en  ôtant  la 
fradion  , le  premier  membre  devient  = o , il  en 
eft  de  même  du  fécond,  puifque  la  différentielle  de 
(*■*■  -4 -yy)  doit  être  =■  o , différentielle  de  aa.  Or 
l’intégrale  générale  de  cette  équation  eft  y = C — 

(a a — xx — yy)  qui  ne  contient  pas  l’é- 
quation x x -h- y y = a a , quelque  valeur  qu’on 
donne  à C,  x & y reliant  indéterminés.  Au  relW 
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les  intégrales  trouvées  par  les  méthodes  ordinaires, 
ne  font  jamais  dans  ce  cas  ; c’eft  - à - dire  , que 
fi  Ton  trouvoit  par  les  méthodes  ordinaires , une 
intégrale  y = a x fans  ajouter  de  confiante  C , 
cette  intégrale  feroit  une  intégrale  particulière  de 
l’équation  propofée. 

i jo.  P r o B.L  ê M E.  le  rapport  y =*  x fatisfai- 
fant  à réquation  ady — adx  = dx\/  (yy — xx), 
déterminer  fi  ce  rapport  ejl  une  intégrale  particu- 
lière de  l’équation  propofée.  Qu’on  (uppofe  y =t= 
x -+-  p,  p étant  une  quantité  infiniment  petite  , 
l’on  aura  , en  négligeant  la  fécondé  puiflance 
de  p , \/(  y y — x x ) = \/  (2  x p ).  Mais  l’équa- 
tion y = x —1—  p donne  dy  ■==  d x d p j donc 
ady — a dx  = ad  x H—  a d p — a d x = a dp  , 
& notre  équation  devient  a dp  = d x \/  2 x p , 
en  fubftituant  la  valeur  de  \é (y  y — x x ).  Ainfi 
a dp  adp  . f . , *' 

- -jz  ou  —j—  = dx  y 2x , & en  intégrant  ,2  ap'- 
VP  P~- 

= f x\fzx  ~f—  C.  Maintenant  jo  .remarque 
que  p eft  une  quantité  infiniment  petite  par  l’hy- 
pothèfe  , & que  de  quelle  maniéré  qu’on  déter- 
mine C , x refiant  indéterminé  , l’on  ne  peut 
fuppofer  p infiniment  petit , mais  que  p pourra 
être  aufli  grand  que  l’on  voudra  ; donc  le  rap- 
port y =--  x ne  peut  être  une  intégrale  particu- 
lière de  l’équatiqp  propofée,  & cela  arrivera  toutes 
les  fois  que  dans  la  transformée  l’on  aura  d p di- 
divifé  par  une  puifiance  m de  ou  par  p n , fi  l’ex- 
pofant  m eft  plus  petit  que  l’unité.  Au  con- 
traire fi  l’on  a ”,  3=  fi  dx , B étant  une  fon&ion 

B b 2 
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X 


dè  x ou  une  confiante , l’on  aura = 

( m — i).pm~1 

C — S.  B ix  =55  C — D , en  faifant  S.  B dx  = D ; 


d’où  l’on  tire  (m — 1 )pm  1 =-c_L_ , & en  fuppo- 

fant  C = 00 , l’on  aura  p infiniment  petit  lorfque 
jr  fera  > 1 , comme  l’hypothefe  l’exige. 

Si  m =1,  & qu’on  ait  l’équation  = B d x , 

alors  en  faifant  S.  B d x = D , on  trouvera 
L.  p •=  L.  C L.D  = L,CD , ou  p = CD  ; & 
en  fuppofantC  infiniment  petit,  l’on  aura  p infini- 
ment petit , comme  cela  doit  être  par  fuppofition. 


lyi.  Problème.  Si  une  certaine  relation 
entre  deux  variables  fat is fait  à une  équation  diffé- 
rentielle , déterminer  fi  cette  relation  ejl  une  inté- 
grale particulière  ou  non.  Soit  l’équation  A dx 
= B d y , A & B étant  des  fondions  quelconques 
de  x & de  y , à laquelle  fatisfafie  le  rapport 
y =s  t , t étant  une  fondion  de  ^ , de  maniéré 
qu’en  fubftituant  t au  lieu  de  y , l’on  ait  l’équa- 
tion Ad  x — B d y =s  o,  ou  Adx  B dy , ou 

^ y ^ 

= -g-.  Je  fuppofe  y=  t -h  p , l’on  aura 


dp  A 

dx~  B * 


Si 


l’on  faifoit p = o , l’on  auroit  dp  = o,  8c  l’équa- 
tion feroit  j ~ -g-*  Confidérons  p comme  une 

quantité  infiniment  petite  , & négligeant  les 
termes  qui  font  affedés  des  puiflances  de  p au- 
deflùs  de  la  plus  balTe  , fuppofons  que  par  h 
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fubftitution  y = t -t-  p , Péquation  devienne 

A dt  . di  • dp  A 

T = — -h  D p ■ ; 1 équation  j~x  + jx = -3  ^ 

devant  être  la  même  que  la  précédente  , l’on 

aura  = D pm , ou  — = D dx.  Maintenant 

il  eft  vifible , par  ce  qu’on  vient  de  dire  ( 150)  , 
que  y = t fera  une  intégrale  particulière , ou 
qu’on  pourra  regarder  p.  comme  ==  o , lorfque 
m fera  ===  1 ou  plus  grand  que  1 . Si  au  con- 
traire m < j , le  rapport  y = tj  ne  fera  pas 
une  intégrale  particulière. 

JJ2.  Problème.  Le  rapport  y — x fatis- 

faifant  à l'équation  dx  ( 1 — ym ) =dy( I — xm)  l 
on  demande  fi  ce  rapport  efi  une  intégrale  parti- 
culière ou  non.  Suppofant  y *=  x —y-  p , l’on  aura 
parle  binôme  de  Newton,  jy  m=xm-+-mxm-  1p„ 
en  négligeant  les  autres'  termes  qui  contiennent 
des  puiiïances  de  p plus  élevées  que  la  première , 

n n 

& ( I ym)  =(i  — x m • — m xm~  1 p ) 

n » — I 

(1 — xm  ) — mn  xm~%  p ( 1 — x 9 ) îdond’c- 

* n 

ây  (1 — vm)  , . dx  dp 

quation  — v = a— ; ; devient  + ou 


1 -+- 


dp 


(l  — x”) 

m n xm~  1 


OU 


dp  _ 

dx  * ! _*"*  3 P ~~ 

TV  fl  y*  — 1 ^ yç 

— '■ j & parce  que  l’expofant  de  p eft 

ici . une  puifTance  entière  , l’équation  y = x eft 
certainement  une  intégrale  particulière  de  la 
propofée.  * 

B b 3 
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1J3.  Théorème.  Si  l’équation  différentielle  A ix 
-+-  B dy  o , érarcr  multipliée  par  une  fonction, 
m de  x&  de  y devient  intégrable , le  rapport  m =0 
/cm  «ne  intégrale  particulière , à moins  que  dans  ce 
cas  A ou  B»  ne  deviennent  infinis.  Suppofons  que 
u foit  un  fadeur  de  m , il  faut  démontrer  que 
l’équation  u = o , eft  une  intégrale  particulière 
de  lequation  propofée.  u étant  une  certaine  fonc- 
tion de  x Sc  de  y , on  peut , par  l’équation  u — o , 
trouver  pour  la  valeur  dé  y , une  fondion  de  u qui 
donne  l’équation  Qdx  R d u = o entre  x & u ; 
& en  faifant  le  multiplicateur  m =-  nu , l’on 
aura  l’équation  nQudx-+-nR.udu=zO,  qui  fera 
intégrable.  Maintenant  fi  ni  Q , ni  R ne  font  divi- 
fibles  par  m = o,  ni  A,  ni  B ne  peut  devenir  in- 
fini, & l’intégrale  fera  divifible  par  u.  Car  foit 
qu’on  intégré  le  terme  nQudxj  en  regardant  u 
comme  confiant , ou  le  terme  n R m d u en  con- 
fidérant  x comme  confiant,  l’intégrale  aura  tou- 
jours un  fadeur  u,  en  omettant  la  confiante  dans 
l’intégrale.  Ainfi  l’intégrale  complette  aura  cette 
forme  P u = C , & fi  l’on  fait  C = o , u = o fera 
*une  intégrale  particulière  , excepté  dans  les  cas 
que  Q ou  R feroient  divifibles  par  u . Il  faut  dire 
la  même  chofe  de  chaque  fadeur  de  m , pourvu 
que  A ou  B ne  deviennent  pas  infinis  par  la  fup- 
pofition  de  o. 

Remarque.  La  condition  dont  on  vient 
de  parler  eft  abfolument  néceiïaire  : car  fi  l’on 

a l’équation  a^x  4-  dy  — d x — o , qui  étant 

multipliée  par  u =y  — x , devient  intégrable , 
l’on  auaa  y = x u , 3c  notre  équation  fera 
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X | . i i „ 

■+•  a u = o , ou  ad  x -f-  uct  u — o 3 St  comme 

la  partie  adx  n’efl  pas  multipliée  par  w,  l’inté- 
grale a x ^ u u , en  négligeant  la  confiante  , 
ne  fera  pas  exactement  divifible  par  u.  Si  la  partie 
qui  contient  d x étoit  multipliée  par  u , quoique 
la  partis  qui  contient  d u ne  le  fût  pas  , cependant 
l’intégrale  feroit  divifible  par  u comme  on  peut  le 
voir  dans  la  différentielle  udx  -4—  xdu  , dont  l’inté- 
grale , en  négligeant  la  confiante  , eft  x u.  Ce 
qui  fait  voir  que  fi  la  différentielle  A udx 
B d u efl  exade , pourvu  que  B ne  foit  pas  di- 
vifible par  u , l’intégrale,  en  omettant  la  confiante, 
fera  divifible  par  u. 

1J4.  Théorème.  Si  l'équation  différentielle  A dx 
— t-  B dy  =0  devient  intégrable  en' la  divifant 
far  une  fonftion  m de  x de  y , l'équation  m=  o 
fera  une  intégrale  particulière , à moins  qu’en  faifant 
m = o , A ou  B ne  s’ évanouirent.  Soit  m =-  n 
u étant  un  faCteur  de  m , il  faut  démontrer  que 
lequation  u = o , ( & l’on  doit  dire  la  même 
chofe  de  chacun  des  autres  fadeurs  de  m ) , eft 
une  intégrale  particulière,  u étant  une  fonction 
de  x & de  y , on  pourra , par  cette  confédération , 
chafltr  y pour  avoir  lequation  Q d x -4-  R du 
= p ; & en  divifant  celle-ci  par  nu  , on  la  rendra 
complette.  Il  faut  donc  chercher  l’intégrale  de 

— ^ -+•  , nous  fuppofons  que  ni  Q , ni  R ne  font 

divifibles  par  «.  Si  l’on  prerfd  l’intégrale  dans  le 
premier  terme  , en  confidérant  u comme  conf- 

tant,  l’on  a ^ S.  ~ , en  négligeant  la  conf-  • 

B b 4 
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tante.  Et  fi.  l’on  prend  l’intégrale  du  fécond  terme, 
à caufe  que  R n’a  point  de  fadeur  u , comme  • 
nous  le  fuppofons , cette  intégrale  fera  une  frac- 
lion  qui  contiendra  u au  dénominateur  ; donc 
cette  intégrale  fera  infinie  lorfqu’on  fera  u — o. 

Si  donc  l’intégrale  eft  fuppofée  — V elle  fera 
telle  quelle  deviendra  infinie  , lorfqu’on  fuppofera 
u = o , & l’intégrale  complette  étant  V = C , on 
fatisfera  à l’équation  V=  C , en  fuppofant  C = oo  , 

& u = o ; ' d’où  l’on  peut  conclure  que  chaque 
fadeur  h de  m , donnera  une  intégrale  particu- 
lière u o , à moins  qu’en  faifant  u = o , les 
quantités  A & B , ou  Q & R ne  s’évanouiflènt. 

De  ta  Construction  Géométrique  des 
Équations  Différentielles. 

• • 

Tpp.  J’entends  ici  par  cdnftruflion  géomé- 
trique d’une  équution  différentielle  , la  méthode 
• de  trouver  une  courbe  dont  le  rapport  des  co- 
ordonnées foit  exprimé  par  l’équation  différen- 
tielle propofée.  , 

Soit  l’équation  différentielle  A d x ■+■  B Ay=o  , 

(A  & B étant  des  fondions  de  y & de  x)  ^ on  aura 

A d x =5=  — B dy , ou  -g  d x — — d y.  Si  l’on 

multiplie  cette  équation  par  — a,  ( a étant  une 
quantité  pofitive  prife  à volonté,  par  exemple, 

un  pied  ) , & qu’on  faffe  — P , on  pourra 

donner  à l’équation  précédente  la  forme  pdx  = ady  ; 

& p étant  une  fondion  de  y & de  x , l’on  aura  en 

» , ' > 
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intégrant , S.  p d x = ay.  Donc  y = ou  a y 

= S.pdx  eft  l’équation  de  îa  courbe  cherchée.  Si  l’on 

1 y o XX  ^3 

fuppofe  que  p = — - — , l’on  aura  S.pdx  — 


• 3 

& l’équation  de  la  courbe  fera  ay  — ——  , ou 

a1  y z=x3  qui  défigne  une  courbe  parabolique.  Il 
faut  faire  enforte  que  les  membres  de  l’équation  pdx 
= a dy , foient  de  même  dimenfîon  , ce  qu’on 
peut  toujours  obtenh-  en  divifant-ou  en  multipliant 
le  premier  membre  par  une  confiante  b qu’on  fup- 
pofera  égale  à l’unité. 


Soit  p = 


a1  y 


ay- 


Je  fuppofe  qu’on  ait 


^décritune  infinité  de  courbes  a C,fC'  (Fig.ié.)  de 
TTianière  que  dans  la  première  aC,  l’on  prenne  v== g 
quantité  confiante  & que  fur  chaque  ablciffe  AB , on 
éleve  l’ordotnée  perpendiculaire  B C ; de  forte 


que  l’on  ait  B C = a ■■■%■ — — = 
ay  +*  1 


a1  % 1 x 
■■  ■ • 
ag-t-x1 


On 


décrira  la  fécondé  courbe '/C'  de  la  même  ma- 
nière , & en  fuppofant  y = g ’ ; fuppofons  qu’on 
ait  ainfi  décrit  une  infinité  de  courbes  en  don- 
nant fucceflivement  ky  des  valeurs  depuis  o juf- 
qu’à  l’infini , de  manière  que  la  ligne  y foit  confiante 
pour  chaque  courbe , mais  différente  dans  toutes. 
Cela  pofé , pdx  repréfentera  l’élément  de  l’aire 
de  la  coiirbe  a C , lorfqu’on  fuppofera  dans  p la 
quantité y=.  g ; mais  pdx  repréfentera  l’élément 
de  l’aire  de  larcourbe/ C ’ fi  l’on  fuppofe  y =•  g\  &c. 
Suppofons  que  A foi$  l’origine  des  abfciffes  & 
qu’en  faifant  y =g , l’on  prenne  l’aire  AaBQ» 
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ay—  bp  , on  prolongera  l’ordonnée  B C jufqu’à  ce 
que  B M foit  = g = y ; fi  l’on  fuppofe  maintenant 
y — g ' , on  prendra  l’aire'  A/C  ’ B ’ , & l’on  fera 
le  prolongement  B ' N = g'  , c’eft-à-dire  , on 
fera  B ' N égale  à la  valeur  de  y dans  la  courbe 
/ C & ainfï  de  même  pour  toutes  les  courbes  que 
nous  fuppofons  décrites  par  cette  loi  fur  l’axe  A B. 
Faifant  palier  une  courbe  MN  par  tous  les  points 
M , N ainfi  déterminés  , cette  courbe  fera  la 
courte  cherchée,  & cela  arrivera  de  même,  quelque 
fondibn  de  y & de  x que  foit  p.  En  effet  l’on  aura 
S.  p d x = a y ( ou  en  général  S.pdx  =t  j ^ étant 
une  fon&lon  de^,  nous  fuppofons  qu’on  n’ajoute 
point  de  confiante  , mais  fi  l’on  veut  en  ajouter 
une , il  n’y  a qu’à  la  renfermer  dans  j ).  Donc  fi 

on  fait  y = g , l’on  aura  y = B M = - 

& fi  l’on  fuppofe  y = g1 , l’on  aura  B ’ N = y =s 

■ ^ x . Donc  la  nature  de  la  codifie  M N eft 

a 

exprimée  par  l’équation  S.  p d x = a y , ou  p d x 
— ady . Mais  on  doit  remettre  dans  p la  variable  y 
au  lieu  de  la  confiante  g , qui  eft  le  paramétré  de 
la  courbe  a C. 

De  l’Intégration  des  Différentielles 

i 

des  Ordres  Supérieurs. 


iy6.Un  principe  très-fimple  mais  très-féçond  pour 
trouver  les  réglés  générales  du  calcul  intégral  eft 
de  choifir  une  différentielle  générale  d’un  ordre 
quelconque , de  la  différentier  en  fuppofant  la 
différence  d’une  des  variables  confiante  ou  en 
faifant  tout  varier  , & d’en  déduire  enfuite  les 


/ 
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réglés  pour  réduire  cette  différentielle  à celle  d’un 
ordre  inférieur  qu’on  avoit  choifie. 

157.  Soit  pdx  la  différentielle  générale  du  pre- 
mier ordre  à une  feule  variable  x , dans  laquelle 
on  fuppofe  que  p eft  une  fondion  quelconque 
de  x.  Ën  différentfant  la  propofée , l’on  aura  pddx 
H—  p'  d x 2 pour  fa  différentielle  du  fécond  ordre, 
p ’ étant  encore  une  fondion  de  x * & p ' = 

; donc  une  différentielle  du  fécond  ordre  aune 
dx 

feule  variable  x avec  d x aufli  variable , fera  in- 
tégrable fi  on  peut  la  réduire  à ta  fcu»e pddx 
H—  p1  dx  1 , &fien  même  tems  l’o^^ p ' = 

4-?  , autrement  elle  ne  fera  pas  intégrable  ; fî 

dx  * 

elle  donne  ces  conditions  , fon  intégrale  fera  pdx. 

Soit  la  différentielle  (ax  1 -f-  b b x-+-cx  ~ i ) ddx 
-4- (2  af-+-bz  — 3 cx~*)dxl  en  la  com- 
parant avec  la  formule  générale , on  trouve  P = 
ax1  — }—  b 1 x — h*  ex  “ 3 , p1  = 2ax  -+-  b1  — 

»r^P 2ax  d x -\~b  1dx — 3cx-*dx 

3 ^ ~5 1 » “ 

dx  dx 

= 2 ax-j—  b 1 


-3  ex  “ 4 = p ' ; donc  la  diffé- 
rentielle propofée  eft  intégrable  & fon  intégrale 
eft  pdx  = (ax1  -+-  b 1 x H—  c x “ 5 ) dx.  Si 
on  vouloit  l’intégrale  de  pdx , on  trouveroit 
axi  . b1  x1  cx~x 


* Si  l’on  avoit  p1  =a*  •+•  b 1 — x°  ( a * •+■  bz ),  p1  fe- 
roit  une  fondion  de  x,  mais  de  dimenüon  nulle. 


Digitized  by  Google 


396  Cours  de  Mathématiques. 


ij'B.  Soit  pddx  h—  p1  dx1  la  différentielle 
générale  du  fécond  ordre  à une  feule  variable  x 
rédudible  ou  non  rédu&ible  au  premier  ordre. 
Si  on  la  différencie  en  faifant -varier  x , dx  &c  ddx , 
on  trouvera  pd3  x -4—  ddx  dp  -4-  2p'  dx  ddx 
*4—  dx  1 dp'  = pd3  x 4-  p " dxddx  4-  2p'  dxddx 
-+-p'ndx3  (A),  en  fuppofant  dp  = p"  dx  , 


& dp1  = p1”  d x , ou  p”  = ^ & p 111  = 

J _l 

. Ainfi  étant  propofée  une  équation  du  troi- 
sième QjÉpe  à une  feule  variable  x,  on  exami- 
nera fi  elle  eft  réduâible  à la  forme  A , & en 
même  tems  fi  elle  donne  les  équations  p 11  = 

^ , p Vl  = •,  fi  elle  n’a  pas  ces  conditions  , 

dx  dx  1 

elle  ne  fera  pas  intégrable , fi  elle  les  <^>nne  , fon 
intégrale  fera  pddx  —4—  p'  dx1. 

Soit  la  différentielle  du  troifième  ordre  ax3  dddx 
4-  3 a x1  dxddx  -4—  2b  x1  dx  ddx  —4—  2 bxdx  K 
En  la  comparant  avec  la  formule  générale , on 
trouve  p = a x 3 , p1!  = 3 ax1 , p 1 = b x 1 , 
p1’’  = 2 b x.  On  trouve  auflî  les  égalités  p”  === 


dP  jjiti dp\ 

TT  » r j—  > 


jax 1 dx 
dx 


, „ „ dp'  2 bxdx  , ,7,  1 

j & -f—— — 2 bx^sp1  y donc 

dx  dx 

l’équation  propofée  a les  conditions  requifes  , & 
fon  intégrale  eft  pddx  —4—  p ' d x1  = a x3  d d x 
-H — bx  1 d x1.  On  pourrait  trouver  quelque  dif- 
ficulté dans  la  comparaifon  de  la  différentiel!* 
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propofée  avec  la  formule  générale  : car  cette 
formule  étant  exprimée  ainfi  p d3  x -4-  (p  " 
H—  2p’)  ixâdx  -t-  p d x 3 , & la  différentielle 
propofée  de  cette  manière  a x*  d*  x (3  ax  * + 
2.bxl)dxddx-+-2bxdx3t  ôn  trouverait  d’a- 
bord p — a x3  3c  p11'  = 2 b x.  Mais  on  pourrait 
être  embarrafle  à trouver  les  valeurs  de  p ” & 
de  p’  par  l’équation  p”  -+-  2 p1  = 3 a x 1 2 b x 

Cette  difficulté  difparoît  en  faifant  attention 

aux  équations  p”  = , & p1"  — ~~  qui  doi- 

d x dx 

vent  avoir  lieu  lorfque  la  différentielle  eft  inté- 
grable ou  rédudible  au  fécond  ordre  : car  puif- 
qu’on  a déja*trouvé  p = a x1 , & que  l’on  doit 

avoir  p11  — , l’on  aura  p 11  = 3 a x 1 ; & par 

' d x 

conféquent  2 p 1 ?=  2 b x1  &.  p1  = bx\  On  peut 
appliquer  *ces  réflexions  à tous  les  cas. 

Si  l’on  fuppofe  que  la  fécondé  différence  dix 
foit  confiante  , d J x fera  = o , & la  formule 
générale  deviendra  ( p1’  •+■  2 p1  ) dx  ddx  — {— 

p111  dx3 , & l’on  aura  les  équations  p 7"  = — ; 

iip11—^-.  Dans  cette  même  fuppofition  la  diffé- 
rentielle précédente  fera  (3  ax1  + 2 b x 1 ) dxddx 
-+-2  b x dx3.  En  la  comparant  avec  la  formule 
générale  , on  a pm  = 2 b x , & p1]  2 p1  ~3a.x\ 

dpi 

■+-2bxli  & par  l’équation  p"’  = -JL  -,  oup11’  dx 
p=  dp1  f on  a 2 bxdx~dp]  > donc  en  intégrant. 
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bxl  — p1  > donc  2 p1  — nbxli  donc  par  l’équa- 
tion pu  -t-2p’  — 30.x  1-+-  2 bx  1 , l’on  a p,1  = 3axl. 

Mais pn=-~  , ou  p11  dx  — dp  •,  donc  3 axz  dx 

= dp  , & a#5  = p ; ainfi  l’intégrale  de  notre 
équation  fera  pddx  -+-  p 1 d x 1 — axl  ddx  -h 
b xz  dx1.  Il  eft  facile  d’appliquer  cette  méthode 
à une  différentielle  du  quatrième  ordre  ou  d’un 
ordre  plus  élevé  , pourvu  qu’il  n’y  ait  qu’une  feule 
variable. 


iyp.  On  a fouvent  befoin  fur -tout  dans  les 
queftions  de  max^mis  & minimis  , de  fuppofer  une 
différentielle  égale  à O.  Lorfque  cette  différen- 
tielle eft  du  premier  ordre  & ne  contient  qu’une 
feule  variable  x , on  peut»la  repréfenter  par  pdx  ; 
fi  l’on  fait  pdx  =0,  on  aura  en  divifant  par  dx, 
l’équation  p = o , qui  fera  connoître  x.  Mais  fi  l’é- 
quation différentielle  contient  des  différences  des 
ordres  fupérieurs , on  cherchera  fi  la  différentielle 
qu’on  a égalée  à o , eft  intégrable  par  la  méthode 
qu’on  vient  d’expliquer  ; & on  l’intégrera  fi  cela 
eft  poflible  ; mais  fi  la  méthode  ne  réuifit  pas , on  la 
multipliera  par  un  fadeur  m qu’on  fuppofera  être 
une  fondion  de  x , & l’on  tâchera  de  déterminer 
m par  les  conditions  requifes  pour  que  le  produit 
foit  une  différentielle  exade. 


160.  Toutes  les  équations  du  fécond  ordre  à 
une  feule  variable  x , font  intégrables  par  cette 
méthode  : car  en  multipliant  par  m l’équation  gé- 
nérale du  fécond  ordre  à une  feule  variable  pddx  ■+■ 
p1  d x1  =0  , on  a m pddx  +-mp'  dx1  — o.  Pour 
que  le  premier  membre  de  cette  équation  foit 
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une  intégrale  exade , félon  ce  qu’on  a dit  ci- 
delîus  ( 1^7  ) , on  doit  avoir  mp'  dxz=  d(mp  )=— 
mdp  -4-  pim , & l’intégrale  cherchée  fera  mpdx=  o. 
De  l’équation  mp1  d x = m dp  p dm  , on  titre 
^=P'dx—dp=pJ_ix_dL^enlnt._ 
m p i p P 

grant,  L.m  = S.  ■ --  — L.  p , ou  L.  m -+-  L.  p =s 

S.  ü-  d x , L.  m d = S.  ^ - d x L.  e ( en  fuppofant 

p p u • 

L.  e = i ) ; doncpm=  e ’ } , & m =s 

c p’dx 

e p ; & partant  l’intégrale  cherchée  fera 

~ T~ 


S p]dx 

e p dx  = o,  & en  divifant  par  ix, 

ç p'iï 

e — p = o , fi  on  intègre  l’équation 

ç p’ dx  <;  p1  dx 

e * if  x = o,  on  aura  S.  e * p dx 
s=  C confiante.  « 

Mais  il  y a une  infinité  de  différentielles  à une 
feule  variable  & des  ordres  fupérieurs , qu’on  ne 
peut  réduire  à un  ordre  inférieur , même  en  les 
multipliant  par  un  fadeur  m. 

La  différentielle  générale  du  fécond  ordre  à 
une  feule  variable  x , peut  facilement  fe  réduire 
à la  forme  d’une  différentielle  du  premier  ordre  à 
deux  variables  x & y : car  en  fuppofant  ddx  = 
dyt  & par  conféquent  dx=  y,  & fubftituant, 
on  changera  la  différentielle  pddx  -+ -p’  dx1  en 
p d y -t-p’  y dx.  On  pourra  chercher  l'intégrale 
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de  la  transformée  parles  méthodes  que  nous  avons 
données  pour  ces  fortes  d’équations , & en  re- 
mettant enfuite  d x pour  y dans  cette  intégrale , 
elle  deviendra  une  différentielle  du  premier  ordre 
à une  feule  variable  x. 

La  différentielle  du  troifïème  ordre  à une  feule 
variable  x , quon  peut  repréfenter  par  la  for- 
mule p d 3 x ■+■  p1  d.  x d d x pv  dx*  fe  réduit  â 
une  différentielle  du  fécond  ordre  à deux  varia- 
bles x & ff  en  faifant  d-x— dd?,ddx  = d^Cc 
dx=\,  ce  qui  change  la  propofée  en  pdd%-i~ 
p1  dxdj  -+-  p"  çdx*.  Si  dans  celle-ci  on  fait  dd%  = 
du,&d^  = w,  elle  deviendra  p d u ■+.  p7  \ d % 
p11 2 d x , en  faifant  attention  que  l’on  a d x = 
On  pourra  faire  les  memes  raifonnemens  pour  une 
différentielle  à une  feule  variable  & d’un  ordre 
quelconque  qu’on  pourra  toujours  réduire  aux 
ordres  inférieurs  & même  au  premier  ordre, 

161.  A & B étant  fuppofés  des  fondions  de 
x & de  y , la  différentielle  du  premier  ordre  à 
deux  #variables  peut  etre  repréfentée  par  la  for- 
mule A dx  -4-  B dy.  En  différentiant  cette  formule , 
l’on  aura  A ddx  -4-  d A.,  d x -+-  B ddy  -4—  d B x 
d y , & en  fuppofant  que  A 7 , A ",  B B " foient 
encore  des  fondions  de  x & de  y , & que  d A — 
A'  d x Au  dy  Ce  dB  =zB’dy-{-Bvdx,  or 
aura  la  différentielle  générale  du  fécond  ordre  , & 
à deux  variables Addx  -f-  A 7dx  1 -+-  (A"-t-B  ")  dxdy 
-i-Bddy-+-  B'dy  1 , qui  fera  rédudible  au  premier 
ordre  lorfqu’on  aura  les  deux  équations  de  con- 
dition d A — A1  dx  -h  A7'  dy  t Ce  d B = B' dy 
B”  dx , Ce  l’on  trouvera  d’abord  les  deux  termes 

Addx 
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A ddx  y B ddv  Ae  la  foritiule  générale  , en  com- 
parant ceux  de  la  différentielle  propofée  où  fe 
trouvent  les  différentielles  d dx  4 ddy  ; & l’inté- 
grale de  la  propofée  fera  Ad  x + B dy.  On  s’en 
affurera  en  différentiant  cette  intégrale  , & l’on 
doit  faire  la  même  chofe  quand  il  s’agit  des  dif- 
férentielles à une  feule  variable  : car  fi  l’on  ne 
retroiivoit  pas  la  différentielle  propofée , là  pro- 
pofée ne  ferait  pas  intégrable , du  moins  dans 
l’état  où  elle  eft; 

Soit  1 équation  a x1 y ddx  -+-  2 dyxdx 1 4* 
(ax1-t-3b1ÿ1xt)dxdy  -t-  b 1 x1  y 1 d dy  -f- 
2 b b x x y d y 2 , en  comparant , l’on  a A d d x == 
ax'yddxi  donc  A =ax2y.  L’on  trouve  de 
même  B = b 1 x 3 y 1 ; & l’intégrale  cherchée  À d x! 

H-  B dy  eft  = axzydx-+-bz,x)  y1  dy.  En  effet  erl 
différentiant  cette  intégrale  , on  retrouve  la  dif- 
férentielle propofée.  . 

Si  dans  la  différentielle  Adx-+-B  dy  an  âvoic 
fuppofé  dx  confiant,  dans  ce  cas  l’on  aurait 
ddx=  O , &la  différentielle  générale  du  fécond 
ordre  en  effaçant  le  terme  A ddx,  devlendroifi 
A ’ d x ~ -+-  (A  " B ")  dxdy  ^ B d dy  -+-  B ' dy 
Cette  formule  fera  rédudible  à une  différentielle! 
du  premier  ordre  A d x -+-  B d x , lorfqu’ori  aürsl 
les  deux  équations  de  condition  d A ■=  A’  dx  4* 
A ” dy  j & d B = B ' d y -f.  B 11  dx.  En  compa* 
tant  la  dernière  formule  générale  avec  Une  dif- 
férentielle propofée  dans  laquelle  d x feroit  Conf- 
iant, on  trouvera  facilement  la  valeur  de  B,  & 
par  la  compataifon  du  terme  A7  d x 1 avec  fort 
correfpondant , on  aura  la  valeur  de  A7*  On  in- 
Joint  IV,  Ce 


Digitized  by  Google 


402  Cours  de  Mathématiques. 

tégrera  la  différentielle  A1  dx , en  regardant  x 
feul  comme  variable  , l’intégrale  fera  = A , & 
en  fubflituar.t  les  valeurs  de  A & de  B dans  la 
différentielle  Ad  x -4-  B dy  , on  aura  l’intégrale 
cherchée  , pourvu  qu’en  différentiant  de  nouveau, 
l’on  retrouve  la  différentielle  propofée. 

Soit  la  différentielle  2ayxdx 1 -+-  (ax1  ■+■ 
- b x2  ) d x d y 1}  x 3 d d y.  En  la  comparant  avec 

la  dernière  formule  générale  , on  trouve  B'  = O , 
c’efl-à-dire , on  trouve  que  le  terme  correfpcn- 
dant  au  terme  B 1 dy1  manque  ; on  trouve  auffi 
B_.fr  x3  & A’  = 2 ayx;  donc  A'  d x = 2 ayxdx , 
& en  intégrant  dans  la  fuppofmon  de  y confiant, 
on  trouve  A =1  ayx  x ; donc  l’intégrale  fera 
a y x*  d x.^-b  x } dy  -+-Gdx  qui  efl  exade , car 
en  différentiant  cette  intégrale,  on  retrouve  la 
propofée.  On  ajoute  C d x , parce  que  ce  terme 
peut  avoir  difparu  en  différentiant  dans  la  fup- 
pofition  de  d x confiant  ; C efl  une  confiante  ar- 
bitraire qu’on  détermine  parla  nature  du  problème. 

Comme  cette  matière  efl  très-intéreffante,  nous 
croyons  devoir  encore  ajouter  quelques  obferva- 
tions  en  faveur  des  commençans. 


Soit  V une  fondion  de  deux  variables  x 8c y; 
de  manière  que  l’on  ait  d„V  = Adx-+-  Bdy  8c 
ddV— Addx-+-2Cdxdy-t-T)dx1  -+-  E dyz 


-I-  B d d y.  Il  efl  vifible  qu’on  doit  avoir  les  qua3 

1 ...  (d  A)  (dti  ) n 

tre  équations  de  condition — - — = 

* ? à y dx 


(d  A) 

dx 


(d  B) 

dx 


(d A)  . 

dy  * 


> 
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r?  j (d  A) 

t,  dy  , on  aura  ■ • 


D, 


Car , félon  ce  qu’on  a dit  ci-deffus  ( 88  ) , fi  d V — ■ 

A d x h-  B d y , on  doit  avoir  = ^ ^ } } 

dy  d x 

biais  d1V  — Addx-\-dAdx-+-  B ddy  -t-dB.dy» 
Faifant  d A = D d x + C dy , 8c  dB  — Md  x ~i~ 

(dA) r (d B) 

dy.  ~~  * d~ 

E.  Mais  (l  A2  = té*)  ; donc 

cy  dy  ix 

C = M,  &iiB=;  Cia’-t-E  dy,  Subfiituant  le3 
valeurs  de  d A 8c  d B , il  vient  d d V — : A d a x -f* 
2 Cdxdy  -j-  D dx  1 -{-Edy^-f-Bddvi 

Corollaire.  Donc  une  différentielle  â deux 
Variables  dans  laquelle  on  ne  luppofe  aucune  dit 
férence  confiante  aura  une  intégrale  finie  fi  l’on 
a les  quatre  équations  de  condition  dont  on  vient 
de  parler  * & ion  intégrale  du  premier  ordre  fer.1 
A dx  —J—  B dy  , en  ajoutant  une  confiante* 


Si  l’on  profiofoit  donc  d’intégrer  la  formulé 
d dy 


xdxdy  j tydx * 
x 1 x‘ 


d dx 


— * * en  cdtfi* 

x*  ' 


parant  cette  différentielle  avec  la  formule  A ddx  h- 
a.Cdxdy-i-Ddxz  ■+.  E dÿ  * B ddy  ( H ) f 

on  trouvera  A = — D = 22 ,C^= — - — , 
J..  Donc  <-!*>==  — ■ 

X 


o,  B = 


<?B  C ==?— 

x 1 dy  dx 

GC  A 
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1 (d  A) (d  B),  (dA) 2y  =p. 

je 2 ci)'  dx  ’ dx  x i ’ 

(dB) 


<7 


o = E.  Ainfi  la  propofée  a une  inté- 
grale  finie  ; la  première  intégrale  eft  A dx  4* 

_ — ydx  -f-  xdy  • , 

d y ' x 1 

A l’égard  de  la  fécondé  intégrale  , il  eft  fa- 
cile de  voir  qu’elle  eft  égale  à la  fradion  plus 
une  confiante  c. 

Si  une  des  différentielles  dx,dy  eft  fuppofée 
confiante,  dans  ce  cas  l’on  aura  ddx  = ot  ou 
ddy  =*  o ; doncon  aura,  ou  A,  ou  B = o , & par 

conféquent  on  ne  fauroit  avoir  ==  . 

* dy  d x 

Si  l’on  fuppofe  ddx  = o , & qu’on  efface  le 
premier  terme  dans  la  formule  H , on  aura  la  for- 
mule 2 Cdxdy  E dy1  -+-D  dxx+Bddy.  Mais  1 

^Dîdonc^^—  =Ddy,  & S.  D d x = A 

d x 

-f-G,  G étant  une  quantité  qui  peut  contenir  une 
fon&ion  de  y , parce  qu’on  fuppofe  y confiant 

dans  - Pour  connoître  G , on  fera  attention 

dx 


a 


l’équation  ^ ^ ^ = C , qui  indique  qu’on  doit 

ajouter  à A une  quantité  G qui  donne  ^ ^ ) = C. 

Si  cette  équation  a lieu  fans  qu’on  foit  obligé  de 
rien  ajouter  à A,  dans  ce  cas  on  n’ajoutera  rien  à la 
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quantité  A.  On  doit  enluite  examiner  fi  les  trois 
autres  équations  ci-deffus  peuvent  avoir  lieu. 

Soit  propofée  la  différentielle  2 a d x iy  -f* 
a xddy  2 b d x comparant  cette  différentielle 
avec  la  fprmule  H , je  trouve  D ==  zb , C = a , 
E = o , B — ax.  On  a donc  S.  D dx  = 2 bx  -+-  G , 

mais  —A—  = o = C,  ce  qui  eft  abfurde.  Afin  donc 


que 


dy 

(d  A) 

dy 


devienne  = C — a , on  doit  fuppofer 
G — ay,  & A=z2b  x + ay. On  a enfuite -A 


(d  A) 
d 


d x 

& ■ j"  = O = E.  AinG  la 


y ' -dy 

différentielle  propofée  réfulte  de  la  différenciation 
d'une  quantité  finie.  Ajoutant  donc  11  la  propo— 
fée  la  quantité  A ddx=  (2  b x -4-  ay)  ddx  , 
fon  intégrale  fera=  (zbx  — b-  ay)dx-l-axdy-t-g 
confiante. 

Il  eft  bon  de  remarquer  que  la  quantité  g doit 
renfermer  dx  lorfqu’on  a fait  cette  différentielle 
confiante  , mais  elle  contiendra  dj  lorfqu’on  aura 
fait  d d y = O. 

Soit  la  formule  A ddx  -4—  2 C dx  d y H—  D d x 
.4—  Edy  1 H—  B ddy  , dans  laquelle  on  n’ait  pas 

A - = « Suppofons  que  l’intégrale  de 

la  propofée  foit  = A dx  -4-  B d y ( en  ajoutant 
une  confiante  ) , dont  la  différentielle  d A.  dx  -4— 
A ddx  H-  B ddy  -J-  dB  , dy  (T)  doit  être  égale  à 

G c 3 
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la  propofée.  C’efl:  pourquoi  je  fais  d A = D d x 
H-  dy , & d B •=  M dx  -+-  E dy  j doù  je 

. (tk)  ^ (dk)  XT  ( dB) 

m ~ =P*-7J-=n >-7F  = m * 

f ' - = E,  Car  dans  ce  cas  l’on  ne  peut  pas  • 

* * " c ^ ^ ^ 

faire  N = M,  .puifqu’on  ne  fuppofe  pas  ^ j y " 

c=  Subftituant  les  valeurs  de  dA  & de  dB 

que  donnent  ces  équations  dans  la  formule  T , il 
yient  A ddx  -f-  N dy  dx  -f-  D d x 1 — t-  M dy  dx 

H-  E dy  2 H-  B ddy , quantité  qui  ne  peut  être 
égale  à la  différentielle  propofée  qu’autant  que 
l’on  aura  M H—  N = 2 C.  Si  les  deux  différen- 
tielles d d x , ddy  s’y  trouvent  l’intégrale  fera 
très- facile  à trouver  ; car  pour  avoir  lieu  il  fuffit 

, . 0 n»  . xr  (dB) 

quon  ait  2 C = M -h-  N = — ^7 1— 


(dB) 


< Si  ces  équa- 


si  ‘Ra- 
tions ont  lieu  l'intégrale  fera  A d x — f-  B dy. 

Mais  l’intégration  fera  bien  moins  facile  Ci  ddx, 
ou  ddy  manquent  , car  alors  ou  A , ou  B ne 
font  pas  conftans.  Si  ddx  manque,  la  difléren- 
|ientielle  aura  la  forme  D dx2  H—  a C dy  dx- f- 

Edy^Bddy.  MaUïC  =Æ)+^y(P)i 

. ^ (dB)  (ik)  A . , 

donc  2 C -r-  < Ayant  trouvé  par  le 

ççipyen  de  cette  équation  la  valeur  de  , l’ayant 
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multipliée  par  d y & intégrée  dans  la  fuppofition 
de  x confiant , on  aura  A -H  G.  Mais  parce 
que  dans  cette  intégration  on  a fuppofé  x conf- 
iant , il  peut  fe  faire  que  G foit  une  fonétion 
de  x ; c’efl  pourquoi  il  faut  trouver  de  nouveau 

la  valeur  de  A par  Téquation  D = — - ■ - , ou 

S.  D d x = A j en  regardant  maintenant  x comme 
variable.  Si  ces  deux  valeurs  de  A ne  font  pas 
les  mêmes  , on  doit  les  ajouter  enfemble  , afin  d’a- 
voir la  valeur  de  A corrigée.  Si  2 C ne  renferme 

pas  , l’équation  P de  condition  n’aura  pas  lieu* 

(J  B) 

Enfin  l’on  doit  avoir  E = -jy  s & alors  l’in- 
tégrale cherchée  fera  A d x B d y gd  x 

(en  écrivant  g dx  au  lieu  de  g). 

Soit  propofé  d’intégrer  la  différentielle  2 a x d x 1 

b x1  d y 1 — zby  x d x dy  —H  2 cy  dy  dx  — 

b x1  y d d y , dans  laquelle  on  fuppofe  dx  conf- 
iant , on  aura  D = 2 a x , — b x1  = E , 2 c y 
. — . 2 byx  ==  2 C *=  M -+-  N , — -b  x1  y = B. 


Mais 


(éB) 

dx 


= — 2 b xy  ; donc  le  terme  ~ 


(dB) 


x 


fe 


trouve  renfermé  dans  2 C,  & de- là 

*4--  ^ =r=  2 cjy  , & A = S.  2 cydy  -+~  G 
b==  cy 1 G.  Mais  S.  T)  dx  = A — a x1  ' j 
donc  A = ax*  -4-  c y *.  Enfin  on  a 

* Ce* 


= 2 C 
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b x%  = E ; donc  l’intégrale  cherchée  eft  ( ax 1 -H 
çy1  ) 4x  — b xz  ydy  H—  gd  x. 

Pour  faire  mieux  comprendre  aux  commen-r 
fans  l’artifice  de  la  méthode  que  nous  venons  de 
développer , foit  l’équation  (a,  — f-  bx”)  x1  ddy  -+- 
(c  xdxdy  -+-  (g  -t-  hx”)ydx  2 ==0, 

On  aura  donc  B = ( a bxn)  xx  s (c~+-fx’)x 
==?C;D  = (g  -i-  hx”)  y , ScE  — o.  On  trouve 

à la  vérité  -jj  = O = E , ce  qur  indique  qu’on 

peut  donner  aux  coefficiens  a,b  t c , Sic.  les  va-* 
leurs  convenables  pour  rendre  la  propofée  inté- 
grable. 'Mais  l’on  a S.  D à x = A = ( g x ■+. 

A**-*  \ . t • j (JB)' 

j )y  i ce  qui  doit  donner  2 C = 

/j  a \ 

-t-  -j—  =s=  2 a.  x -H  (n  +2  ),b  x”*  1 — f- 

a y - 

h x 1 

g x ■+■ n j . = c * -+-  /•*■’’  . Pour  que 

çette  équation  ait  lieu  , il  faut  qu’on  ait  c = 

8 » f = ( n-f- 2 ) . b h — . L'a  fubfiir 

/z  -H  1 

tution  étant  faite  , l’équation  propofée  devient 
(a  + b xn)xz  ddy-t- (2  a-*- g -4-(n  -t-2)  . bx" 
h x n \ 

-h  ~ — -J  xdxdy-f-  (g-+.hx”)ydxz  =Oj 
donc  l’intégrale  fera  A dx  -t-  B dy  =s=  ( g x -*f*» 

) ydx  -i-(a  -t-bx")  x * dy+C!  dx=Qi 

dans  laquelle  fi  C;  =0,  il  fera  façile  dç  féparer 
Jçs  Y^riablçs. 
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Si  Ai  x -+.  B d y = o eft  fufceptible  d’uno 

intégrale  finie  dans  l’état  où  elle  fe  trouve  ; c’efK 

\ j • r » , • • (rfA)  (/JB) 

a- dire  fi  Ion  doit  avoir  — j ' ===  —, , ou 

dy  d x 

hxn~¥~'1 , _ , . _ , 

g a- h-  — — — =*=  (n  + 2)  , bx +2«r  ; 


ou  g: 


n ri-  l 

-2a, 


( n ■+•  2 ) . b , il  ne  fera 


pas  difficile  de  trouver  les  valeurs  de  c & de  f, 
qui  étant  fubflituées  dans  la  propofée  la  rendront 
fufceptible  d’une  intégrale  finie. 

Soit  A dx  + B dy  4-  D , la  différentielle  générale 
du  premier  ordre  & à trois  variables  A , B , D étant 
des  fonéfiorts  quelconques  des  variables  x t y , (.  Si 
l’on  différéntie  cette  formule , on  trouve  A adx  — f— 
dA.dx-i-Bddy  -+-dB,dy  —h-  dD , d^-i-'Ddd^  (H), 
Suppofons  d A = A1  dx  -f-  A”  dy  — f—  A"'  d % , 

( enfaifantA;=^  *;  Av  = ^iA”’=* 

\ H*  d\ 


W 


dV> 


dx  ' dy 

S^)  ,dB  = B'd*  B”dy  -h  B1 

? - (dBV  , 

dx)’ 

D ” dy  -4-  D 1,1  d\y. il  n’eft 


en  faifant  B’ 


.,2021 , B”  = ^—2,Bw 

dx  dy 


( 

$c  dD  = D f dx 
pas  difficile  de  trouver  les  valeurs  de  D' , D”,  D,',« 
Si  l’on  fubftitue  dans  la  formule  H les  valeurs  dç 


Cette  expreflîon  marque  la  différentielle  de  A prife 
en  faifant  varier  feulement  x & divifant  le . rçfulta; 


par 


dx. 
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dA,dB,dD,  qu’on  vient  de  trouver,  il  vien- 
dra A ddx  -+-  A ' d x 1 h—  (A”  H—  B 1 ) dxdy 
-4-  ( A ?"  -h-  D 1 ) d x d%  -4-  B ddy  -+-  B"  dy  1 
(B "»  -t-  D") dydi -+-D%h- D'"  di * (P). 
Si  on  fuppofe  une  des  différentielles  confiante  , 
on  effacera  dans  la  formule  P le  terme  où  fe 
trouve  la  différence  de  cette  différentielle  ; ainfi 
fi  l’on  fuppofe  d x confiant , l’on  aura  ddx  = o , 
le  terme  A ddx  difparoîtra,  & le  relie  fera  la 
formule  générale  convenable  à la  fuppofition  de 
d x confiant, 

Soit  la  différentielle  du  fécond  ordre  à trois 
variables  avec  leurs  premières  différences  auffi  va- 
riables ax3yzddx  — f—  j ay2x2dx 1 -4— 
( zax3  y- +-  b{ 1 ) dxdy  — f—  bx^2  ddy  *4-  2 bx^dyd^» 
En  comparant  cette  différentielle  à la  formule  P , 
on  trouve  A x 3 y 2 , B =bx%_2  & D ==o; 
donc  l’intégrale , s’il  y en  a une  , doit  être  A d x 
— B dy  = ax1  y 1 d x -4—  bx^2dy.  En  effet 
en  différentiant  cette  intégrale  , on  trouve  la  dif- 
férentielle propofée. 

Il  eft  aifé  de  voir  comment  on  peut  trouver 
des  formules  générales  pour  les  différentielles  des 
ordres  fupérieurs , à deux , ou  à un  plus  grand 
nombre  de  variables  pour  en  déduire  les  inté- 
grales des  différentielles  d’un  ordre  quelconque. 

162.  L’on  peut  auffi  en  introduifant  à la  place  de 
la  plus  haute  différentielle  de  chaque  variable 
une  différentielle  moins  élevée  d’une  unité , ré- 
duire la  propofée  à une  différentielle  d’un  ordre 
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inférieur,  pour  l’intégrer  enfuitç  par  le?  iegle| 
qui  font  propres  à cet  ordre, 

Soit , par  exemple  la  différentielle  du  fécond 
ordre  A d x 1 —J—  A 1 d x d y —I—  B ddy  B'  dy 1 , 
enfaifantddjy  = & par  conféquent  dy  = «, 

& d x = c confiante , on  la  réduira  à la  forme 
A c dx-+~  A 1 cdy  4-  Bd  u -4—  B ‘u  dy , différen- 
tielle du  premier  ordre  à trois  variables.  On 
cherchera  par  les  méthodes  ci  - deflus  l’intégrale 
de  cette  différentielle  ; fuppofons  qu’elle  foit 
trouvée , on  y remettra  d x au  lieu  de  c , & dy 
au  lieu  de  u,  & l’on  aura  une  différentielle  du 
premier  ordre  à deux  variables  x & y qu’on  tâ- 
chera d’intégrer  de  même.  Si  la  propofée  renfer- 
moit  d d x , on  feroit  d d x = d ^ , ou  d x = ^ , 
& l’on  parviendroit  encore  facilement  à une  dif- 
férentielle d’un  ordre  inférieur.  Au  refte  dans 
les  équations  des  ordres  fupérieurs  au  premier , 
on  peut  fuppofer  à volonté  une  première  diffé- 
rence confiante,  & nous  allons  donner  la  méthode 
de  rendre  une  des  premières  différences  confiantes , 
& réciproquement  de  rendre  variables  les  pre- 
mières différentielles  dans  les  équations  dans  lef- 
quelles  on  auroit  fuppofé  une  confiante. 

Soit  A dx  1 — f—  B dxdy  -4-  C dy  1 + iày  = o i 
une  équation  différentielle  du  fécond  ordre  & à 
deux  variables,  dans  laquelle  la  première  diffé- 
rence dx  e. fl  fuppofée  confiante.  Pour  la  ramener 
à une  différentielle  qui  ne  renferme  aucune  dif- 
férence confiante , je  divÆfe  la  propofée  par  dx 

afin  d’avoir  A d x -f-  dy  ~-ir  —-j~ — H"* 
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D.  d(  dy  ) __  ^ JJ  qU’^  caufe  de  dx 

a x 

confiant,  l'on  peut  mettre  ^ ^y)  au  pieu 

dx 

de  ^dAiZ,  Si  l’on  veut  que  d x foit  variable , on 

d X 

aura  alors  en  diflérentiant , d ( = 

'dx  s 

dxddy-r—  dyddx  „ ,,,  . r . 

• , Sc  1 équation  le  changera  en 

celle-ci  , A dx  B d y -4-  — — H 

J dx 

U /àtxddy  — dyddx rN  . -,  ,.r 

■ C 'dx~t- ) ==  °»  ^U1  na  aucune 

férence  confiante.  Si  on  vouloit  faire  varier 

d x Sc  rendre  dy  confiant , on  feroit  D d 

D.  ( — » en  ^çant  le  terme  dxddy  , 
à caufe  de  ddy  = O, 

Soit  l’équation  du • troifième  ordre  ad  x 3 — H 
bdxz  dy  ~\~c  dy1dx+  Ddy 3 4-  e dx  ddy  -f-  fdy  ddy 
-4—  gd  1 y = o , dans  laquelle  d x efl  fuppofé 


■4-gd  3 y = o , dans  laquelle  d x efl  fuppofé 
confiant.  En  divifant  par  d x 1 , l’on  trouve  ad  x 

, . c dyz  Ddy 1 e ddy 

*+-  b dy  / -h-  » j—  H— 

J dx  d X*  d X 

fdy ddy  . g d1  y , , . . r 

—i — — -4-  = o , qu  on  peut  écrire  ainli 


a d x bd  y H-  ^ H-  e i (£) 

Si  fi  dans  cette  équation  on  fait  tout  varier  dans 
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les  différenciations  indiquées  par  la  lettre  d,  on 
aura  une  équation  du  troifième  ordre  fans  aucune 
première  différence  confiante;  & fi  dans  lester*, 
mes  affe&és  du  figne  de  différenciation , on  fup- 
pofe  dy  confiant  te  dx  variable  , on  aura  une 
équation  dans  laquelle  c^y.fera  confiant. 

On  peut  faire  les  transformations  précédentes 
par  le  moyen  de  quelques  fubflitutions  qui  peu- 
vent être  d’un  grand  ufage.  Soient  x te  y les  va- 
riables de  l’équation  propofée  , on  introduira  une 
nouvelle  variable  p en  fuppofant  p d x = dy  ; on 

fait  de  plus  qdx  ==  d p , rdx  =dq,  ou  p = , 

q = tL.  r = &c. , d x étant  confiant. 

dx  dx 

Si  on  veut  maintenant  que  dx  te  d y foient  va» 

• _ ^ dxêày  — dvddx 

rialries,  on  aura  en  différentiant,  dp*=  ^ X'Z  » 

& par  conféquent  en  divifant  cette  valeur  de  dp  par 
dx  te  différenciant  de  nouveau , l’on  trouvera  dq  =» 
dx1diy — $ dx  d d x d dy  -h  j dy  d dxz  — dx  d y à s x * , 

d x * ’ 

te  ainfi  de  fuite.  Soit , par  exeînple , la  différen- 
tielle ~J~T  5 dans  laquelle  dx  a fl  fuppofé  conf- 
iant. En  faifant  p dx  ==  dy  , dp  qdx,  elle 
fe  change  en  q x , te  en  fubflituaflt  la  valeur  de  q 

elle  devient  = j—  — — . différentielle  qui 

a x* 

ne  contient  plus  aucune  différence  confiante. 

Soit  la  différentielle  - — TT~~  ^ans  la(luelle 


* L’cxpreflion  ddx1  marque  le  quarré  de  ddx. 


/ 
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avec  la  propofée.  Si  cela  arrive  , l'équation  ren- 
ferme un  rapport  déterminé  entre  x &:  y j dans 
le  cas  contraire  ce  rapport  eft  vague:  car  i!  tft 
vifible  quil  eft  libre  de  fuppofer  contante  telle 
différentielle  que  l’on  voudra  » & qu’en  différen- 
ciant deux  fois  de  fuite  , par  exemple , dans  cette 
fuppofition  une  équation  finie  entre  x & v , le 
réfultat  doit  donner  le  même  rapport  que  fi  fou 
avoit  fuppofé  toutes  les  différences  variables.  Soit 
l’équation  b dix  -4-  f ddy  -f-  g d x z — f—  hdydx 
-4—  k à y 1 =-  o , qui  n’a  point  de  différentielle 
confiante  , & dans  laquelle  b , / , g , h,  k font  des 
fondions  de  x & de  y.  En  faifant  dx  confiant, 
on  a f d dy  — h-  gdx 2 -4—  h dy  d x -4—  k dy  1 ==  o. 
Si  dans  cette  équation  on  fubftitue  la  valeur  de 
ddy  que  donne  la  fuppofition  de  pdx  = dy  t 8c 

qu’on  faffe  attention  que  dp  = d = 

dxddv — dyddx  . , , , . 

j « qu alors  dp.  dx  = ddy  =» 

' , dyddx  ,,  , r t n- 

qdx  = ddy  — — -, , 1 on  aura  ( en  iubltt- 


tuant  cette  quantité  au  lieu  de  ddy)  l’équation 

— 2 -+-/ ddy  ~+~  gdx 1 -4-  hdydx  -+- 

k dy2  = o , qui  ne  différé  de  la  propofée  que 
dans  le  premier  terme.  Il  faut  donc  voir  fi  l’on 

a b =*=  — . Si  oela  arrive  , l’équation  pro- 

pofée exprimera  un  rapport  déterminé  entre  r &cy  9 
autrement  l’équation  fera  abfurde.  Il  eft  donc  né- 
ceffaire,  afin  que  la  propofée  ne  foit  pas  abfurde,  que 
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l’on  ait  b+£l—  = o,  ou  bdx  -+-f  <ly  = o ; 

* \ 
or  cela  peut  arriver  de  deux  manières  , i°.  Si 

l’expreilîon  ^~Z  eft  identique  avec  b , c’eft-à- 

dire  fi  elle  eft  non-feulement  =s  b , mais  eft  ef- 
fectivement b.  20.  Si  l’équation  b dx  + fdy  =0, 
eft  l’équation  différentielle  du  premier  deairé^ui 
étant  différenciée  , a donné  la  propofée  : Dans  ce 
cas  cçtte  équation  fera  l’intégrale  de  la  propofée. 
O11  le  reconnoîtra  en  différenciant  cette  équation  ; 
car  le  réfultat  doit  donner  la  propofée# 


Soit  l’équation  fans  aucune  différentielle  conf- 
iante y y ddx  — — ■ x x d dy  + y dxz  — x dy  1 — f— 

ndxdy  = o.  En  comparant  cette  équation  avec 
la  formule  générale  précédente,  on  trouve  b =yy , 
— xx=ft  ic  l’équation  bdx-+-fdy=o  t 
devient  y y d x — xxdy  =0.  Si  l’on  différencie 
cette  équation  & qu’on  l’égale  à la  propofée  , on 
trouvera  (B)  y d x1  — x dy  * -4-  adxdy  ==? 
2 y dxdy  — 2 xdxdy.  Mais  l’équation  y y dx 

•—  xxdy  = o , donne  d y ; donc  en 

7 XX 

fubftituant  cette  valeur  de  d y dans  l’équation  B , 
& divifant  enfuite  par  d x z , il  viendra  y — 

ayy  ±yy 

XX 


y_l 

X 3 


X X 


, ou  x 3 — <-y  J + 


a xy  = 2 xyy  — — 2 x xy  ( A ).  Voyons  mainte-*- 
nant  fi  cette  équation  s’accorde  avec  l’équation 
y y d x — xxdy  = o.  En  différentiant  l’équa- 
tion A & faifant  les  opérations  nécefîaires,  on 

• aura 
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aura  ÉJ. 

dx  3 yy — ax  — xïx  + 4 xji 

autre  côté  l’équation  d y =±=  Z.^^x  donne 

fc=^-Z.  Subftituant  dans  i’équation  D tette  va- 

XX 


leur  de  , ôtant  la  fradion  , trànfpôfarît 

& réduilânt , il  vient  3 x 4 -4-  \ x*  y a x x y 
*=  3 y 4 — f-  4 x y 3 - — CLx  yy  ; d’où  l’on  tire  a xy 


= 3y 3 ■+•  xvy  — x xy  ■ 
quation  A , on  tire  a xy  ■ 


— 3 x 3 , mais  de  l’é- 
y 3 4-  2xyy  — - 2 xxy 
* — x \ Si  l’on  retranche  cette  dernière  équation 
de  la  précédente  , qn  trouvera  o = ü y 3 — * 
xyy  -+-  xxy  — - 2 x 3 , équation  qui  peut  fe  ré-, 

foudre  eh  celles-ci,  o , = y x , Sc  o =~  ->  y y 

•q-yx«+-2xx,  la  première  donne  y =*  x qui 
* « * y y d x j 

pèuf  fatisfaire  à l’équation  dy  = ■ ^ ~ j mai* 


elle  eft  incompatible  avec  l'équation  finie  x 3 — - 
y 3 -t- 4xy  = a xyy — 2xxy , à moins  qu’on 
ne  fafle  a = o*  ou  qu’on  ne  fuppofe  x & y 
conflans  : dans  ce  (fermer  cas  dx  ====  a,>  èi 
dy  «=-  o , fatisfont  à toutes  les  équations  cfiffé-* 
rentielles  à deux  variables  y St  x,  ce  qui  eft  abfürde^ 
& par  conféquerit  l’équation  propofée  eft  abfurde  ^ 
du  moine  en  fuppofant  que  a n’eft  pas  = o. 

Pour  faire  voir  fufage  des  transformation^  pre- 
cedentes t foit  propofée  l’équation  dx2  d y — — 
dy  3 =-  bdxddy-t-  x dxddy  » dans  laquelle'  orf 
fiippofe  dx  confiant,  & quori  ne  voit  pas  tout 
Tome  lVi  33  d 
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, d’un  coup  être  intégrable.  Si  nous  rendons  d x 
variable,  en  écrivant  (par  la  méthode  ci-deflus) 

dxdy — ^-==  (bdx  -fc-  xdx  )d.  î & 

fuppofant  d y confiant  dans  la  quantité  ren- 
fermée dans  la  parenthèfe  , nous  aurons  dxdy 

<—  = — ( bdx  -f-  xdx)  * d’où  l’on 

tire  dx  1 — f—  xd  d x — t—  bdd  x — — dy  2 = o , 
dont  on -trouve  facilement  l’intégrale  en  faifant 
d d x = d\  &c  dx  = \ ; car  l’équation  devient 
, x d x -4-  xdx  H—  b d x — dy  2 = o , dont  l’intéi 
grale  eft  x x + H — y dy  ==±=  o . Donc  en  remet- 
tant la  valeur  de  x & ajoutant  encore  la  conf- 
iante C dy  du  même  ordre  , l’intégrale  complette 
fera  xdx  -\-bdx  — ydy  -+-  C dy  = o,  & en 
intégrant  de  nouveau  & ajoutant  la  confiante  C' , 

on  a—  -f-bx — 2 f-  Ç?-f-  C/=s=  o. On  a fait 

1 2»  \ 

l’intégrale  dedy2  =*ydy , à caufe  de  dy  confiant. 

On  n’a  point  de  méthode  générale  pour  con- 
noître  la  quantité  qui  étant  fuppofée  confiante  , 
peut  faciliter  l’intégration  , mais  on  réuffira  fouvent 
par  la  méthode  fuivante.  É faut  examiner  s’il  y a 
dans  l’équation  , deux  ou  un  plus  grand  nombre 
de  termes  qui  foient  intégrables  en  les  multi- 
pliant , ou  en  les  divifant  par  un  faéteur  commun  ; 
l’on  fuppofera  que  l’intégrale  de  ces  termes  ainfî 
m ultipliés  ou  divifés , eft  confiante. 

Soit  l’équation  2 px*  dy*  = dy 3 -g-  dx  2 dy 
— x d y d dx  -+-  x d x d dy  , dans  laquelle  p eft 

une  fon&ion  de  x . Les  deux  termes  dx2dy 
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xdxddy  étant  divifés  par  d x , donnent  d x d y + 
x d dy , dont  1 intégrale  eft  x d y.  Suppofons  donc 
que  rdy  eft  = C conftante  , on  aura  xddy  H— 
dydx=  o,  & en  multipliant  par  dx,  on  aura 
encore  xdxddy  —i—dy  d x 1 = o ; donc  l’équation 
propofée  deviendra,  après  avoir  effacé  les  termes 
xdxddy  ■+.  dx 2 dy , & divifé  par 3.x 3 dy3  , devien- 

dra , dis-je,  p = f * . Or  l'équation 

x ddy  -i-  dxdy  = o , donne  dy  = r 


d x 


donc  p 


— xdy  2d  dy 
2x} dxdy3 
' — 2 ddy—~dydxddx 

, i 


xdyddx 


2x  1 dx dy 1 


2 X •*  aj  J 

Mais  xdy  s=a  C,  par 


fuppoGtion  ; donc  dy  = . 

—dyddy — dfâdx 

Tccix — » 0 


& p 


—dyddv  — dxddx 

cc  J 

— dy2  — dx 1 

Je2 

C7 , en  remettant  à la 


& en  intégrant , 2S.pdx 

C 1 = ~dy1  — dxz 

2 x 1 d \z  ~‘~ 
place  de  C fa  valeur  x dy.  Il  eft  aifé  de  voie 
qu’on  intégreroit  de  même  en  fuppofant  que  p eft 
une  conftante. 

Soit  l’équation  xydxddy xy  dy  d dx=s 

ydydx 2 — yydpdy1 xdxdy 1 dans  la- 

quelle p eft  une  fon&ion  de  y ; dans  cette  équa- 
tion il  y a trois  termes  x y dx  dix  -+~  ydydx 1 — 

D d 2 
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xdxdy 2 , qui  divifés  par  yydy  forment  un* 

. y x ddx  -i-y  dx* — xdxdy 
différentielle  complette  - * — : 

r y y 

dont  l’intégrale  eft  • En  prenant  cette  inté- 
grale pour  confiante  , & différenciant  , il  vient 

yx  ddx-t-ydx1 — xdxdy 

— — * — ; — — = o } donc  en  otant  la  frac* 

y y . 

tion  & multipliant  par  dy,  on  a yxdyddx  -+•  ydydx* 

• — xdxdy- =o.  En  tranfpofant  le  terme  — 
xydyddx  dans  l’équation  propofée  & effaçant  en- 
fuite  dans  le  fécond  membre  les  trois  termes  dont  la 
fomme  =0  , il  vient  xy  dx  ddy  =a=  — yydpdy 2 ; 

donc  d p = — y~£y'i’y  J ^olft  Intégrale  eft p— s 

-J-  C , comme  il  eft  évident , étant 

ydy  . y 

fuppofé  confiant. 

On  peut  quelquefois  intégrer  facilement  en  fup- 
pofant  confiant  le  produit  de  plufieurs  différen- 
tielles. Soit , par  exemple , l’équation  — === 

d d x Ifddydddy  ^ 

■Ijm  iy‘dix‘  Sl  fuPPofe  le  P™" 

duit  dyddx  confiant,  tous  les  termes  font  in- 
tégrables & l’on  a — f — ==  — — — f— 

Z dyz  dyddx 

bdiy 1 C . f 

g. — en  ajoutant  la  cont- 

zdyzddxz  7 jj  r 

y dy  » ddx ‘ 

tante  7 — de  même  ordre  que  l’intégrale» 

dy  ï ddx  p 
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164.  Pour  que  les  commençans  ne  foient  point 
çmbarraflcs  en  voulant  inte'grer  une  différentielle 
d’un  ordre  fupérleur,  nous  allons  donner  la  réglé 
fuivante  ; 

Faites  attention  aux  variables  dont  les  différences  fe 
trouvent  dans  la  différentielle  propofée  } raffemblei 
dans  une  fomme  totale  les  termes  affeâés  de  la  diffé- 
rence d'une  même  variable , en  corpmençant  par  ceux  où 
fe  trouve  la  différence  de  L'ordre  le  plus  éUvé  J inté- 
gra erfuite  cette  fomme  comme  fi  toutes  les  autres  3 

variables  étoient  confiantes  / différencie % l'intégrale 
qui  en  réjultera , en  faifant  varier  fuccefjîvement 
toutes  les  variables  qu'elle  renferme  , Gr  retranche \ 
le  réfultat  de  la  propofee.  S'il  ne  refie  rien  . l'm-  • 
têgrale  trouvée  fera  celle  qu’on  cherchoit  , en  lui 
ajoutant  une  confiante  de  fon  ordre.  S’il  y a un 
refie , regarde % le  refie  comme  une  différentielle  pro- 
pofée , Gr  fu\ve\  , à l'égard  de  ce  refie  , le  même 
procédé  3 Or  ainji  de  fuite  s' il  y a un  Jecond  tefie,  Grc, 

Ajoutes;  toutes  ces  intégrales  Gr  la  confiante  du 
même  ordre  &■  vous  aureç  l'intégrale  cherchée.  On 
pourra  fuivre  le  même  procédé  lorfque  la  différen- 
tielle fera  égalée  à o , pourv  f quelle  fait  integrablt 
dans  L’état  où  elle  efi. 

Soit  la  différentielle  x 3 y 1 d dy-F-  2 xzy  d x Jy 
2 x 3 y dy  * h—  a xy 1 d.  x 2 -f-  $xzy*  dydx  p 
dans  laquelle  on  fuppofë  dx  confiant.  On  doit 
confidérer  cette  différentielle  comme  renfermant 
trois  variables  d y,  x,  y,  putfque  ddy,  dx  Pc 
dy  font  les  différences  premières  de  d y , x te 
de  y.  Le  terme  x 3 y 1 d dy  eff  celui  où  fe  trouve 
la  différence  de  Tordre  le  plus  élevé  , dont  je 

Dd*- 
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prends  J’integrale  en  regardant  dy  feul  comme 
variable  , cette  intégrale  eft  x'^y2  dy , dont  la 
différentielle , en  faifant  tout  varier  eft  xî  y 7 ddy 
■*4“  2.  x * y d y 1 — $ y1  x1  d x dy.  Retranchant 
ce  réfultat  de  la  propofée,  il  refie  2 x'-y  dxdy 
H-  2 x y 2 d x 1 . Regardant  ce  refte  comme  une 
différentielle  propofée  à deux  • variables  y &.  x a 
on  prendra  l’intégrale  du  terme  2 x 2 y d x dy  , en 
fuppofant  que  y feul  eft  variable , & l’on  aura  , 
à caufe  de  dx  confiant  , x2  y 2 dx  , dont  la 
différentielle,  en  faifant  varier  y &cx3  eft  2x 1 y dxdy 
— t-  2 y1  x d x1  ; donc  l’intégrale  cherchée  fera 


x*  y 2 d y — f—  x2  y 2 d x —h  C d x.  En  ajoutant 
la  confiante  C d x du  même  ordre , on  n’ajoute 


pas  C dy  au  lieu  de  C dx,  parce  que  dy  ne- 
tant  pas  fuppofé  confiant , la  différentielle  de 
C dy  n’auroit  pas  été  = o , & par  conféquent 
fe  feroît  trouvée  dans  la  propofée. 


1 6p.  Il  arrive  fouvent  qu’en  ajoutant  ou  en 
retranchant  une  même  quantité  on  peut  facile- 
ment intégrer  une  écfhation.  Soit  , par  exemple  , 
l’équation  xd  dy  — y d d x = o , qu’on  ne  peut 
intégrer  dans  cet  état.  Mais  en  ajoutant  & re- 
tranchant dxdy , l’on  aura  xddy  -4-  dxdy  — ( 
yddx  — dxdy  = o , dont  l’intcgrale  eft  x dy 
—~ydx.  On  n’ajoute  point  de  confiante,  parce 
qu’aucune  différence  n’a  été  fupofée  confiante. 

Soit  l’équation  f x d dy- — fy  ddx  = b ddy 
«H—  a d d x , ajoutant  & retranchant  dans  le  pre- 
mier membre  la  quantité  fdxdy  , l’on  trouve 
f x d dy—\~  fdydx — fyddx — fdxdy  = bddy 
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-+-addx,  dont  l’intégrale  eft  / * dy  — fydx 
rr-zr.  I dy  — t—  0-d  X.  _ . 

Remarque.  Nous  n’ajoutons  pas  ici  de 
confiante  du  même  ordre  parce  que  la  propo- 
fée  ne  contenant  aucune  différentielle  confiante  , 
la  différentielle  de  cette  confiante  n auroit  pas  pu 
s’évanouir  par  la  différenciatioiî.  On  doit  faire 
attention  à cette  remarque  qui  fait  une  exception 
’ à la  réglé  ci-deffus.  _ _ 

166.  On^ut  quelquefois  par  la  multiplication 

ou  la  divifion , trouver  facilement  1 intégrale  d une 

a a y 

équation  propofée.  Soit  1 équation  -^x  1 y 

dyddy  dy 

En  multipliant  par  l’on  aura  y • 

dans  cette  équation  dx  eft  fuppofé  confiant. 
En  intégrant  & ajoutant  une  confiante  C,  , ü 

C = L.y,oudy*~t-%Cdx: 


vient 


à J 


2 dx1  L.y.  On  ajoute  une  confiante  qui 

ne  contient  point  de  différentielle , parce  qu  en 
multipliant  enfuite  par  2 dxz , l’on  a la  conftant? 
2 C d x 2 qui  contient  une  différentielle. 

Soit  l’équation  y 2 d dy  = x dx  dy  ydx  % 
dans  laquelle  on  fuppofe  dx  conftant.  En  divi- 

fant  par  y % il  vient  ddy==a~~^~~r~~  > en  écrl“ 
.an,  . au  lieu  de  la  conftoted^onc^ 

tégrant , on  aura  dy — - a y B=:  y 

Cdx,  en  ajoutant  une  confiante  & remettant  la 
valeur  des. 
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167.  Il  eft  fouveut  utile  d’employer  les  lubfti- 
îutions  pour  intégrer  les  équations  différentielles 
des  degrés  fupérieurs.  6oit,  par  exemple,  l’équation 
(y  — a),  d 3 x -4—  ( a — x),  d - y+  dyddx  —?■  dxddy 
«==  o.  Si  on  fuppofe  dy  = dx  — dp,  ou  y ===  x — p 
fr  qu’on  fubftitue  dans  la  propofée  les  valeurs  de  y, 
dy  , ddy,  d*  y que  donne  cette  fuppofition  , on 
trouvera  en  effectuant  les  multiplications  indiquées,  . 
réduifant  & tranfpofant  , i’équatio^  x d*  p -f- 
dxddp  - — pd3  x dp  ddx  ===  ad3 p , dont 
l’intégrale  eft  xddp—  pddx  ==  addp  , & en  inté* 
grant  de  nouveau  , xdp  ■—  pdx=  a dp.  Si  l’on 
vouloit  intégrer  cette  équation  du  premier  ordre  ^ 
on  le  pourroit  en  divifant  par  — p p , ce  qui  don- 

neroit  == , dont  1 intégrale 

pp  pp  ô - 

eft  JL  ==  * — (_  C = SlÎLHJl.  Mais  on  ne 

V * ~ P P 

connoit  point  de  méthode  générale  qui  indique  la 
fubftitution  qu’il. faut  employer  dans  les  différens 
ças.  L’ufage  & le  tâtonnement  feront  Couvent 
réuflir. 

t \ . . \ 

168.  On  emploie  auffi  avec  avantage  la  méthode  de 
demi-féparation  elle  confifte  pour  les  équations  des  or- 
dres fupérieurs  à difpofer  l’équation  de  manière  que  les 
différentielles  foi ent  toujours  jointes  aux  quantités  dont 
iplles  fo.ntles  différentiçllesjën  rejettant  dans  les  multiplica- 
teurs ou  divifeurs  communs  de  la  quantité  (eparée , les 
quantités  qui  empêchent  l’intégration.  On  égale  à 
une  nouvelle  variable  l’intégrale  de  la  quantité  féparçe  , 
2c  au  moyen  dé  cette  fuppbfition  on  donne  unenour 
y elle  forme  à la  propofée  jufqu  a ce  qu’on  «rive  à unp 
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gy-  1 — ■ — -■  1 ■■■■  1 

équation  intégrable,  ou  qu’on  connoiffe  que  l’on  ne 
peut  intégrer  la  propofée  par  cette  méthode.  Au  relie 
-1}  faut  quelquefois  beaucoup  d’art  pour  préparer  les 
équations,  afin  quelles  deviennent  intégrables  par  cet 
artifice.  ' 

Soit  lequation  ad?  ddy  ady  dd?  ==  dxd\x.  Je  la 
difpofe  ainli  Çjy  ~~  ==  ~Y‘  La  <luantil^ 

comprife  dans  la  parenthèfe  étant  intégrable , je  fais 
donc  L.  dy — L.d?=L.  p , ou 

4 y d ? p 

L.  = L.  p,  ou  4^-  = P > donc  cn  fubftituant  , 
dl  di 

&LxtL.  = ÊL  (A),  ouM=^(àca»fcdC, 

dx  p q q x a ' 

s==  &dp  = Donc  p = — 1-  C.  Subfti- 

d?  / a a 

tuant  ces  valeurs  de  p Sc  de  dp  dans  l'equation  A , & 
ôtant  lesfraélions,  l’on  trouve  ady  ç=  xd\  4-  Cad? 
qui  èft  l’intégrale  de  la  propofée. 

Soit  encore  l’équation  xd3y  4-  $àxdiy  — —■ 
idyddx  , dans  laquelle  on  fuppofe  ddx  confiant  ; 
Pour  la  réduire  a cette  méthode , je  la  dilpolê  ainli: 
xd  3 y 4-  d x d ày  — — 3 dy  ddx  — x dx ddy  , le  (econd 
membre  de  cette  équation  efi  intégrable.  Je  donne  à cette 

équation  la  £orme  4-  • xd4y  — 3 dyddx 

r — x dx'ddy  ; je  fais  enfuite  4-  ~ i o^L jcdiy 

caL.p,  ou  p = * ddy.  Donc  notre  équation  devient 
dp=—s  dy  ddx  — x ax  ddy  ,&  en  intégrant , p ==  xddy 
== — y ddx  — idxdy,  équation  qu’on  pourra  réduire 
au  premier  ordre  : car  on  a xddy  4-  x dxdy  -y-yddx  = o, 
& en  intégrant  encore  x à y 4 -y  d * = o , & en  intégrant 
pncore  xy  s==  C.  * ^ 


l 
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i6y.  Problème..  Une  équation  différentielle  d'un 
ordre  quelconque  étant  fuppo/ée  réductible  à un  ordre  in- 
férieur, intégrer  cette  équation.  On  s’y  prendra  comme 
on  a dit  ci-deffus  (i 64),  & afin  de  pouvoir  ajouter 
une  confiante  chaque  fois  quon  intégrera , on 
fuppofera  une  différence  confiante.  Si  cette  mé- 
thode ne  réuffit  pas , la  propofée  n’eft  pas  com- 
plette  : ainfi  l’on  peut  par  cette  réglé  trouver 
fi  une  différentielle,  ou  fi  une  équation  différen- 
tielle eft  complette  ou  non. 

Nous  allons  maintenant  donner  la  méthode  de 
trouver  le  fadeur  qui  peut  rendre  intégrable  une 
équation  différentielle  d’un  ordre  fupérieur  lorfque 
cela  efi  pollible  : nous  fuppoferons  une  des  pre- 
mières différences  confiante , ce  qu’il  eft  facile  d’ob- 
tenir en  effaçant  dans  la  propofée  tous  les  termes 
qui  contiennent  les  différences  de  cette  prémière 
différentielle. 

170.  Soit  A d dy  h-  B = o , l’équation  géné- 
rale qui  peut  repréfenter  toute  différentielle  à 
deux  variables  x & y , dans  laquelle  dx  eft  conf- 
tant  j & qui  ne  contient  d’autre  fécondé  diffé- 
rence que  d dy , avec  des  puiffances  quelconques 
des  premières  différences  dx  & dy  , A & B étant 
des  fondions  de  x , y , dx  & dy.  On  peut  écrire 

ainfi  cette  équation  A ddy 

K * ^ 

d x = o , qui  eft  la  même  que  la  précé- 
dente. On  multiplie  cette  équation  par  le  fadeur 
M , fondion  de  x , y , dx,d y pour  avoir  M A ddy 

■+“  M.  f -1-1 — dx  =5!  o (P). 

dy  dx 
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Suppofant  maintenant  que  cette  équation  eft  com- 
plexe , & regardant  y , * & d y comme  autant 
de  variables , ôc  la  différentielle  P comme  la 
même  que  celle-ci,  MA ddy  MB'dj  — I— 

M C d x = o , en  fuppofant  B 1 = — ~ — , & 


— C = , on  aura  (par  le  N*.  98),  les  trois 

, . (d.  MA)  (d.  MB’)  . {d.  MA) 

équations = , dx 

(d.  MC)  . (iMB')  (d. MC) 

^ dAJ  ' dx  Adyr 

ou  en  remettant  les  valeurs  de  B*  & de  C , les  # 

/ à \x  ® 

. (i.MA)  ( 

trois  luivantes— - — = jj- W> 

dy  d.  dy 

(i.  MA) 

d x 

("•jp 

d.y. 


dy 


dy 


-) 


d éjf  dx 

, équation  que  je  déligne  par  (b) , comme 
j’ai  déligné  par  (a)  la  première  4es  trois  dernieres. 

La  éifférentielle  du  produit  . M (B  — K) 
prife  en  ne  faifant  varier  que  dy  , après  qu’on  l’a 
divifée  par  d dy  , eft  = — M C®  K-)  "h 

JL  C^MB) L.  C d-  M-  K-  ) ; donc  la 

dy  ddy  dy  ddy 

première  des  trois  équations  ci  - dellus  devient 

(JM  A) J_,  M (B — K)  -r-X 

Ç dy*  «y 
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(d,M S ) 1 (IMK)  ( R La  feconde 

ddy  dy  d dy 

• (d  MA) 

équation  étant  la  même  que  celle-ci  L_i_ L =* 

T- . - — -r-j — -,  donne  i— — l==dx.  - — - -, 

a x ddy  ddy  a x 

Subftituant  cette  valeur  dans  l’équation  R , on  trou- 
vera après  les  opérations  ordinaires  MR=MB  — . 


, Cd.MB)  .il  (d.  MA)  , . 
dy.— — — — — -+-  dxdy.  — — - - — \-dy lK 

ad y J dx 

(H),  équation  qui  fera  connoître  R 

<Jès  que  M fera  connu.  Cette  même  équation  don* 
nera,  en  tranfpofant , la  valeur  de  MB — MR, 
ou  de  M ( B — K ) , & en  fubftituant  les  va* 
leurs  de  MK  6c  de  M (B  — K)  prifes  dans 
cette  équation  , dans  les  équations  ci  - deffus 
a & b , on  aura  les  deux  équations  fuivantes. 


["( 


(iMB) 


d dy 
(dM  A) 


(d.  M A)> 


K MH  ay 

T7 ~77 


dy  (d.MB)  , (d. MA)  , dy 1 (à MA) 


* L’expreflion  lignifie  qu  on  doit  différentier 

M B en  faifant  v aricr  feulement  dy  6c  divifer  par,  d,dy. 
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La  queflion  efl  donc  réduite  à trouver  pour  M 
une  fondion  de  x,  dx,  <jy  qui  fatitfafle  aux 
équations  T & V qu’on  vient  de  trouver , ce 
qui  n’eft  pas  facile  & nous  ne  connoiffons  point 
de  méthode  générale  pour  réuflîr. 

Nous  nous  contenterons  d’examiner  quelqües  équà- 
tions  très  - étendues  après  avoir  fait  remarquer 
qu’en  fuppofant  M = i dans  les  équations  pré- 
cédentes , on  aura  les  deux  équations  de  condi- 
tion nécefiaires  , pour  qu’une  formule  différen- 
tielle ,*ou  encore  une  équation  différentielle  à deux 
variables  x le  y avec  d x confiant  , foit  intégrable 
dans  l’état  où  elle  efl. 

171.  Soit  propofée  l’équation  du  fecoftd  ordré 
E d X 2 F dxdy  H-  G dy  1 -+-  H ddy  = o , 
dans  laquelle  dx  ed  confiant.  E,  F,  G,  H & 
le  fadeur  M qui  lui  manque  pour  la  rendre  in- 
tégrable , font  des  fondions  de  a:  & de  y fans 
dx,  ni  dy<  En  comparant  cette  équation  à la 
générale,  on  aura  A = H;  B 
F dxdy  G d y 1 ; donc  M B ME  dxz  — f— 

MFd  x dy  -4-  MG  dy  . Subflituant  les  valeurs  • 

de  A , M . B & de  B dans  les  équations  T & V i 
& faifant  attention  que  E,  F,  G , H , M ne  ren- 
ferment ni  d x , ni  dy  , l’équation  T deviendra 

(d.  M H ) __  Ç ette  vaJeur  Ç1  • ) ^tanr 

suffi  fubflituée  dans  l’équation  V , on  aura 
Fdx  + MGrf;  —dx.  — 

a x 
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[a  (MEi*+ 

dj 

équation  MG 


(A  MH) 


r2)] 


(A  MH) 


«Si  dans  la  première 
, on  différencie  en 


v 

faifant  feulement  varier  x,  & quon  divife  enfuite 

[j  é(AMH)s-| 

par  dx,  on  aura  = Al Z. Si  on 

dx  dx 

fubffitue  cette  valeur  de  ^ — r-—  dans  la  féconde 

dx 

équation  , apres  avoir  divifé  chaque  membre  par 
dx  , fe  fouvenant  que  d x eft  toujours  conf- 
iant , & qu  on  faffe  attention  que  le  dernier 
terme  de  chaque  membre  s’évanouit , on  trouvera 
(AMF)  fd.Oi.MH)]  (AME) 

~x  — Wï = ~d—  ’ rendant  par 

cette  expreflîon  qu’on  doit  différentier  M H en 
faifant  varier  x & divifer  enfuite  pnt*dxt  puis 
différentier  le  réfultat  en  faifant  varier  x & di- 

vifant  encore  par  dx.  Les  équations  ^ — 

=«(A),Wg  = 

= — — -I-  ?-^M)  font  celles  qu’il  faut 
traiter  pour  intégrer  la  propofée. 

Dans  la  derniere  équation  on  regarde  y feul 
comme  variable.  En  ôtant  le  divifeur , tranfpofant 

& dfvifant  par  M H , il  vient  — 

M H 


Digitized  by  Google 


Calcul  Intégral. 


43 1 


^-5.  Si  l’on  prend  l’intégrale  en  regardant  y feul 

comme  variable  , puifque  la  différenciation  a été 
faite  dans  cette  fuppofition , on  aura  L.  M = 

S.  — L.  H -t-  L.  p , L.  p eft  une  fonc- 

tion  de  xt  parce  qu’on  a fuppofé  x confiant  dans 

la  différenciation.  En  multipliant  S.  -5^2  par 

H 

L.  e = I , l’on  aura  S.  ^ — • L.  e == 

s.  Gdy 

L.e  **  , & l’intégrale  trouvée  deviendra  M =s 

G dy 

-E--  e ^ .Si  l’on  fubflitue  cette  valeur  de 
H 

M dans  l’équation  A & qu’on  divife  par 

e ^ , on  aura  l’équation  qui  doit  déter- 

miner p.  Mais  p eft  une  fondion  de  x fans  y ; 
donc  dans  l’équation  qui  doit  déterminer  p , tous 
les  y doivent  difparoître,  autrement  la  propofée 
ne  peut  devenir  complette  par  la  multiplication 
d’un  fadeur  M qui  foit  compofé  de  x , de  y & de 
confiantes , ou  qui  foit  une  fondion  de  x & de  y . 

Soit  2 ydx 1 ~t~  (2  x — f—  3y„v)  dxdy  — f—  2 x1  dyz 
-4-  x1  y d dy  = o , équation  qui  n’eft  pas  com- 
plette , on  aura  E = 2 y , F = 2 x -+-  3 y x , 

G = 2 * 1 , H = x1  y t S.  G^y  =a 
S.!_i?=L.yS = e L,yl  Or 

J X 1J 


1 
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"y  ^ y Z ^ 

t 'y  ==y  1 : car  L.y  \ L.  e = L;y2  $ donc 

Li = L.j2 , & =±:yzi ainfi  M— ?■?--==== 
J J x *y 

«y  • • 1 

— . Subftituant  cette  valeur  de  M & celles  de 


H,  F,  E,  dans  l’équation  A,  ou  trouvera,  en 

tranfpofant  k réduifant,  ~~~  “7“  -H 

3 yià?  i.yzp  ..  ,r2é^?  ^ , . * _ 

iÛ7  — TT  lTx'r  Esalant  a0 

la  fomme  des  termes  affeélés  de  la  même  puif j 
farice  de  y , on  aura  les  deux  équation?  — - » 

fj yp #,  izüf  , iyzp  yzddp 

X1  °»  & xdx  X1  “ dx1  Qi 

La  première  donne  — =t  ÂjLf.  ,•  & la  fécondé 
P * 


iy  zp  yzddp 

v-i  “ a v.  * — 


$ dx 


i & la  fécondé 


après  avoir  divifé  par  y * & ôté  les  fra&ions , 
donne  $xdpdx  — $pdx  2 — x 2 ddp  = o.  La 
première  équation  étant  intégrée  ^ donne  L.  p =s 
g L.  x = L.  x 3 j donc  j/  =ü  i? 3.  Cette  valeur  dé 
p fatisfait  à là  fécondé  équation  ; on  a donc  p =s 

3 & M = - ~ = xj. "Si  l’on  remonte  à la  va- 
leur de  MK  &deM(B  — K)  que  doit  dônneif 
l’équation  (H)  ci  - deflus , on  aura  MK  =» 
2 xyy  d x 1 —J—  3 x zyz  d xdy  y&M.  (B — K)  = 
2 xzydxdy  -+-  2x}ydyz  j de  forte  que  là 

firopoféé 
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propofée  étant  rapportée  à la  forme  générale 


MA  ddy  -+-  M . 


( B — K ) d y 


MK 


d X = O t 


d y dx 

devient  x} y1 d dy  H—  ( 3 xxydx  -f-  2xlydy)  dy 
(2  Xyy  dx  -f-  3*  1 y1  dy)  d. r = o , équa- 
tion complette  & dont  l’intégrale  , en  ajoutant 
une  confiante , eft  x 3 y 1 dy  — t—  x 2 y 1 d x —h* 
C dx  = o.  _ , 

Si  après  la  fubftitution  de  la  valeur  de  M 
dans  l’équation  — — &c.  tous  les  y dif- 

paroiffent  d’eux  mêmes , l’équation  qui  doit  don* 
ner  p eft  du  fécond  ordre  , de  manière  qu’il 
paroît  que  dans  ce  cas  la  méthode  ne  fait  rien 
connoître.  Mais  alors  l’équation  fera  de  cette 
forme  a dx  1 —+—  bpdx 1 -f-  cdpdx  -q~  fddp  = o * 
étant  des  fondions  de  x fans  y.  Pour 
intégrer  cette  équation  on  l’écrit  ainfi  a m d xz  ■+• 
b m pdx2  —H  ( c — k ) md  x d p k m d x d p + 
fmd  dp  =^rr o , qui  eft  la  même  que  la  précé- 
dente multipliée  par  le  fadeur  m.  Suppofant  en- 
fuite  que  m St  k étant  des  fondions  de  x fans  y, 
les  quatre  derniers  termes  foient  une  différentielle 
complette;  alors  le  premier  terme  qui  ne  con- 
A tiendra  qu’une  feule  variable  x , s intégrera  aifé- 
™ ment  ; de  plus  , cette  fuppofition  donnera  ( par 

le  N*.  8p  ) les  équations  ' 3=3 

td.(mkdr+bmrdx)]  ' (d.fm)  [A  Ç(c~ * ) m dx)  j 

ddp  * dp  ddp  » 

Tome  IK  Ë e 
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| y.(kmâf-hbmpdx)^  [V.  ( c — h)  m dx  "j 

d p ==S  s d~x  5 

[rf.(c-*)  «<?*)]  id.imvdx] 

dx  “ Tp ‘ Ma,s  Parce 

que  a,  b,  k,  m,  ne  renferment  point  p , la  fé- 
condé équation  donne  o = o , ou  eft  nulle  ; la 

première  fe  réduit  à km,  Sc  la  troi- 

a x 

fième  avec  la  quatrième,  à caufe  de  dx  confiant,  fe 


réduifent  à 

C d.fm ) 


(d.(c  — k).  m ^ 


[ x 


= bm.  De  l’équation 


km , on  tire 


f.(d.  m ) 
dx 


_=im. 


d x 

- dm  kdx  df  h 

oc  — = —y  — —y  ;doncL.  m = S.  -j  dx  — 

E.  f — f-  L.  h , h étant  une  confiante.  Donc  en 
fuppofant  L.  e = i , on  aura  m = Jj_x 

eS‘  / de  l’équation  ^ 


[V(c—  k)  m n 


bm 

4 En 


. .c,  dm  b dx  — d(c — k) 

on  tire  auement  - — = ^ 

^ m c — k 

égalant  cette  valeur  de  —y  à celle  qu’on  vient^ 

<le  trouver  ci  - deflus , on  aura  Féquation 

Idx — die  — k > kdx  — df  , ,r, 

yy = y — ; donc  bfd  x — 

f d c-j—  fdk  = (c — k ).  kdx-—  (c  — i ) df,  ou 
Ifdx — 4(c— < k)  dx-k-(c  —k)  df  — / 
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fdk  = o , équation  ^différentielle  du  premieir 
ordre  dont  dépend  la  valeur  de  k.  Suppofant  qu’on 
ait  déterminé  k par  le  moyen  de  cette  équation  , 


on  aura  m par  l’équatiort  m = 


k & m étant  fuppofés  cognus  , on  aura  p en 
mettant  les  valeurs  de  k & de  m dans  l’équation 
amdx  1 ■+■  bmpdx  J -j - (c  — k ) n;dxdp  -+•  kmdxdp  + 

fmddp  = o , & en  intégrant.  Comme  cette 
équation  doit  étire  complette , en  lui  donnant 
cette  forme  ( amdx  + b m p dx  -1—  k m d p)  d x -H 

((c  — k).  mdx  Jdp  -f  fmddp  = o , & regard 


dant  cette  équation  comme  une  différentielle 
complette  à trois  variables  , x , p , d p , on  peut 
prendre  pour  intégrale  celle  du  premier  terme 
(am  d x -+-  bmpdx  —J—  kmdp)dx,en  fuppo- 
iant  .r  leul  variable  & traitant  d x,p  & dp  dans 
la  parenthèfe  comme  confians  ; ce  qui  donne* 
pour  l'intégrale  d v.  S.  amdx  -4-  pdx.  S.  b m d x -+- 
dp  S . km  d x C d x o * , C d x étant  la 
Confiante  ajoutée.  Si  on  change  maintenant  p en  y + 
on  trouvera  aifément  que  cette  équation  fe  rap* 
porte  à la  forme  de  celle  du  ( N°.  128)  ; car  etl 
joignant  ehfemble  le  premier  & le  dernier  terme  * 
* notre  équatioh  , fera  réduite  à trois  termert 


* Il  eft  aifé  de  voir  que  le  terme  m d x peut  être 
écrit  ainfi  dx . am  , multipliant  par  dx  on  aura  dx . amdx  i 
d^nt  l’intégrale  =dx.  S.  amdx,  en  regardant  dx  qui 
eft  devant  le  figncS,  comme  confiant. 

3£  e'2 
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On  aura  donc  la  valeur  de  p : ainfi  l’équation  E d x 1 
-4—  F dx  dy  -4-  G dy1  -h-  H ddy  =*  0,  fera 
toujours  rédudible  au  premier  ordre  lorfqu’il  ne 
lui  manquera  , pour  être  complette , qu’un  fadeur 
compofé  de  x , y {te  confiantes  , ou  de  x & y ; 
mais  fi  après  la  fubftitution  de  la  valeur  de  M 
, . (dMF)  * 


dans  l’équation 


&c.  l’équation  renferme 


des  y qu’on  ne  puifTe  faire  difparoître  fans  afTu- 
jettir  les  coefficiens  E,  F,  G,  H,  à certaines 
conditions , c’eft  une  marque  que  le  fadeur  doit 
renfermer  des  d x ou  des  dy , ou  même  des  d x 
& des  dy  à la  fois  ; alors  on  aura  recours  à la  mé- 
thode générale  (170).  On  s’y  prendra  de  même  pour 
trouver  dans  quels  cas  une  équation  différentielle 
du  fécond  degré  & d’une  forme  connue  a befoin 
d’un  multiplicateur  compofé  de  x , y & confiantes  , 
ou  de  x & dy  & confiantes,  &c. 

172.  Soit  Ai 5 ^4- B = 0 , l’équation  générale  du 
troifième  ordre  & à deux  variables  x ècy  dans  la- 
quelle dx  eft  fuppofé  confiant.  Suppofons  que  M 
fondion  de  x,y , dx , dy  , ddy  & de  confiantes,  eft 
le  fadeur  qui  peut  rendre  intégrable  cette  équation, 

B— K 

on  pourra  l’écrire  ainfi  M.  — — ddy+ 

,,  K-H  MH  , c f 

M.  . dy  ■+*  -.ax  = o.  Suppolant main- 

tenant que  cette  équation  eft  complette  , on  aura 


(^) 

d 1 y 


K— H 


(d.  AM) 
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d x 


r,  MH  1 / B-Kn 

(J.  \ M)  __  [?'  ~7d~  J.  ( L M ~Tdy  ) _ 

d}y  ’ Ü> 


d à y d x 

C,m^)  (Æ) 


dx 
d'd  y 


_ 5 . A l’aide  de 

d x __  dy 

ces  équations  on  tâchera  de  déterminer  H , 
& M , il  eft  aifé  de  voir  comment  on  doit  s’y 
prendre  pour  les  équations  des  ordres  fupérieurs  ; 
mais  le  calcul  fera  d’autant  plus  pénible  que 
.l’ordre  de  l’équation  fera  plus  élevé. 


Remarque.  Lorfqu’on  voudra  intégrer  une 
équation  différentielle  à deux  variables  x & y qui  ne 
fera  pas  complette  , on  pourra  la  multiplier  par  un 
fadeur  M,  lequel  fadeur  pourra  être  une  fondion  p 
de  x ou  une  fondion  q de  ou  une  fondion  r de  y & 

de  x enfemble , ou  renfermer  dy  dx , ou  ddy  , 
dddy, dx7  j &c.  Ainfi  on  pourra  avoir  diflérens  ordres 
de  fadeurs  pour  les  équations  différentielles  du  fé- 
cond ordre,  tels  quep  ; pdx  + q d y î pdx 1 •+■  qdx  dy 
4 -p  dy‘  &c.  Si  la  propofée  eft  du  fécond  ordre,  on 
pourrad’abord  effayer  fi  le  premier  fadeur  p réullît, 
s’il  nferéuffit  pas  , oneffayera  le  fécond  : fi  celui  ci 
ne  réuffit  pas , on  aura  recours  au  troifième , & c. 
On  peut  voir  maintenant  comment  on  doit  trouver 
les  fadeurs  des  équations  du  troifième  ordre  & 
de  celles  qui  font  plus  élevées  ; mais  il  eft  aifé  de 
comprendre  combien  ces  fortes  de  recherches  font 
pénibles  lorfque  les  équations  font  d’un  ordre  un 
peu  élevé. 

E e 3 • 
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Dje  quelques  Méthodes  pour  intégrer  ou 

POUR  RÉDUIRE  AUX  ORDRES  INFÉpiEURS  LES 

Équations  Différentielles  des  Ordres 

SUPÉRIEURS,  LORSQU’ELLES  ONT  CERTAINES 

Conditions, 


27 $b  Soit  l’équation  ddy  =» — — — -f- 

w x 

a * dx  * g- 

r-d  3 ÿ > je  fuppofe  d*  y^tdx*  =cctdx, 

pn  faifaut  d x = c.  J’intègre  en  regardant  d x 
fomme  confiant,  & j’ai  ddy  =c2  S.  tdx=s 
dx1  S.  tdx ; fubflituant  dans  la  propofée  les  va- 
. leurs  de  ddy , & de  d * y qu’on  vient  de  trouver,  elle 

deyient  dx1  S.tdx=  xtdx 1 ■+•  ^~~*,ouen 

divisant’  par  dx 2 , S.  tdx  = + £-L,  Donc 

...  f r 

çn  différenciant,  tdx=td x-+-xd t — ---  ^ ^ 

ou  ( x ■ — d t = o ( H ) j d’où  l’on  tire 

* “ -t*  = o , ou  f * = a 5 , ou  t === 

d 3 ^ ^ 

~ 77T-?  ou2a'/  a,dx\J^-=d3 y,8ce n 
intégrant,  2a  .\^x.dx2  -4-  C dx  l=  ddy  } & 


?n  intégrant  ençore  il  vient 


2.2a. V d»*1  * 


,d*-f- 
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Cx  dx 
ajoutée 


B d x = dy , B d x eft  un  confiante 
Si  on  intégré  encore  , on  trouvera 


Çü+B,  + D=,, 

3-S  » 

Subftituant  les  valeurs  trouvées  de  ddy  & d 3 y 
dans  la  propofée , on  trouvera  après  les  opéra- 
tions ordinaires  2 a\/  a.  y x -f—  C q,cl  \^a.\/x. 
Cette  équation  doit  ^|e  identique  , & par  con- 
féquent  on  a C=  o ; donc  notre  intégrale  de- 


vient 


2.2.2  aV  a.  x 2 
~~5 


-f-  B x -t-  D ==y.  De 


l’équation  H , on  tire  encore  d t = o ; donc 
C-~y-  , ou  Cdx  3 

rf  X 3 

Bdx1 
C*1  z dx. 


çn  intégrant  t } 

d 3 y ; donc  e>n  intégrant , C xd  x 1 
ddy  : en  intégrant  encore , il  vient 


Br  dx  - 
®51-4-Da:-+-E: 


C*? 


T>dx  =c=  dy;&  enfin- 

J a-  3 

y j équation  qui  appar- 

tient  à une  courbe  du  genre  des  paraboloïdes* 
Dans  cette  derniere  équation  il  y a quatre  conf- 
tantes  indéterminées;  cependant  l’intégrale  com- 
plette  d’une  équation  différentielle  du  troifième 
ordre  ne  doit  renfermer  que  trois  confiantes  in- 
déterminées. Il  faut  donc  en  déterminer  une  par 
le  moyen  des  autres  ; pour  cela  fubftituons  dans 
la  propofée  les  valeurs  de  ddy , & d3  y qu’on 
vient  de  trouver , il  viendra  après  les  opérations 

E c 4 


Digitized  by  Google 


4*jo'  Coups  de  Mathématiques. 


• & 
ordinaires  C x -}-  B = C a-  -f—  ~T-,  Cette  équa- 

L 

tion  devant  être  identique,  fait  voir  que  B = 

t-rr-  î donc  la  vraie  intégrale  fera 
C 2*3  Z C 

H-  D x -h  E —j. 

Soit  encore  l’équation  ad3  y = . ■? — 4-’ 

1 d x 3 , on  fera  d 4 y ===  t d x , & dl  y = 
dx3.  S.  tdx.  Les  fubftitutions , en  divifant  par 
d x , 3 donneront  aS*t  dx  = x t t -h-  b . Différen- 
ciez cette  équation  pour  avoir  a tdx  = t 2 d x -f- 

, d x 2 dt  , . , 

Ctxtdt,  ou  = j*  donc  en  intégrant, 

X Q-  t 

ajoutant  L.  C au  fécond  membre  & paflànt  en- 
fuite  des  logarithmes  aux  nombres  , a — t =5 

V C . \TC  , 

-,  ovr  a J— * — = t $ donc  d4y  =ç 

V x y x ^ 

x/'C' 

dx3*  Çadx — dx  ^ ,& en  intégrant, d 3 y 

■=dx3.  ( B —t—  a x — 2\ZC.Vx)  (A).  On 
fubftituera  dans  la  propofée  les  valeurs  de  d4y, 
d 3 y , & l’on  déterminera  de  cette  manière  les 
confiantes  C & B l’une  par  l’autre , & l’on  aura 
après,  les  opérations  ordinaires  a B H—  a 1 x — « 

2 a V C.  X = a1  x — 2 a y^C.  \f  x + C + b , 
équation  qui  ne  peut  être  vraie,  à moins  que  «B  ne 

r f'  . L ...  r>  C — (—  b •• 


foit  ==  C + t,  ou  B = - — Après  avoir 

a 

déterminé  la  valeur  de  B en  C,  intégrons  trois 
fois  de  fuite  l’équation  A en  ajoutant  à chaque 
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fois  une  confiante , on  aura  y — I ? 

D.V1  B*’  , ax*_  2.2. 2.  a/C^ . 

équation  qui , en  fubftituant  la  valeur  de  B ==» 
C-+-  b 9 fera  l’intégrale  complette  de  l’équation 

propofée.  En  général  étant  donnée  une  équa- 
tion à trois  termes  de  la  forme  à m y = x A 4-  > 

dans  laquelle  A & B font  fuppofés  des  fondions 
de  dx  , dm‘t~  1 y & de  confiantes  , on  pourra 

l’intégrer  en  faifant  dn~1  y = tdxm^  1 > & en 
imitant  ce  qui  vient  d’être  fait  dans  l’un  ou  1 autre 

des  exemples  précédens. 

• Remarque.  Si  l’on  avoir  1 équation 

dans  le  tome  VI  de  fes  Opufcules  , page  V>°  ’ Jf 
ferais  dy  = dx  étant  confiant,  « 

qdT;  donc  = Subftituant  dans  la  propo- 


fée  les  valeurs  de  dy,diy,  d'y,  que  donnent  les 
fuppolitions , on  a la  transformée  q ^ p 
.4 - e p 3 = o > équation  du  premier  dégrc.  Si  1 on 

fait  — = i , oup'=  ??>ou  aV“' 

} a p * 1 d p — q d% 

ou  d q = 

, dr  Ip*-*-1  dp  ep*  dp 
velle  transformée  1 *"  ç* 


•4-  bpqdp 
i l’on 

1 dp  = \dq  ■+■  qdi , 

. , on  aura  la  nou- 
o; 


? ? , * r 
U fuppofant  enfin  p * 1 = U on  aura  la  dermerc  tranl- 
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c • j zi,  e1tit 

lormee  at  H — = o , équation  homo- 

? . 

gene  dans  laquelle  b1  & e;  font  des  confiantes. 

En  faifant  - = u,  la  dernière  transformée  fe  trou- 
vera toute fçparée. Or  — = — = vzq-,  donc <7=4. 

^ p a Pz  ' 

Ainfî  en  fuppofànt  dy  — pdx  $c  dx  = , ou  ce  qui 

• „ dx  ^ 

revient  au  même,  en  fuppofànt dy  — - — , & dx— — uân, 

çc  qui  donne  p = — , l'équation  fe  trouvera  toute 
fêparéc. 

Si  a -+- 1 étoit  =— - i , oua= — z,  la  folutfon  pré- 
cédente ne  pourrait  avoir  lieu  parce  que  pour  lors 
S-r'-*-1  dp  dépend  des  logarithmes.  Mais  dans  ce  cas 

. p * 

on  ferait  q =p6  ç (au  lieu  de  faire  — = i )',  & on 

? 

- aurait  la  transformée  *—  ^—L  — — ■+■  ip  fc-*-*  ?Jp 

FIT 

-hepî-*-zbzzdp=o,  qui  eft  hbmogene  fi  l’on  a 
l+i  + i ^ — i , & j -h  2 h-h  2—  — i,  du  fi  l’on 
a h = — j. 

En  général,  foit  dî  y le  premier  terme  d’une  équa- 
tion composée  de  tant  d’autres  termes  qu’on  voudra 

« ( dzy)  * dy  m dx  m z * $ -p- a.1  {dzy  ) * ' X 

dym>  dx  8cc.;  en  fuppofànt , comme ci-def- 

j 

fus,&c.  dy=pdx,8cdx  = çdp,la  tranformée  fera H 

? 

adp.pm  q ^ 1 -+•  a}  dp  ,pm' q ^ ' "+_  a &c.  = o. 

Soit  q =5  p 1 ç * , on  aura  la  nouvelle  transformée  — 
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s dp  td?  , m — ks-bts  — kt-P-zt 

~JL  i-+-adp.r  xi  ■+■ 

p ? < 

«l<l,.p®  "i',H'1,Xî'i'1+l,8îc.  =o;  équa- 


tion qui  fera  homogène  fi  m — tn-2r — ft-f-2  r= — r » 
& fi  772' J 2 r — *'  t -t-  z t = r—  ij  d’où  Ion  tire 

_ 772  — 772'  . /v  » r m m> 

facilement  J -4- t = ; & par  conlcquent  fi  ^ ^ 

eft  une  quantité  confiante  dans  tous  les  termes  , com.- 
parés  deux  à deux , la  propolée  fera  intégrable.  Dans  le 
cas  de  Inéquation  ci-deflùs  d*  y •+-  addy  . ddy  H-  &c.  = o , 
pna  m — — i ,k  = z , m'  — i }k'  = i , mu=  j , ku=o  ; 


;• — î. 


, 772  m1  „ 772  m'1  1 — } 

^nc  jzZtr=-*-u  T-i'T  = — - 

Dans  l’équation  s ■+- 1 = -j-yy-py  » on  Peut  ^uPP°-rer 

à volonté  t ou  j tout  ce  qu’on  voudra.  Si , par  exemple, 
on  fuppofe  t = o , on  fera  q = p ‘ , 

Par  la  même  méthode  fi  ddy  eft  le  premier  terme 
d’une  équation  du  fécond  ordre  dont  les  autres  termes 


fcicn  t -4-  a dyky  mdxz 


■a1  dyk'ym'  dx  1 k'  &c. 


On  aura  , en  faifant  d x — q dy  , la  transformée  * 


772  z — k 


772 


-t-a'dy.y  q 


— Jfc' 


&C.  =SO) 


— - <i  dy  . y 

Ç 772  - 772  ' 

équation  qui  fera  intégrable  fi  — — p eft  uneconftanté; 

c’eft  pourquoi  l’équation  d 2 dy  -H — -i-bydydxit-ey3dx“ 
— p,  eft  intégrable  , & ainfi  des  autres. 

174.  Problème.  Soit  l’équation • d x 3 -r-. 
dx  dy  1 = ydxddx-i-2xdyddy,  quon  pro* 
pofe  de  réduire  au  premier  ordre.  En  fuppofant  dx 
çonftant  on  auj^jr  dx  d dx  = O,  fie  la  propoféç 
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deviendra  dx3  — d xdyz  = 2 x dy  ddy.  Fai- 
fons  dy  = %dx  pour  avoir  d dy  = d^dx  & d x3 
— ^dxi  = 2xidx1d?,  ou  dx  — dx  = 

> J X l 7 $7 

zx^di  , ou~=  — dont  1 intégrale 

eft  L.  x = — L.  ( 1 — 1 2 ) -h  L.  C , ou» 
C 

s=  — — . Subftituant  dans  cette  intégrale  la 

valeur  de  £ =?  -r-  , on  trouve  x = — _.x — . 

d x dx  * — * 

Toutes  les  équations  du  troifîeme  ordre  & à 
deux  variables  dans  lefquelles  les  variables  man- 
quent peuvent  s’intégrer  par  cette  méthode. 

Soit  l’équation  d x d1  y — dx2  d d y — — dx  + 
*■4-  dy*  , dans  laquelle  dx  eft  confiant,  qu’on 
propofe  de  réduire  au  premier  ordre , je  fais  dy 
= ? dx  , ce  qui  donne  d dy  = dx  d%,  d 3 y 
= dd  idx , & la  propofée  devient  dd^dxz-h- 
dx3  d%_=  dx+  -f-  i + dx+t  ou  dd$-\-d$dx 
= dx 1 —I—  z+d  x2*  Qu’on  fafTe  maintenant  dç 
= p dx ,oudd\  = dpdx,  on  trouvera  d p —f— 

\d? 

p d x = dx  -4-  dx;  mais  dx  = ; donc 

p dp  -+-p  d%  = d f — t—  f 4 d { , dont  l’intégrale 
donnera  celle  de  la  propofée. 

En  faifant  ^ , ou  =*  $•  ,■  & en 

fubflituant  %dy  au  lieu  de  dx,  ou  \ dx  au  lieu 
de'  dy  r on  peut  fouvent  intégrer  ou  réduire  à 
un  ordre  inférieur  les  équations  différentielles  à 
deux  variables  x & y , de  quelque  ordre  quelles 
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foient.  On  fe  fert  de  la  première  fubftitution  lorf- 
que  la  variable  finie  x ne  fe  trouve  pas  dans 
Téquation  , & de  la  fécondé  fi  la  variable  finie 
y manque  dans  la  propofée.  Si  la  propofée  con- 
tient les  différences  fupérieures  ddy ,diy,d*ya  &c. 
ic  que  dx  foit  confiant , on  fuppofera  dy  = fdx, 
d’où  l’on  tire  ddy  =zdidx,dlyzî=.ddqdx,d*  y 
= d\d£,  &c.  Si  au  contraire  l’équation  con- 
tient les  différences  d d x , d 3 x &c.  & que  dy 
foit  confiant,  on  fait  dx  = j dy , dâx  *=t 
d\dy  , &c.  . 

175*.  Problème.  Intégrer  l'équation  différentielle 
à deux  variables  A dy  ” H—  B dx*  — f-  Cdym  dx 
*+-  D dy  p dx”~t  — £ dy 7 d x &c.  = 0, 

dans  laquelle  les  coeffîciens  A,  B,  &c.  font  des 
fonBions  d’une  feule  variable  x,  fi u y fir  de  conf- 
iantes , ou  c.  Si  la  variable  finie,  x ne  fe  trouve 
pas  dans  la  propofée , on  fera  dx  — % dy  ; donc 
en  fubftituant  cette  valeur  de  d x & divifant  en- 
fuite  l’équation  par  d v " , on  aura  l’équation  finie 
à deux  variables  & y , A -h~  B •*+-  * 

/ — f-  D ? -v- E ç — 1-  &c.  — o , par  laquelle 

on  tâchera  de  déterminer  en  y , on  y en  J. 
On  fubftituera  une  de  ces  deux  valeurs  dans  la 
différentielle  ^ dy  , & on  aura  ? d y r^r - R dy, 
ou  ? dy  — T d ? , R étant  une  fondion  de  y , 
& T une  fondion  de  & l’équation  dx  = ?dy9 
fera  changée  en  dx  —=  R d y , ou  d x = T d 7 ; 
donc  en  intégrant  on  aura  x =-  S.  R dy  —f-  C, 
& x S.  T d 1 ; la  première  intégrale  donnera 
la  valeur  de  x en  y a & la  fécondé  donnera  la 
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Valeur  de  x en  Mais  ? étant  |une  fon&ion  de 
y comme  le  fait  voir  1 équation  A + B{  + &c.  = o , 
on  pourra  avoir  auTi  la  valeur  de  x en  y par 
la  fécondé  intégrale  combinée  avec  4’équation  A 
H—  B i &C.  sssa  o. 

Si  y manque  dans  l’équation  , on  fera  dy  -=s 
çdx:  fubftituant  cette  valeur  de  d y dans  la  pro- 
pofée  & divifant  enfuite  par  dx“  on^ura  l’équa- 
tion Hnie  Af  ” H- B C ? D ? ? -f-  E?7  &c. 
e=  o , par  laquelle  on  tâchera»  de  déterminer  la 
valeur  de  ? en  x , ou  celle  de  x en  ? , & fubfti- 
tuant une  de  ces  valeurs  dans  \dx  , & procé- 
dant comme  dans  le  premier  cas  , on  trouvera 
la  valeur  de  x - va  y au  moyeri  de  l’équatiort 
dy  = [d  x.  * 

176.  Problème*  Intégrer  ou  réduire  aii  pre- 
mier ordre  l’équation  générale  du  Jecond  ordre  à 
deux  variables  A ddy  B dy1  -+-  C 1 dxdy—\— 


Ddx1  = ot  dans  laquelle  dx  efi  confiant  ^ & 
les  coefficient  A , B , Grc.  font  des  fondions  de 
l’une  des  variables  x , ou  y & de  confiantes  , ou  o* 
Puifque  d x eft  conftant , on  fera  dy  =r  ^ d x ; 
donc  ddy  d % d x.  Subftituant  ces  valeurs  dans 
la  propofée  & divifant  par  d x , il  vient  A d%  -4- 
B ? 1 d x C'?dx  -+-  o,  équation  dif- 

férentielle du  premier  ordre  & à deux  variables 
l & x , lorfque  y manque  dans  la  propofée.  Si 


c’eft  x qui  manque  , on  fera  dx  = . Sübfti- 


tuant  cette  valeur  de  d x , & multipliant  par  £ , 


la  propofée  deviendra  A % d%  B ? 1 d v -f- 
Ç'  \ dy  D dy  = o t équation  du  premier 
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ordre  à deux  variables  7 & y.  On  cherchera  fin- 
tégrale  de  cette  équation  par  les  méthodes  ci- 
deflus  , & on  déterminera  1 en  x , ou  en  y , ou  • 
celle  de  x , ou  de  y en  Subftituant  une  de 
ces  valeurs  dans  ç d x , l’équation  d y =?  d 3 ;,ou 

— = d x ne  contiendra  mus  qu’une  feule  variable 
? 

dans  chaque  membre  , & il  fera  aifé  d’avoir  fon 
intégrale  au  moins  par  les  quadratures. 

Si  x manque  dans  l’équ^ion  , on  peut  fup- 
pofer  d x — id  y t d’où,  à caufe  de  dx  cons- 
tant , on  tire  o = \ d d y -4-  d\d y , ou  ddy  = 

— ; donc  en  fubftituant  ces  valeurs  de  dx 
? 

& de  ddy , divifant  par  dy  & multipliant  par  % , la 

proppfée  deviendra  Ad?  — t—  B \dy  — î— 

C’  ? 1 d ^ —t—  D 1 3 d y = o,  équation  du  premier 
ordre  & à deux  variables  y & £ , qui  étant  in- 
tégrée fera  connoître  la  valeur  de  y en  ou  celle  „ 
de  ? en  y , & fubftituant  une  de  ces  valeurs  dans 
l’équation  d x = % dy  , on  aura  l’intégrale  x == 

$,  p ,y  C , par  ou  l’on  déterminera  la  valeur  de 

x en  v.  Les  memes  lubftitutions  auront  lieu  & l’in- 
tégration fe  fera  de  même  , quoique  tous  les  termes 
de  la  propofée  (oient  affedés  des  puidances  quel- 
conques de  dx  & de  dy  , ou  de  leurs  produits  : on 
voit  aifément  que  toutes  les  différent'elles  doivent 
être  homogènes  dans  tous  les  termes.  On  peuf  quel- 
quefois emnloyer  la  même  méthode  , quoique  la 
diffé^itielle  confiante  ne  toit  ni  .dx  , ni  dy  ; mais 

une  fonction  comme  y d x t \/(  dx  1 -4-  dy1) , & c* 
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ExempieI.  Soit  l'équation  pj 3 dydx*  = dxdydu 1 
-f-  y du1  ddx  — y d x dudd u , dans  laquelle  d u = 
i/'(dx1  -t-dy1)  y p étant  une  fon&ion  de  y 8c  de 
confiantes.  Si  on  prend  dx  pour  confiant  , à caufe  de 
ddx—  o , la  propofée , après  avoir  divifé  par  dx,  de-* 
viendra  p y * dydx1  = dyQu 1 — yduddu,  dans  la- 
quelle x 8c  u manquent.  On  fera  donc  du  = idx.  & 
dâu  — à\dx  ; dont , par  fubftitution  , p y * dydx1  =x 
l1  dy  dx1  — y \d^d  x^.  Si  on  multiplie  cette  équation 

par  le  fafteur  M = — , on  aura  p dy=izy~  * dy 

— y — 1 i d L'intégrale  de  cette  équation  fera  S.  pdy  = 

AL? H C = C ~^j — — > en  fubftituant 

z zy1dx1 

la  valeur  -y—  de  ?. 
a x 

Si  on  prend  du  pour  confiant , on  a ddu=:o  ; fi  de 
plus  on  fait  dx  = ? du,  8c  ddx  = didu,  1*  propose 
deviendra , en  effaçant  le  dernier  terme,  py*  dy$*  du* 

y (}y— f-y  (J  y 

x=\dy  du*  -h  y d^du*  , ou  pdy  = "ji7ï  » & .en 

i s*  du1 

intégrant,  S.  p d y = C — ^ 2-— » 
comme  auparavant. 

Exemple  IL  Soit  encore  l’équation  y y1  dydxz-h 
dudd  u — o,  dans  laquelle  p eft  une  fonftioa  de_y,  farts 
aucune  autre  variable , du±=Vr(dx1-i-dy1),  8c  la 
différentielle  y dx  confiante.  Les  variables  finies  u , 8c  x 
manquent  dans  l’équation.  & parce  que^dv  efi  conf- 
iant’, je  fuppofe  du  = \y  dx.  Donc  àaux=y  d x d%‘,  & 
par  fubftitution , p y 1 dy  dx  1 -f-j  1 £ rf  ^ d x 1 — £,  p dy 

, 8c  en  intégrant  S.  pdyxs.  — ■ — -+-  C — 

2 

C — 
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• Donc 

2 j 1 dx1  . S.  p dy  = iCytdxl  — dx*  ■—  dy* 
dj!  = ( 2 C y 1 — i — 17*  • S.pdy^dx1 , & d* 


<*jy 


, équation  dont  cha- 


’ j/(  i C y 1 — i — i j 1 • S- f <00 

que  membre  eft  une  différentielle  du  premier  ordre , & à 
une  feule  variable. 


177.  Problème.  Intégrer  V équation  diffé- 
rentielle du  troificme  ordre  ad  * y -x~  h dy  ddy  -+- 
cdxddy  -+-  f dy*  •+•  g dxdy* h d x1  dy  -h- 
k d x*  =■  o , dans  laquelle  les  varialies  finies  x 
& y manquent  à la  fois  , & d X tfi  confiant.  Oïl 
fera  dy  = %dx  ; donc  ddy  — d%dx,8cd*y  > 
dd^dx-,  donc  par  fubftitution  , & divifant  par 
dx  , la  propofée  deviendra  add ^ -+-  b ^d^dx 
H-c  dxdi  -+-fddi  g ï1  d x* h\dxz  -H 
^ d 2: 1 — O , équation  du  fécond  ordre  à deux 
variables  ? & r , dans  laquelle  la  variable  finie  a* 
manque.  On  trouvera  donc  , pat  la  méthode  du 
problème  précédent  , l’intégrale  de  cette  équa- 
tion , qui  fera  connoître  la  valeur  de  ? en  x,  Subfti- 
tuant  cette  valeur  dans  % d x j l’équation  d y =s 
j d x , aura  les  variables  fsparées , & en  intégrant 
on  aura  y $.  ? dx  -4-  C , équation  qui  fera 
connoître  la  valeur  de  y en  x. 


On  intégrera  de  la  même  manière  & par  les 
mêmes  fubftitution*  lorfque  les  puiflances  de  dx, 
dy,  ddy  , ou  leurs  produits  fe  trouveront  dans 
les  termes  de  la  propofée.  Soit  l’équation  dyddyd  }y 

—J—  2 d x dy  d dy1  < — d x1  dy 4 — % dx6 O t 

Tome  IK  F f 
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dans  laquelle  d x eft  conftant  , & qui  ne  con- 
tient aucune  des  variables  finies  x , y.  On  fup- 
pofera  donc  dy  = ffix , ce  qui  donne  dd y = 
d^dx , d*  y = dd\dx.  C’eft  pourquoi  par  fubfti- 
tution  & en  divifant  par  d x * , on  aura  3 d 3 d d 3 
-4—  2 id$z  dx  — i+dx3  — 3 dx * = o,  équa- 
tion qu’on  peut  intégrer  par  la  méthode  ci- 
deflus  (176),  en  faifant  d 3 = u d x , ddç  = 
dudx  ; car  en  fubftituant  & divifant  par  d x 1 , l’on 
trouve  iudu- 4-2  fit1  dx  — dx — 3 dx  = o , 

ou  en  mettant  — au  lieu  de  d x , & ôtant  les 

1 u 

fraéfions  , 3 u 2 du  — (—  2 u u 3 d 3 — 3*  d 3 — 3 d 3 
=3=  o , équation  du  premier  ordre  à deux  variables 

3 & u , dont  l’intégrale  donnera  la  valeur  de  u 
1 d y 

en  3.  Cette  valeur  fubftituée  dans  dx  = 

J 

donnera  x = S.  — H C.  après  l’intégration, 

par  le  moyen  de  cette  équation  , on  aura  3 en  x , 
& fubftituant  cette  valeur  dans  l’équation  dy  = 
3 d x , & intégrant , on  aura  y en  x. 

178.  Problème.  Intégrer  l'équation  du  troi - 
Jieme  ordre  Ad*  y — J—  B d x dd  y — f-  C dx*  =0, 
dam  laquelle  d x eft  conftant  b les  coefficient  A , B , 
C des  fondions  de  x b de  confiantes  , ou  o.  La 
fuppofition  de  dy=  3 dx  change  la  propofée  en 
celle-ci  A d d 3 -f-  B d 3 d x -f-  Cd* 2 = o équa- 
tion du  fécond  ordre  à deux  variables  x & 3 , dans 
laquelle  la  variable  finie  3 manque.  On  cherchera 
donc  par  la  méthode  ci-deflus  ( 176),  la  valeur 
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de  i en  x , qu’on  fubftituera  dans  1 équation  d y 
%dx  , équation  qui , en  intégrant , donnera  la 
valeur  de  y en  x.  L’intégration  fe  fera  de  la  même 
maniéré  lorfque  les  puiflances  , ou  bien  des  fonc- 
tion de  dx  , & de  ddy  fe  trouveront  dans  quelque 
terme  que  ce  foit  de  la  propofée , pourvu  que  dy 
ne  s’y  trouve  pas. 

17p.  Problème.  Intégrer  l’équation  du  qua- 
trième ordre  ad*  y bdxd  *y  -t-cix1  ddy 
— f-/ d x 4 = o j dans  laquelle  les  variables  finies 
x 6*  y manquent  * ou  dans  laquelle  les  coefficient 
a b j c j / Jont  des  confiantes  , ou  %éro  , d x étant 
confiant.  Si  l’on  fait  d y = %dx , & qu’on  fubfti- 
tue  les  valeurs  de  d + y,  d*  y , ddy  que  donne 
cette  fuppofition  , la  propofée  , en  divifant  par 
dx , deviendra  ad*  ? -+-  b d d\d  x-t-  c d\dxz  -f- 
f d x*  =r  o~»  équation  qui  s’intégre  par  la  mé- 
thode du  problème  ci-deffus  ( 177  ).  Suppofant 
qu’on  ait  trouvé  la  valeur  de  \ en  x ; en  inté- 
grant l’équation  dy  = q d x , on  aura  la  valeur 
de  y en  x. 

Cette  méthode  peut  s’appliquer  aux  équations 
différentielles  à deux  variables  du  cinquième  ordre, 
dans  lefquelles  d x étant  confiant , les  variables 
x Ôc  y } avec  les  différences  dy  , ddy  & leurs 
fondions  manquent.  On  peut  de- là  paffer  aux 
différentielles  des  ordres  fupérieurs  & trouver  pour 
chaque  ordre  les  conditions  néceffaires  pour  qu’une 
équation  foit  intégrable  par  cette  méthode. . 

180.  On  peut  auffi  ramener  plufieurs  équations 
aux  méthodes  précédentes , & cela  en  prenant  pour 

Ff  2 
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confiante  une  différentielle  telle  qu’elle  fafle  dif- 
paroître  tous  les  termes  qui  empêcheroient  l’équa- 
tion d’être  comprife  dans  la  forme  des  équations 
qu’on  vient  de  traiter  dans  les  problèmes  précédens. 

Soit  l’équation  y dx  d d x 2x  d y dd y = 
dx*  —y  dx  dy1.  Si  on  prend  dx  pour  confiant, 
on  aura  x x d y d dy  = d x * — dx  dy1  , équa- 
tion dans  laquelle  y manque  , & qui  efl  intégrable 
par  notre  méthode.  Si  on  fuppofe  dy  confiant , 
on  trouvera  une  équation  fans  x qui  fera  encore 
intégrable. 

On  peut  auffi,  par  des  fubflitutions  , rame- 
ner plusieurs  équations  à notre  méthode. 

Soit  l’équation  x'ddx  = y dd  y —J—  dyx  — f— 

y 1 dy1 , en  fuppofant^  dy  = d ou  = £, 

on  aura  y d dy  -4-  dy  1 = d d i , & l’équation 
propofée  deviendra  x • d d x = d d 3 -4—  d % 2 , 
équation  dans  laquelle  la  variable  finie  3 ne  fe 
trouve  pas  , fi:  qui  efl  intégrable  par  la  méthode 
du  problème  ci-deffus  ( 176  ). 

181.  Lemme.  e étant  le  nombre  dont  le  loga- 
rithme hyperbolique  efi  = I * fi  on  fait  x = ehu  * 
h étant  une  confiante  u variable  , on  aura  d x =3 
hehmdu , d d x = (d  d u-+-k  du1)  , d3  x 
==  hehH  (d*  u H—  3 h du  d d u —J—  hhd  u*  ) 
Puifque  x=eh •*,  on  aura  L.  ■r  = L.e‘’"  = 
h u . L.  e = feu  ; donc  en  différenciant,  d.  L.  x 

d x , 

ou  — = fe  du  \ d x s=  h x du=.  heh*  du',  fie  en 

X 

différenciant  encore  ,ddx*sh  xddu  Hh*  h dx  du 
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= h eh*  ddu-4-  h h e*"  d u *=e=  hehu ( d d u-+- 
hdu1)  , & ainfi  de  fuite  ; donc  &c. 

J 

182.  Corollaire  I.  Si  on  fuppofe  dx 
confiant  ou  ddx  = o , on  aura  d d u = 
— h du  \ 

183.  Corollaire  1 1.  Si  on  fuppofe  y 

= e * w t ,k  étant  confiant  & t variable  , il  viendra 

j , ku  . ku  . , ku  , ku  , 

dy  = t de  — f—  e dt  = kte  du-+-e  dt 

k u 

«=  e ( k t d u— H dt)  , 8c  en  prenant  les  fe-i 

condes  différences  on  trouvera  d d y = e ^ u X 
( k t d d u | k k t d u1  2 k dt  d u — }—  d dt). 

184.  Corollaire  III.  -Si  dans  une  équa- 
tion à deux  variables  x 8c  y , on  fuppofe  x == 

e h u & y ==  ut,  & qu’on  fubftitue  les  valeurs 
qu’on  tire  de  ces  fuppofitions  à la  place  de  x , 
y , dx,  ddx,  dy  , ddy , &c.  L’équation  fera 
transformée  en  une  autre  telle  que  la  variable  finie 
u ne  fe  trouvera  que  dans  les  expofans  de  e.  Main* 
tenant  fi  lapropofée  eft  telle  qu’on  puiffe  faire  difpa- 
roître  les  quantités  exponentielles  dans  l’équation 
transformée  , elle  deviendra  une  équation  à deux 
variables  u & t , dans  laquelle  la  variable  finie  u 
manquera  , & qui  ne  contiendra  d’autres  diffé- 
rentielles que  du,  dt,  & les  différences  ddu, 
ddt , &c.  On  peut  intégrer , par  cette  méthode , 
l°.  Toutes  les  équations  à deux  termes  comprifes 
dans  la  formule  a xm  dx*  = y"  d y*~z  d d v. 
2°.  Toutes  les  équations  dont  tous  les  termes  font 
homogènes  par  rapport  aux . variables  x > y 8c 
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leurs  différences  dx,  dy  , ddx,  ddy  , &c. 
§°.  Toutes  les  équations  dans  lefquelles  la  fomme 
des  expofans  d’une  même  variable  x & de  fes 
différentielles  eft  la  même  dans  chaque  terme. 

iSy.  Problème.  Intégrer  réquation  ax  m dxr  =3 
yndyt~lddy,  dans  laquelle  dx  eft  conjlant. 

En  fuppofant  x = e^u  , y — e*“f  , & fai- 
fant  attention  que  ddu  = — hd  u 1 ; par  le* 
fubflitutions , & les  opérations  ordinaires , la  pro- 

pofée  deviendra  a h ? emhu~*~phu  d =* 
enku+Pku-ku  tn(ktdu^dt)V-*(ddt^ 

2.  te  dt  du  — }—  (k  k — khl.tdu1 Pour  faire 
difparoitre  les  quantités  exponentielles  , je  fup- 
pofe  les*  expofans  de  e ( dans  les  deux  membres 
de  l’équation)  égaux  ; donc  en  divifant  chaque 
membre  par  l’exponentielle  qu’il  renferme  , on 
aura  une  équation  fans  exponentielles.  Il  faut 
donc  fuppofer  mhu  phu=nku  -4-  pku  — ku  , 

ou  ~ = n & l’on  peut  prendre  pour 

l’une  des  confiantes  h ou  k , tel  nombre  qu’on 
voudra  & déterminer  l’autre  par  l’équation  qu’on 
vient  de  trouver.  Si  l’on  fai  fh  ==■  n-f-  p—  1 , fomme 
des  expofans  de  y & de  fes  différences  dans  le 
terme  y*  d v 1 ddy  ; ( car  ddy  eft  cenfé  avoir  I 

pour  expofant) , on  aura  k = m — f—  p , fomme 
des  expofans  de  x & de  d x dans  le  terme  nxmdxf ; 

fi  on  prend  k = I , on  aura  h = n P . 

Suppofant  maintenant  qu’on  ait  divifé  l’équation 
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transformée  par  la  quantité  exponentielle  qu’on 
fuppofe  être  la  même  dans  les  deux  membres  , 

on  aura  ah*  du  * ==t  * (irdu+  dt)p~\  Çddt  - 4- 
2k dt du  — f— (kk — kh).tdu2^  . . ..  (A),  équa- 
tion dans  laquelle  la  variable  finie  u manque. 


En  fuppofant  d u =====  £ d t , on  aura  ddu  = 
d £ d t -4—  {ddt , & par  la  fuppofition  de  d x 
confiant  & de  d u =====  f d t , on  a ddu  ==  — 
h du1  — fc  £ £ d f z = d £ d t -+-  £ d d t ; donc 


ddf=  — 


h^dt2 


d\dt 

T~ 


Subftituant  dans 


l’équation  A les  valeurs  de  du  & de  ddt,  mul- 
tipliant par  £ & divifant  par  dtl~l  , on  aura 

ah'i**1  dt=.  tn(k%t-±- 1)  f~  1 ((2*— h).££dr-+- 

(jfc*  — kh)\'  dt  — d£  ) (B)  5 équation  du 

premier  ordre  à deux  variables  ^ & t , dont  on 
cherchera  l’intégrale  par  les  réglés  ci-deflus  , après 
avoir  fubftitué  les  valeurs  de  A:  & de  h qu  on 
aura  déterminées.  Cette  intégrale  étant  fuppolée 
connue , on  aura  la  valeur  de  ? en  t , & lubfti- 
tuant  cette  valeur  dans  £.  d t , on  cherchera  S.  £ d r j 
mais  du  =====  %_dt  ; donc  u = 5.  £dr,  & *=* 

- b»  p h S . *<f * 

c — — ■ c * 


Exemple  I.  On  propofe  de  réduire  au  premier  ordre 
réquation  xdxdy  = j ddy,  dans  laquelle  dx  ell  conl- 
tant.  Pour  la  comparer  à la  formule  generale , je  la 
éüviie  par  dy  8c  j’ai  xdx—ydyT '*  ddy,  comparant 
maintenant  cette  équation  ajnfi  réduite  à la  formule 
t xm  dx?z=-  y n àyt"~  * ddy , j’ai  m =1 , a — 1 , « ==  1 p > 

*Ff4v 
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-7-=”  — - ==  1 - . Donc  fi  l’on  prend  k = 1 , on 

aura  A = , & fubftituant  ces  valeurs  dans  l’équa» 

don  B,  on  aura  1 j2  dt-tty-*-  0“  1 ( rfr  -H 

y ; ou  en  multipliant  par  z,  1), 

tdt-h-i 2 dt=  n1  tdt-h\*  tdt — 2 rdç. 

Exempts  II.  Soit  l’équation  dans  laquelle 

# aj  y dy 

dx  eft  confiant,  qu’on  veut  réduire  au  premier  ordre, 
je  lui  donne  certe  forme  ax~  1 d x—y^  1 dy~  1 ddy. 
En  comparant  avec  la  formule  générale,  on  trouve 

, h n «4-  n — 1 

m = — i,p  — t,n  = - — j } donc  -7—  = =3 

k rn-t-p 

*—  — t nombre  infini  ; d’où  l’on  conclut  que  la  mér- 
o 

thode  ne  peut  fervir  dans  cette  exemple , mais  alors  la 
réduction  au  premier  ordre  efi  fapile.  En  effet,  on  a 
aydydxx=  xddyiprdx  étant  confiant,  l’intégrale  du 
<1?  2 dx 

premier  membre  eft  — — , & celle  du  fécond  eftxdy 

"n y dx . car  en  différenciant  cette  dernière  quantité  dans 
la  luppofition  dç  d ^confiant,  il  vient  xddy  -hdxdy-r 

dy  y dx 

dy  dx  x ddy.  On  aura  donc = xdy—ydx -hCdx, 

C étant  une  conftante,  , 

Il  eft  aile  de • voir  que  l’équation  ylddy  = xâxdy, 
qui  a embarraffé  autrefois  les  plus  grands  Géomètres, 
fe  réduit  facilement  par  la  méthode  du  problème.  PaC- 
fons  au  fccond  cas, 

186.  Problème,  Intégrer  les  équations  différen- 
tielles qui  fe  rapportent  à la  formule  générale 
4x*dy  * - Vf.  bxy-”-  1 dxi  Jy  ï“î-t-^ç, 
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t=r-  ddy , dans  laquelle  d x eji  conjlanc  , & la 
fomme  des  dimenfions  des  variables  x F*  y & e 
leurs  différences  dx,  dy*ddy  ejl  la  meme  dans 

chaque  terme , En  faifant  * =±r  e * , J = cu  t , éli- 
minant,au  moyen  de  cesfuppofîtions  , x, y,  dy  ,d>9 
& ddy  ; faifant  de  plus  attention  que  dx  étant 
confiant , on  a ddu — hdu1 , la  propofée  de- 
vient, après  les  opérations  ordinaires  e * (ddt  — +■“ 

zdudt)  — ae,*t~m~l  duf  (t  du  -{-dt)1~f 
— +-  b e“  t~‘~  1 du* (t  du  — +—  d t ) 1 ! H—  &c, 

ou  ert  divifant  par  e",  ddt  H-  2 du  d t-= 
du  ' (tdu-\-dt)  ~n  1 du*  (tdu-t- 

&c.  équation  du  fécond  ordre  & a 
deux  va’  iabfes  u & t , dans  laquelle  la  variable 
finie  « ne  fe  trouve  pas.  * 

On  fera  donc  d u = ? d t , ou  u = S.^dt , 

ce  qui  donne  x = e “ = e*’  kJ‘  , & y ^ * J » 
ddu  = çddt-t-  dçdt.  Mais  on  a vu  ci-delius 

que  d x étant  confiant  , ddu  *£=  — hdu1  , & 

ici  fe  = » ; donc  ddu  =- d u1  ^j-^dt1^ 

ïddt  -i-d^dt , & ddt  = — “ ï**8 

donc  en  fubftituant  & multipliant  par  f , on  aura 
l’équation  ççdt  —d\—  at~ m~‘  ? p +’  1 dt (2f-t- 1)  p 
-+-  & r T”’  ” 1 %q~>~1  dt(ft  -+-  I ) 1 “ ’ &c* 

équation  du  premier  ordre  à deux  variables  f & r» 
dont  on  cherchera  l’intégrale  pat  les  réglés  ci-deflus. 


Exemple.  Soit  l’équation  — 

y x d x d y 1 — y x iy  dx  1 +J ;*  1 dxiày  -yxy  1 dxddy  — o », 
qui  eft  dans  le  cas  du  problème , puifque  dx  elt  conj- 
tant  & que  la  fomme  des  dimenfions  de  x,y,  dx,dy,  ne  y 
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cft  la  même  , lavoir  f , dans  tous  les  termes.  En  fuppo- 
fant  comme  dans  la  (olution  du  problème  x=e“  ,y  = 
e “ r,  éliminant  par  ces  fuppofitions  x ,y  , dx  , dy  , ddy  , 
la  propol'ée  devant , après  les  réductions  ordinaires,  la 
transformée  dt3  -f-  1 tdudt  1 — tzdtdu 1 -f-  tàduz-h 

iduddt  — t1  duddt=  o (A) , dans  laquelle  la  variable 

finie  u ne  le  trouve  pas.  On  fera  donc  au  — çdt,  d’où 
Ton  tirera  , comme  dans  la  folution  du  problème  ddu  = 

• — duz  — — ç 1 dtz  = didt-h^ddtfS/cd  dt  — — ^dt* 

— _d  ? d : ' £n  fu|jftjtuant  ces  valcurs  dans  l’équation  A , 

l’on  trouvera  aifément  l’équation  du  premier  ordre 
(t 1 — t ) d Ç-+-  1 t zdt-h  dt  — o,  qui  eft  dans  le  cas  du 
problème  ci-delfus  (128),  & qui  étant  intégrée  parla 
méthode  de  ce  problème,  donne  (t—  1 ) 1 j -+-  t 

L.  t = C.  Mais  d u — j dt , ou  1 = ; donc  en  fubfti- 


tuant  cette  valeur  de  multipliant  par  dt,  tranfpofant 

_ . r -i  • • j j Cdt — rdt-Hdr.  L.i 

& divifant , il  viendra  du  — t 

» • . r — ^ „ . 

& en  intégrant , u = hC'.  Mais  x = e". 


OüL.x  — uL.e  = u,y=el‘t,y=*f,&  t=z-2— 

x 


ainli  notre  intégrale  devient h.x-- 


— — C — 2— 


y 

- — 1 

X 


4.  c » c ^ - J L-.y  -4-.y  L.  y - C > y -)-C^  . s 

y — x 

pofant  C -H-  C ] = m,  1 C 1 — ri,  ôtant  la  fra&ion  , 
tranfpofant  & réduifant,  il  viendra  ny  — mx=jL.y  — 
xL.x.  Venons  au  troifième  cas. 


187.  Problème.  Intégrer  les  équations  diffé-  * 
rentielles  qui  fe  rapportent  a la  formule  generale 
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dx  - ddy  = Tx  - dy  ~~  + Q*  — dx"  ij"-1-. 
H—  R xm-;’  d xr  dym~*~  *~~p  —H  &c. , dans  ia^uei/c 

dx  efi  confiant  6r  dont  la  fomme  des  expofans 
de  x & de  dx  efl  la  même  dans  tous  les  termes , 
P,  Q,  R,  6 'c.  étant  des  fondions  de  y.  Suppo- 
fant  x = c *j  on  aura  dx  ===  e"  du:  car  L.  x = 

uL.e  = u , & d.L.  x =^L  = du,  ou  dx  = 

xdu=e*  du.  Donc  en  fubftituant  & divifant 
enfuitepar  e”*",  la  propofée  deviendra  d u m d dy 
= P dy  — 1 -4-  Q du"  dy  -+- 

R du*  dy  -+-  &c.  équation  dans  laquelle 

la  variable  finie  u ne  fe  trouve  pas.  On  fera  donc 
d u = %dy  t & l’on  aura  ddu  — — du1  = 
i — l1  dyzi=\àdy  -t-  à\d y,  & d d j = — 
$dyz  éfiAl.  Si  l’on  fubftitue  ces  valeurs 

dans  la  transformée  & qu’on  divife  par  dy  m~+' 1 , on 

aura  — 1 dy  — d^ ¥ dy  ' 

_p.  &c.  équation  du  premier 

ordre  à deux  variables  ^ & jy  > dont  on  cher- 
chera l’intégrale  par  les  réglés  connues.  Cette 
intégrale  étant  fuppofée  trouvée , on  aura  la  va- 
leur de  ^ en  y qu’on  fubftituera  dans  1 équation 
d u =x  | d y ; & parce  que  L.  x = u , il  viendra 
L.  * S.^dy,  équation  qui  ne  contiendra  que 
les  variables  x Sc  y. 

Exemple.  Soit  l’équation  zadx 1 dy-t-axdx  ddy= 
xxdxdyz-\-2x1ydddy  y dans  laquelle  dx  eft  conf- 
tant  tf  la  fomme  des  expofans  de  x & de  dx  eft  a 
dans  tou«  les  termes;  les  codficieus  %at  & 2 des 
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termes  où  fe  trouve  dy , font  des  fondions  de  y 0 , & 
de  confiantes. 


Suppofant  x —:u  8c  du  — %dy  , on  aura  dx  = 

e s-  * a y j dy  , 8c  d dy  = — ?dy  2 — — - . Subftituant 

? 

ces  valeurs  de  x , dx  , ddy  dans  la  propofée  , divifant 

par  dy  1 J & reduilant , on  a d y — aiç= s 

z d?  . ad7  i , 

<—  — ^>ou  ad  y ~ &:  en  intégrant,  ay=— 

— 1 — -+-  C. . . . ( A )•  On  aura , par  cette  intégrale,  la 

? ? ? 

valeur  de  ^ en  y,  & la  fubftituant  dans  la  différentielle 
%dy,  on  aura  l’intégrale  L.  v=S.  7dy.  On  peut  parve- 
nir à une  équation  différentielle  au  premier  ordre  par 
l'équation  L ■ x = S.^dy  : car  en  différenciant , on  a 

— — — \dy ,7  — — 7 — , & fubftituant  cette  valeur  de 
x * 1 x d y 

\ dans  l'intégrate  A , on  trouvera  , après  les  opérations 
ordinaires,  aydx*  — xxdy1  — axdxdy-’rCdx7-, 


188.  Problème. Intégrer  V équation  dxm~l  idx  — 
• Axm  dy'n^1  -f-  B x m~n  d x ” dy  m~  ” 1 -b* 

D xm~ p dx p dy  ra  — f 1 — {—  &c.  dans  laquée  dy 
efl  confiant  B,D,  &*c.  font  des  fonmons  de 
y * la  fomme  des  expofans  de  x & de  fies  différences 
dx  j ddx  efi  m dans  tous  les  ternes.  Suppofant  x = 
e on  aura  dx  —eu  du , ddx  — e“  ( ddu  + d u 1 ) , 
fubftituant  ces  valeurs  dans  la  propofée  & divifant 
par  em  %iJ  vient  dum~>~ 1 +dum~  1 ddu  — Adym~t' 1 
+ B du"  dy -\-T)  du*  dy  -"-f-*-1  -+-  &c. 
équation  dans  laquelle  u qe  fe  trouve  pas.  On 
fuppofera  donc  d u = \ d y , ce  qui  donnera  d d 
d%dy,  à caufe  de  dy  confiant.  Subftituant  ces 
valeurs  dans  la  transformée  & divifant  par  dym. 
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on  a dy  -4-  d \ — A d y -4-  B d y 

-+-  D%?  dy  -4-  &c.  équation  du  premier  or- 
dre’, dont  on  cherchera  l’intcgrale  par  les  réglés 
connues. 


Exemple.  Soit  propofée  l’équation  idxdy  — addx  — 

y ddx,  ou  x 0 ddx  = *dxdZ  f dans  laquelle  dy  eft  conf- 
a — y 

tant,  la  fomme  des  expoians  de  x & de  Tes  différences 
efl  1 dans  chaque  terme,  & le  coefficient  — - — - du 

a ~~y 

terme'  où  fe  trouve  dy  , ell  une  fonélion  de  y.  On  fera 
x~e"  =es*-djl  (en  fuppofant du  —\dy) , dx—e s- < d J qdy, 
ddx—es'*dj'  1 dy  2 H-  \ddy-j-  d\dy)  — e s-  * dJ,  (ç  1 dyz  -+• 
d\dy)  à caufe  de  dy  confiant.  Subflituant  ces  valeurs 
dans  la  propotée , on  trouve , après  avoir  divifé  pardy,  j ?dy 

~aiz  dy  4-  ad\  — ?? ydy — yd\,  équation  du  pre- 
mier ordre.  Si  on  met  la  propofée  fous  cette  forme 
z dx  dy -4-y  ddx—  addx , on  aura  en  intégrant  dans 
la  fuppofition  de  dy  confiant , ydx-î-xdy  = adx  •+-  C dy. 

t8p.  Les  méthodes  précédentes  peuvent  s’appliquer 
aux  équations  différentielles  de  tous  les  ordres  , pourvu 
quelles  puiffent  fe  rapporter  aux  cas  dont  on  a parlé  ci- 

deffus  ( 184  ).  Soit  l’équation  générale  A y -1 — 

C d dy  D d*  j 


dx 


dx-  • dx*  ••••-*-  7^-  ^ laSaeUe 

les  coefficiens  A,  B,  C,  8c c.  ayent  les  conditions  re- 
quifes,  dx  étant  confiant.  Suppofons  du  = \dx, 

(J  y 

, on  aura  dy  =e  s-<d*  \dx , -, — =s 


1 , H .i.»U! 


..  dây  — 

dx  x 


,S.üdx7.  — g S.  ïdx  ^ ^ 


j!?  V 

dx  J’ 


d3 


d x 3 


dx 

y 


c S.  * d > 


O 


3 •+ 


d x 


4^-)  ; 8cc.  Subflituant 
dx  1 / 


ccs  valeurs  dans  la  propofée , elle  fera  divifible  par  e 


■i.ïdx 
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& elle  deviendra  de  l’ordre  n — r.  Il  eft  évident  qu’en 
fuppofant  égaux  à o tous  les  coeSiciens  , excepté  ceux  des 
deux  termes  <ju’on  veut  réduire  à un  ordre  inférieur , 
on  aura  une  équation  à deux  termes  qu’on  tâchera  de 
réduire  en  imitant  ce  qu’on  a fait  ci  - deffus  pour  les 
équations  qui  fe  rapportent  au  premier  cas.  Pour  les 
autres  cas  , on  déterminera  les  coefficiens  , de  manière 
que  les  termes  ayent  les  conditions  néceflaires. 

190.  La  méthode  dont  nous  avons  parlé  ci-deffus  (147) 
peut  facilement  s'appliquer  aux  équations  des  ordres 
luppérieurs  » c’eft-à-aire , que  fi  l’on  a un  nombre  N 
d’équations  différentielles  renfermant  le  nombre  N -4-  1 
de  variables  t,  x,  y,  u,  &c.  chaque  équation’ pou- 
vant fe  réduire  à la  forme  fuivante  (H) o—k  •+■  a* 

, , , a’dx  . b1  dy  c' dr 

•+-éy-+-c?-J-îcc.-J- -j 1 -h -+-  &c.  ■+. 

J 1 dt  dt  dt 


a ” ddx 
dt 2 

lU)  di y 


-f-&c... 


b>’ddy 
dt * 

A d " 

C»**  "H  j ■ 
dt1 


c',ddr  . < 

dt * ^ 1 

x B d"  y 

- -f-  “j — - ■ 

dt  » 


C dn  7[ 
dt * 


dans  laquelle  dt  eft  confiant,  k une  fonâion  de  t,  a, 
b,  &c. , a1 , b1.  Sic.,  a '' , b'\&cc.,am,bm,  8ec.,  A,  &c.  font 
des  confiantes  quelconques  ou  o,  on  pourra  intégrer  ces 
équations  par  la  méthode  ( du  N».  147  ) , en  fuppofant  dx 
= p dt,ddx=  qdtx ,i*  x — rdt &c.  jufqu’à  dB~l  x 
= s.dt  m~  1 i &de  même  dy—  p1  dt  ,ddy  = q'dt* , Sec. 
dz=pn dt,  dd?  = q” dt 1 , &c.  Or  dt  étant  confiant, 
de  l’équation  dx*=pdt , on  tire  ddx  = dpdf=xqdtx  , 
dddx  — dqdtl  = rdti,  & c.  Donc  en  fubftituant  8c  ré- 
duifant,  l’équation  H devient  0 = *-+-  ax-H  ly  -4-cj 
a dx  V dy  c1?  „ a”dp 

+ &c* tt  Tf  + &C'H  7t  + 


H 

dt  H 
, Ad  J 
+"diT 


c "dp" 
di 


-+-8cc. 


é”'d7' 
' dt 


-t-8c  c., 


B d j'  , Cds1T  m , . . . 

H ^ 1 ^ H Sec.  équation  du  pré- 
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mier  ordre.  On  aura  de  plus  autant  dequations  de  la 
forme  requife  ( 147  ) qu’on  aura  introduit  de  nouvelles 
variables  p,p  ' ,p”  , 8cc.  q , q' , 8 rc  dans  la  formule  (H'. 
Car  puifque  dx=pdt,  on  aura  dx  — p dt=o,  8c  parce 
que  ddx  = qdt  z = dpdt , on  aura  dp  = q dt  & d p — 
qdt=  o , 8cc.  On  a de  même  dy  — p’  dt  = o , dp1  — 
q'dt=o,  8cc.  Donc  en  multipliant  toutes  ces  équations 
excepté  une  par  des  confiantes  indéterminées,  on  les 
intégrera  par  la  méthode  ci-deflus  ( N°.  147). 

Soit  propofé  d’intégrer  l’équation  du  fécond  ordre 
T d d x -+-  a T d x dt  -4-  b j:T  dt  1-+-  T1  dt 1 =0  , dans  la- 
quelle dt  eft  confiant  & T,  T’  font  desfon&ions  de  t. 

Divifant  cette  équation  par  Tdt 1 &fuppofant^-  = i. 


on  lui  donne  la  forme  (H) 
d dx 


. o — k-hh  x -f- 


a d : 


dt 


On  fera  donc  dx=pdf,  ce  qui  donne  ddx=z 


dpdt,  8c  fubftituant  cette  valeur  de  dx  dans  l’équation 
H , on  aura  , en  ôtant  les  fraélions,  d p -+-  a d x •+•  bxdt  -+- 
kdt  = o.  On  a de  plus  l’équation  dx  — pdt  = o:  ces 
équations  ont  les  conditions  qu’exige  la  méthode  (du 
N*.  147).  Multipliant  la  fécondé  par  la  confiante  indé- 
terminée A,  ajoutant  le  produit  à la  première, on  aura 
dp-f-(A -4-a)  d x -f-(Ax — A p)  dt-+-  k dt  = o ....  (M). 
On  fuppolera  enfuite , fuivant  la  méthode , b x — A p= 
tnp-hm  (A-f-  «)  x ....  (P) , m en  étant  une  confiante  indé- 
terminée ; & comparant  terme  à terme  les  deux  membres 
de  cette  équation  , on  aura  b x = A -j-a)  x , 8c  — 

Ap  = mp , d’où  l’on  tire  m ~ — A ,8c  m — =s 

A-f- (T 

_—a-±:V{aa—^b) 

r * 

ce  qui  donne  deux  valeurs  de  A que  nous  exprime- 
rohs  par  A & A',  & auflfi  deux  valeurs  correfpondantes 


— A; donc  A2-k-a  A — — b ,8c  A: 
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deux  autres  du-hmudt  -f-  kdt  = o,  & du.' -+- m1  u1  dt 
H-  le  d t = o , qu’on  intégrera  par  le  ( NQ.  1 18  ).  On  trou- 
vera donc  u & u'  en  r , & enfuite  les  deux  équations 

{>  -+-  ( A -4-a  ) x =as  u , p-l-(A'-f-a)  x = u-  donneront 
a valeur  de  x en  t. 

Soit  maintenant  l’équation  du  troifième  ordre  Td3  x 
4-hT  ddxdt-i-  b T dxdt1  -f-rxT  dt}  ■+■  T 'dr 3 = o, 
dans  laquelle  dt  eft  confiant.  En  divifant  par  Tilt 3 & 

faifant  — = k , on  trouvera  ailément  l’équation  o — h 

bdx  a ddx  d * x . , . 

+ c*H H — : 1 - — -,  qui  a la  forme  re- 

dt  dt 1 dt 3 

quife.  On  fuppofera  donc  dx  =pdt,  ddx-=:qdt*=s 
dvdt,di  x — dqdt1,  d’où  l'on  tirera  o = k -t-  c x -f- 

—j  — -f-  — I — j--  » oadq-h  adp  -i-  b dx-i-c  xdt 

dt  dt  dt 

kdt  = o On  ade  plusdx  — pdt—  o , & dp — qdt  — o ; 
or  ces  trois  équations  font  fufceptibles  de  la  méthode  du 
(N*.  147  . En  fuivant  cette  méthode  & multipliant  la 
fécondé  par  A & la  troifième  par  B , ajoutant  enfuite 
les  trois  équations,  &c.  défignant  par  m , m' , m’ les 
trois  valeurs  de  m qu’on  aura  dans  ce  cas , on  parvien- 
dra aux  trois  équations  du-4~  mudt-t-  kdt=:o  ,du' 
m1  u1  dr-f-  k dt=o,  du"  -f-m"  u"  dt  -+-kdt  =o,  qu’on 
intégrera  par  la  méthode  du  ( N*.  n8  ).  On  trouvera  les 
valeurs  de  u,  de  u'  & de  u"  en  r,  & Ion  aura  de  plus 
les  trois  équations ÿ-f-  {a -+- B )p  -+-  (b- f-  A ) x = u , q ■+■ 
{ a -4-  B')  p - f-  (/>  ■+■  A1)  x = u’ , q -H  ( u-l-  B")/1 
{b  ■+■  À”)  x=u" , dans  lefquelles  A , A’,  A”,  défignent 
trois  valeurs  de  A , & B , B 1 , B ' les  trois  valeurs  cor- 
refpondantes  de  B.  Ces  équations  donneront  les  valeurs 
dexenr. 

Soit  propofé  maintenant  d’intégrer  les  équations  fui- 
vantes  du  fécond  & du  troifième  degré  : 

, . c dx  f d y ddx 

O — k a x -p-  b y -+-  • •+•  — h y— — * 

dt  dt  dt1 

, h dy  d*y 
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dans  lefqticlles  dt  eft  confiant  le  h,  h1  des  fonctions 
de  f.  On  fera  d x^pdt,  ddx=dpdt,dy  = qdt,ddy 
= r dt 1 = dqdt,  d 3 y = drdt 1 j donc  dqdt  = r dt  1 . 
Subftituant  dpdt  au  lieu  de  ddx , & drdt 1 au  lieu  de  d3 y , 
dans  les  équations  propofées , on  trouvera  facilement 
les  transformées  dp  -f-  c d x-h  fdy  -+-  ( a x -+-  b y)  dt  -f- 
Ic  dt  = 0 , dr-hhdy-^- gxdt-h  k'dt  = o.  On  aura  de 
plus  les  trois  équations  fuivantes  dx  — pdt  — o ; dy — qdt 
= 0 }dq  — rdt  = o.Ces  cinq  équations  ayant  les  conditions 
que  demande  la  méthode  ci-deflus  (147)  > on  multipliera 
la  fécondé  par  A , la  troifième  par  B , la  quatrième  par  C 
le  la  cinquième  par  D , A , B , &c-  font  des  confiantes 
indéterminées.  Ajoutant  enfuite  toutes  ces  équations , on 
aura  la  fomme  (H)  . . ..dp- f-  Dd^-f- A dr-f-  ( c -+-  B)  dx 
-f-  (/-f-/î  A-f-C)  dy- f-  (ax-i-g A x-h.by — Bp — C q 
— D r)  dt  -H  (ib-f-  A k^dt  =o.Enfuite  m étant  un  fac- 
teur confiant  & indéterminé,  on fuppofera,  félon  la  mé- 
thode, {a  -+-  g A)  x -f-  ly  — Bp  — C q — D r=m  [p-i-Dq 
-f-Ar-f-(c-f-B)  .v  -f-(/-f-/iA-f-C).y]  —mu. En  développant 
le  fécond  membre  de  cette  équation  & égalant  les  termes 
homologues , on  aura  les  équations  fuivantes  : m = — B; 
?nD= — Cj/nA= — Djm. ( c-f-B)=a-+-  gA^m.  (/-+-  h A-t-C) 
=b,Se l’équation  H deviendra du-{-mudt-+-( A-f- AA')  dt— o, 
qu’on  pourra  intégrer  par  la  méthode  ci-deflus  (118), 
après  avoir  déterminé  les  valeurs  de  A & de  m par  les 
équations  qu’on  vient  de  trouver , ce  qui  eft  facile  : 
car  puifque  B = — m , D — — m A , Se  C = — m D = 
m m A , fi  on  fubftitue  ces  valeurs  de  B , de  C & de  D 
dans  les  deux  équations  m.  ( c-f-  B)  = a-hg  A ; m.  (f-h 
kAy-C)=b,  elles  deviendront  m(c — m)—s-+-gA,  & m(f+- 
. . . . C m — m1 — a 

h A -4-  mm  A)  = b,  d ou  Ion  tire  A = — 


b — / m 


g 

, & de -là  une  équation  du  cinquième 
htr.-t-  mmm  K 

degré  qui  donnera  cinq  valeurs  de  772,  d’où  l’on  déduira 
cinq  valeurs  correfpondantes  pour  chacun  des  faéteurs 
A , B , C , D.  On  fera  le  refte  comme  dans  les  exem- 
ples précédens,  au  moyen  des  deux  équations  du  -f- 
77!  udt  -4-  (A  -+-  Ah1)  dt  — o,  &p -f-  Dy-f-  A r -f-  (c-f-  Bïx 
-f-(/-f-À  A-f- C ) 7 = u. 

Tome  IV.  G g 
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ipi.  Problème.  Trouver  l’intégrale  finie  £r  com - 
plette  de  l’équation  du  fécond  ordre  O = — y 

fi -J-  — f—  ■ a']  , Si  l’on  fait  y = c a-  -+-  x % 

dx  dx*  J x 

( c étant  une  confiante  arbitraire  ) & qu’on  fubfii- 
tue  dans  la  propofée  les  valeurs  dey,dy&cddy 
que  donne  cette  fuppofition  , il  viendra  , après  les 
opérations  ordinaires , o ==  x d £ d x H—  2 a d i dx 
-4-  a x d d\  , & en  divifant  par  a x o = 
dx  z dx  dd?  i dx  dx 

a x d ? ’ x d\  a 

En  intégrant  & ajoutant  la  confiante  L.  B d x , 

on  a 2.  L.  x L.  d ? = L.  B dx  — — , ou 


’L,x1dz=lj.Bdx .L.  e=L.  B e 

1 a 


donc  x*d\  — Be  a d x ; d [ : 


(A.), 


& en  intégrant  encore , % = B.  S.  — 
donc  l’intégrale  complette  fera  y = 


a d x 


B x S. , qui  renferme  deux  confiantes 

arbitraires  comme  il  convient.  En  général  l’inté- 
grale finie  & complette  d’une  équation  d’un  ordre  n 
doit  contenir  un  nombre  n de  confiantes  arbi- 
traires : car  en  fuppofant  d x confiant , à chaque 
intégration  que  l’on  fera  , on  doit  ajouter  une 
confiante  j donc  puifqu’on  doit  faire  n intégra-: 
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tions , on  doit  avoir  n confiantes.  On  n’a  pas 
ajouté  de  confiante  en  intégrant  l’équation  A , 
parce  qu’elle  étoit  inutile  : car  fi  on  fait  ^ = D 
x 


B.  S. 


dx 


X X 


on  aura  pour  l’intégrale 


d x 


complette  y*=  est— Dx— H B*.  S. — 

J xx 

qui  fe  réduira  à la  forme  ci  - deflus  en  faifanc 

c -4-  D ==*  A1 , & exigeant  enfuite  A'  en  c. 

Si  l’on  avoit  l’équation  a ad  y -\-yy  dx  =s 

( a a —t—  x x ) d x , en  fuppofant  y = x — t—  £ & 

éliminant  y & dy,  on  trouveroit  l’équation  a a d £ 

H-  il  £ x d x £ ? d x =0 , qui  étant  intégrée 

par  la  méthode  du  ( n°.  128  ) , ‘donnera  1 =* 


C a a . e 


*4 


4 4 


Mais , par  fuppofition  , y 


a a+C.  S.  e d x 

x -4-  1 ; donc  l’intégrale  complette  fera  jr 


_ . 

C a a . e p _ 

^ -1 — — . Si  on  fait  C 

a a — | — C,  S.  e d x 

= O , on  aura  y = a:  » intégrale  particulier* 
de  la  propofée. 

1 91.  Si  une  valeur  particulière  de  y =x=  p rend 
la  différentielle  A y h H- 

G g2 
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égale  à o , on  aura  auffi  y = ap , a étant  une 
confiante  arbitraire  , & en  fubflituant  a p au  lieu 
de  y , la  différentielle  fera  auffi  égale  à o ; car 
Badp  C addp 

on  aura  A ap  -4-  ~cj~~  -4—  + 

Puifque  cette  différentièlle  efl  le  produit  de  a par 

..  B dp  Cddp  , „ „ » r r 

A p H j~7 H"  j .T  + &c. , & qu  on  luppofe 

d X ti  Ar 

que  cette  dernière  quantité  efl  = o.  De  même  fi  la 
fuppofïtion  de  y = q , rend  la  différentielle  pror 
pofee  = o , en  fubflituait  bq  au  lieu  de  y , la 
différentielle  fera  encore^=  o.  Il  en  fera  de 
même  en  fubflituant  ap  -{-b  q au  lieu  de  y : car 

_ . , • . , . B ad  p 

fi  on  a les  deux  quantités  A ap  -f-  — - -4- 


C addp 
d x z 


&c,  & A bq 


B bdtj 
dx 


C bddq 


+ &c. 


dont  chacune  efl  ==  o , leur  fomme  fera  auffi 
=?  o ; or  en  fubflituant  ap  -+-b  q au  lieu  de  y , 
on  a la  fomme  des  quantités  précédentes  ; donc  &c. 
De  même  fi  p , q , r , s , &c.  font  des  valeurs 
particulières  de  y , qui  rendent  notre  différentielle 
= O , y a p -4-  b q -4-  c r -4 -fs  -4-  &c. 
fera  une  intégrale  de  notre  différentielle  , & ü 
notre  différentielle»  efl  du  quatrième  ordre  feu- 
lement j l’intégrale  y — a p -4-  bq  + - c r -4-  fs  , 
qui  contiendra  quatre  confiantes  indéterminées  a , 
l,  c,  f , fera  l’intégrale  complette  & finie  de 

B d y C d dy 

l’équation  o = A y -4-  ~+~ 

D d * y E d*  y 

7Ïf-*-Tx*- 
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193.  Soit  l’équation  générale  0=  A y 

B à y C ddj  t N dny 

d x ~ i _ dx  1 ' d x 0 


dans  laquelle  la  différentielle  dx  & tous  les  coeffi- 
ciens  A , B , &c.  font  des  confiantes.  Si  l’on  fup- 

pofc  y = e h x , h étant  une  confiante  & L.e  =1, 

(I  y 

on  aura  L.  y = hx  . L.e  = h x,  ~ = hdx , 

d jy  = hy  dx  = hdx  e ^ x , = h e ^ x; 

■» 

& en  fuppofant  d confiant  on  trouvera 

- j --  = h1 . e h * d x,  ou  = h 1 e ^ *.  On 
dx  3 dx 7 


en  aura  auffi  = h 3 e A * , & en  général 

■ ==  n e ^ x . Subflituant  ces  valeurs  dans 

d x 

l’équation  H & divifant  le  réfultat  par  e^ix  , oq 
aura  la  transformée  ( K ) 0=  A + Bft 

C h1  -4-Dfe3* -f-  N h” , dont  l’inconnue 

efl  h y te  qui  efl  du  degré  n.  Si  on  fuppofe  que 
/ efl  une  des  racines  de  cette  équation  de  ma- 
niéré que  l’on  ait  h =/,  ou  que  h — /=  O 
foit  un  divifeur  de  l’équation  K , on  aura  y = 

eJ  , équation  intégrale  particulière  d^ia  pro~ 
pofée  H ; donc , félon  ce  qu’on  vient  de  dire  (192)  , 

y = aefx  fera  une  autre  équation  intégrale 
particulière  de  la  propofée  qui  renfermera  un* 
confiante  arbitraire  a.  Si  toutes  les  racines  de 
l’équation-  K font  inégales  & qu’on  les  repréfente 

gS3 
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par  /,  f’  t fu , fw  , &c.  refpedivftittent , l’inté- 
grale  coraplette  & finie  de  la  propofée  fera  y 

ae^x-i-be^x  — f-  c , J *-+-$cc.,aa&,c,&c, 
étant  des  confiantes  arbitraires* 

Voyons  maintenant  comment  il  faut  s’y  pren- 
dre lorfque  l’équation  K a des  racines  égales  , 
c’efi  - à - dire  , quelque  fadeur  de  cette  forme 
( h — /) w = o,  Je  remarque  d’abord  que  la  re- 
lation qu’il  y a entre  l’équation  H & l’équation  K 
eft  telle,  que  fi  dans  la  première  on  écrit  fc* 


. pqur  y , h pour  fe 2 pour 
dm  y , . , 


& en  géné- 


ral h w pour  » elle  deviendra  l’équation  K , 

& que  fi  dans  celle-  ci  on  écrit  y pour  h°  , — J. 

pôur  h , pour  h1 , &c.  on  rétablira  l’équa- 
tion H ; d’où  Ton  conclut  que  fi  h — f = o , 
ou  h — fh°  = o,  eft  un  divifeur  de  l’équa- 
tion K , on  en  pourra  tirer  l’équation  — fy — o , 

ou  =/ dx , dont  l’intégrale  L.  y =/ x.  L,  e , 

ou  y = ef*  fera  une  intégrale  particulière  de  la 
propofift.Donc^r  ==  a.  efx  feraaulîi  une  intégrale 
de  la  propofée , & fi  Ton  a le  divifeur  double 
( h — / ) 1 = o , ou  ffh°—  zfh  -t-  hh  = o , 
on  çn  tirera  , par  les  fubftitutions  prefcrites , Téqua- 

îlon  différentielle  (R).., »ffy  — + ^ç^o. 
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on  cherchera  enfuite  l’intégrale  finie  & complétée 
de  cette  équation  , en  faifant  y = d’°ù 


dy 


l’on  tire 
2efxdu  , efxd  du 


dx 


. , e:Xdu  0 
zfefxu-ir  —, — »& 


dAl  — fxtfx  u-f- 

d x * dx1 

Subftituant  ces  valeurs 

Tx  dx* 

dans  l’équation  différentielle  R , elle  devient  en 


ef*ddu 
dx 1 


— o , donc  d du  = o ; donc 
b dx,b  étant  une  confiante 


réduifant, 

en  intégrant , d u , 

arbitraire , & en  intégrant  encore  , u = t > x 4-  « » 
a étant  une  autre  confiante  arbitraire.  Mais  on 

a fuppofé  y —efxus  donc  on  aurajy  =±  e rx  (a+  bx\ 
valeur  de  y qui  contient  deux  confiantes  arbitrai- 
res, & qui  répond  à deux  racines  égales  de  l’équa- 
tion K.  De  même  fi  l’équation  K a un  divifeur  triole 
(y h ) 3 ? en  le  développant  & faifant  les  lubiti- 

tutions  prefcrites , on  en  déduira  1 équation  f3  y — • 

3ffdy  1 3fddy  _ d } y . — o , qui  fera  con- 

d x dx*  dx 3 

tenue  dans  la  propofée  ( H)  > &en  fuppofant^f 
. — e *«  , on  trouvera  par  fubftitution , d 3 u — - O. 
En  intégrant  cette  équation,  ü vient  dd u = 
zc  dx* , 2 c étant  une  confiante  arbitraire  ; en 
intégrant  de  nouveau,  on  a du  =2cxdx  -4- 
b dx,  b étant  une  confiante  arbitraire  ; & en  in- 
tégrant pour  la  troificme  fois , on  trouve  u = ex* 
b x _4_  a s a étant  encore  une  confiante  arbi- 
traire. On  aura  doncjy  = efx  (f  +bx  + cxx)% 
valeur  de  y qui  répond  à trois  racines  égales  de  1 e- 

quation  K.  En  général  fi  le  divifeur  eft  ( / b)m  , 

oh  aura  y =*  « f * ( a -4-  b x -4—  c x 1 —1—  D x 3 “t* 

Gg* 
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g*4 -4 -kxm~l),a,b  , c , D,  g,  &c.  étant 

des  confiantes  arbitraires  ; de  forte  que  cette  valeur 
renfermera  le  nombre  m de  confiantes  arbitraires. 

Suppofons  maintenant  que  l’équation  al- 
gébrique K renferme  des  racines  imaginaires, 
nous  favons  que  les  racines  imaginaires  font  tou- 
jours en  nombre  pair  : de  plus  nous  avons  vu 
ci-deflus  que  les  racines  imaginaires  peuvent  être 
repréfentées  par  la  formule  M — f—  N — I , & 

il  efi  évident  que  fî  l’une  des  racines  imaginaires 
d’une  équation  algébrique  eft  repréfentée  par  a 
H—  b \/ — - 1 , fa  correfpondante  fera  a — b y — I , 
autrement  leur -produit  ne  fauroic  être  réel.  Si  on 
fuppofe  que  V repréfente  un  arc  de  cercle  dont 
le  rayon  fbit  = i , & qu’une  des  racines  imagi- 
naires de  l’équation  K foit  h — m.  cof.  V —f— 
m.  fïn.V.  \/ — I,  fa  correfpodante  fera  = m.  cof.  V 

— m.  fin.  V.  V — 1 * donc  on  aura  C*1  — m‘  cof.  V. 

— m.  fin.V.  \/ — l)(/i — m.  cof.  V— t—  m.  fin.  V x 

V l ) = hh  — 2 m.  cof.  V./t  —I—  m m.  cof. 1 V 

-4-  mm.  fin. 2 V = o,  ou  (parce  que  fin. 2 V -+- 
cof. 2 V eft  égal  au  quarré  i du  rayon,)  mmh°  — 
a m h.  cof.  V -H  h h = o , équation  qui  repré- 
fente un  divifeur  réel  de  la  propofée.  Par  les 
fubftitutions  prefcrites,  je  réduis  ce  divifeur  à la 

forme  ( P ) O = m m y - — 2 m.  cof.  V — 4— 

J d x 

dx^"'  c^erc^e  ma»ntenant  l’intégrale  corref- 

, r ‘mx.  cof.V  ,,  . 

pondante  en  fuppolant  y = e u , dou 

l’on  tire  dy  = m.  cof.  V.  e mx'  €0("  ^ udx  |-t— 
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mx.  cof  V , , , . _ _ 

e du  , & ddy  = mm.  ( col.  V )*X 

mx.cof.V  aï. cof.V  , , 

e udxz-\-2m.  col.  V e dudx-+- 

emx' C0^'  ^ d du,  l’arc  V eft  fenfé  confiant.  Subfti* 
tuant  ces  valeurs  de  y , dy,  ddyd ans  l’équation 

P réduifant  & divifant  par  e on  aura  O 

= mmu  — mm  u.  (cof.  V)*  — f ~j~T  » ou 

mmu(i — ( cof.  V ) -+-  ~j~i ~ = o » ou 

(parce  que  dans  un  cercle  le  quarré  du  finus  eft  égal 
au  quarré  du  rayon  moins  le  quarré  du  cofinus , ) 

mm.(fin.V) 1 u-f-  = o , ou  mm.  (fin.  V)  * udx* 

—I—  d d u = o.  En  multipliant  cette  équation  par 
2 du  , on  aura  2 mm.  ( fin.  V ) 1 ud  udx2,  -+- 
2duddu  = o,  dont  l’intégrale  ( à caufe  de  dx 
confiant  ) , en  ajoutant  la  confiante  du  même  ordre 
a z mm.  (fin.  V)  l.  d x 1 , fera  mm.  (fin.  V)1  uudx  1 
—I-  d u1  = azmm.  (fin.  V) 1 d x 1 ; d’où  l’on  tire 

du1 

~a uu  — m m.  ( fin.  V ) 1 d x * ; donc 

:}çd-U- — ; = m.  fin,  V.  dx.  Mais  rrr— :=a 

y ( aa—uu ) V (a  a — u u) 


Ÿ(aa — uu) 


î =2=  J s élément  d’un  arc  de  cercle 

v (i— t=; 

dont  le  finus  eft  & le  rayon  = i ; donc  d s = 
ir.  fin.  V.dx , Scs  =*=  m x.  fin.  Y -+-  Bf , B1  étant 
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une  confiante  arbitraire.  Mais  on  peut  prendre 
la  quantité  m x.  fin.  V -4—  B7  pour  un  arc  de  cercle 

dont  le  finus  eft  ; donc  on  aura  = 

a a 

fin.fmx.fîn.V+B7  ),  ou  u = a.fin.(m;r.fin.V  -4-B'). 

Subftituant  cette  valeur  de  u dans  l’équation  y = 

m x.  co fi  V m x.  col'.  V ~ 

t «,  on  trouvera  y = a e X . 

fin.  ( mx.  fin.  V —h  B'),  valeur  de  y correfpon- 

dante  aux  deux  racines  imaginaires  du  divifeur  mm 

— 2/n  A.  cof.  V -+-  h h *=  o,  & qui  contient 

deux  confiantes  arbitraires  a & B'. 


Suppofons  maintenant  que  l’équation  K ait  des 
racines  imaginaires  égales  entr’elles , c’eft-à-dire, 
ait  pour  divifeur  le  quarré  , le  cube  , ou  une  puifi 
fance  k du  fadeur  mm  — 2 m A.  cof.  V — t—  A A ; 
on  aura  mm— 2 mh.  cof.V  -+-  AA  = (A— m.cof.  V— H 

m.  fin.  V\/ — 1)  (A— m.cof.  V — m. fin.  V\/ — l) . 
Mais  félon  ce  que  nous  avons  dit  ci-defius,  à la 
valeur  deA=/,ouau  divifeur  A — / = o de 

l’équation  K répond^  *=  éJ  a,au  divifeur(A — /) 

répond  ^ = e (a  + A*  -f-  cjt  &c.  ) ; donc  fi 

on  fait  fucceflivement/ (qui  eft  = A)  = m.  cof.  V 
■ — m.fin.  V.\/  — I , & / =■  m.  cef.  V 

m.  le  divifeur  A — m.  cof.  V — 

m.fin.V.  y — 1 , donnera  la  variable^  == 

mx.cof.  V -hmx. fin.V/(-i)  r , 

a e -,  & le  divneur  hmple 


correfpondant  A — 
donnera  y s =a' 


m.  cof.  V -l-m.  fin.  V.  — 1 » 
m *.  cof. V— mx.  lin.  V.  — 1 

1»  • • r — 
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le  produit  m m — 2 h m,  cof.  V -4—  h h de  ces  di- 

/Mir.cof.V.-Hnjc.fin.Vy^ — i 

viieurs  donnant^  = ae  + 

, mx.  cof. V — ffltiin.Vl^—i  c . 

a'  e , lomme  des  deux 

valeurs  dejy  correfpondante  à deux  divifeurs  ima- 
ginaires. Mais  on  # vu  ci-defliis  que  le  divi- 
feur  mm  — 2 mh.  cof.  V— l—  hh  o,  donne  y = 

a e mX  C0^  ^ . Sin.  (mx.  fin.  V B 1 ) ; donc 

a e m.  ** C<3^  ^ fin.  ( m x.  fin.  V -4—  B1)  == 
* mx.coC V f mx.ûn.VV — i , — mxSm.N.V—  i \ 

e V.<ze  'i-ae  )\ 

. ..  mx.  cof.  V 

donc  en  divilant  par  e , on  aura 

mx.  fin.  V V — i 


a.  fin.  (m.rfin.V-4-B')  = «c 

, — mx.  fin.  NV — i . , . . 

a1  e - , & en  multipliant  de  jjprt 

& d’autre  par  x , on  trouve  ax  fin.  ( m x.  fin.  Vi 

_ , k m x . fin.  V V — i 

B'  ) = a x e 


k — mx.  fin.  W — i 
a 1 x e 

Suppofons  préfentement  que  le  quarré  (mm  — 
2 m h.  cof.  V -f-  hh  ) 1 =(  h — m.  cof.  V — 
m.  fin,  V\/ — i)1  (h — m.cof.V+irî.fin.Vy^ — i)1» 
foit  un  divifeur  de  1 équation  K,  on  fera  / — - 
ïh.  cof.  V.-+-  m.  fin.  V.\f  — t a & enfuite  /=s 
m.cof.V  — m.  fin.V.y^T^T.  Donc  parce  que  le 
facteur  (h — /)  5 donne  y = e ^ ( « -4-  bx)  % 
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le  fadeur  ( k — m.  cof.  V — m.  fin  Vy^  — i ) * , 

. m x-  cof  V -4-  m x fin.  V.V^C-i  ) 

donnera  y = e X 

(a+bx)  y le  fadeur  (h — m.  cof.  V+w.fin.V  / — i)  1 , 

, mr.cof.V  — mxSm.'Vyr — i , , . 

donnant^  = e (a^b'x); 

donc  la  valeur  de  y correl^ondante  au  fadeur 

( mm — 2mfc.cof.  V — H hh)Z  feray  X 

/ mx.  fin.  V.^ — i — mx.fm-V.lS — i'N 

V.<xe  r -+ -a1  e ) -4— 

mx.  cof.  V / . mx.  fin.  V.  — i 
e { b x e H- 

,,  — mx.ûn.V]/r — i\ 

»'xe  /.  Mais , félon  ce  qu  on  a dit 

. , ^ mx. fin.vy" — i , — mxXmW.y — t 

ci-deüus,ae  4-tf  e =* 

afin.  ( m x.  fin.  V -f~  B ’ ) * , a & B ' étant  des 

confiantes  arbitraires.  Par  la  même  raifon  on  aura 

bxe  -hb’xe  r = 

bxCm.  ( mx.  fin.  V— {-  B") , b & B''  étant  des  conf- 
iantes arbitraires.  Donc  la  valeur  de  y qui  répond 
au  divifeur  (m  m 2 m h cof.  V -4-  kh)1  fera 

mx.  cof.  V/  - , r tr  n, . 
y = c {a  lin.  (mx.  lm.  V H—  B ) -4— 

bx.  fin.  (mx.fin*.  V -t-  B")  } , qui  renferme  quatre 


* Dans  le  fécond  membre  de  cette  équation  on  a 
repréfenté  a 4-  a’  par  a,  dans  le  fécond  membre  de  l’é- 
quation fuivante  b repréfente*  la  valeur  de  b-t-b1  qui  te 
trouve  dans  le  premier  membre. 
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confiantes  arbitraires,  a j b , B' , B".  On  trouvera 
de  même  que  !a  valeur  de  y , qui  répond  au  divi- 
feur  cube  (mm  — 2mh.  cof.  V hh) 3 , eft  y = 
^mx-.coCV^  ^ {jn>  ( jnx.  fin.  V -4-  B ' _)  — f— 

bx.  fin.  (mx.  fin.V  -f-  B”)  H-  ex  fin.fmx-.fin.V-f- 
B '"))  qui  renferme  fix  confiantes  arbitraires  ; & 

% 

én  général  , comme  au  divifeur  (h — /) 
répond  y = c^*  ( a —J—  b x —H  ex*.  . . — H 
Nr  , au  divifeur  ( mm  — 2 m h.  cof.  V -+- 


h h ^ répondra y=  fin.  ( mx.  fin.  V 

—f-  B'  ) — f—  b x.  fin.  (mx.  fin.  V -+-  B v ) -+- 
c xx  fin.  (m  x.  fin.  V •+-  B’")  H-  &c.  .....  — f— 

k — i 

N?  x fin.  (mx.  fin.  V -f-  C'^  qui  renfermera 


un  nombre  2 kde  confiantes  arbitraires,  a , b,  c,  &c. 
B',  B",  B"',  &c.  N'  & C'. 


i^q..  Problème.  Trouver  l’intégrale  complette  &* 
finie  de  l’équation  (H)  ....  o=  Ay  4-  B — J— 

C.  -f-  &c.  . . . -4-  N , dans  laquelle 

dx 1 dxn 


la  différence  dx  ejl  confiante , &*  les  coefficient 
A,  B , &c.  font  des  confiantes , ou  o.  On  écrira 
dans  la  propofée  h° , au  lieu  de  y , h au  lieu  de 


h z au  lieu  de 


& généralement  h au 
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d ^ 

lieu  de  _ — -l , & on  formera  l’équation  ( K ) , 

, k 

d x 

ou  o = A h°  4-  B h -h  C h1 . ..  , + N h"  t 


du  degré  n ; on  décomposera  cette  équation  en 

fadeurs  réels  h — / = o , (h  — /)  * ===  o » 
On  cherchera  auffi  les  fadeurs  imaginaires , qui , 
pris  deux  à deux,  donneront  un  fadeur  de  la 
forme  h h — 2 m h.  cof.  V -+>  m m — o , & s’il  y 
a des  racines  imaginaires  égales , on  aura  quel- 
que fadeur  de  la  forme  (h  h. — 2 m h„  cof.  V 4~ 

mm)  = o.  Chaque  fadeur  (impie  qui  n’a  point 

> f X • 

d’autre  fadeur  égal , donnera  y = ae  ; mais 

chaque  fadeur  compofé  de  fadeurs  (impies  égaux 

k i 

entr’eux,  comme  ( h—f ) = o , donnera 

/x  , x „ ,Tf  ^ — 1 

e (a— b x + c x 4-  -4-  N7#  ) ; 

Chaque  fadeur  2 mh . cof.  V -f -mm  = 0,  de 

deux  dimenfions  qui  n’a  point  d’autre  fadeur  égal , 

donnera  y = e ”**’  (in.  (mx.fin.  V 4-  B7))  s 

chaque  fadeur , compofé  de  plufieurs  fadeurs  de 
deux  dimenfions  égaux  entr’eux,  comme (hh — • 

h 

a m h.  cof.  V -4-  mm)  = o , donnera  y =? 

e,mX'  C°^  ^ f a.  (in.  (m  y.  fin,  V — f—  B7  ) — f-* 
bx.  fin.  (ntx.  fin,  V 4-  B")  4-  ex 1 fin.  fmjr.fin.  V -j-p 

B77’  ) -4-  &c -f-  N"  * ^’*Ifin.  ( mx.  (in.  V 

N7”  )],  a*  b,  Ü c.  B',  B77,  &x.  N777  étant  des 
confiantes  arbitraires,  V étant  l’arc  d’un  cercle 
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dont  le  rayon  ■=  J , & mx  fin.  V — f—  B'; 
mx.  fin.  V — l—  B'',  &c.  étant  auffi  des  arcs  pris 
dans  le  même  cercle  dont  le  rayon  = 1,  On 
fera  la  fomme  de  toutes  ces  valeurs  particulières 
de  y , & formant  une  équation  dont  un  des  mem- 
bres foit  cette  fomme,  & dont  l’autre  membre 
foit  y,  cette  équation  fera  l’intégrale  complette 
réelle  & finie  de  l’équation  propofée  ( H ) , cela 
évidemment  de  ce  qu’on  vient  de  dke  ( 193  ). 

Remarque.  Si  l’on  avoit  deux  faéteur^— o , 
h — /'  = o,  fimples  & inégaux,  le  premier 

donneroit  y = e a , le  fécond  y = e a\ &c. 
ce  que  nous  faifons  remarquer,  afin  qu’on  ne 
s’imagine  par  que  la  confiante  a , qui  répond  à 
un  divifeur  fimple , foit  la  même  que  celle  qui 
répond  à un  autre  divifeur  fimple  qui  n’eft  pas 
égal  au  premier,  & l’on  doit  faire  un  raifonne- 
ment  femblable  pour  les  divifeurs  multiples  de  la. 
k 

forme  ( h — f)  ==  o , & pour  les  divifeurs  de 
deux  dimenfions,  foit  qu’ils  en  ayent  d’autres 
qui  leur  foient  égaux  ou  non. 


Exemple  L Trouver  l’intégrale  complette  & finie  de 
l’équation  différentielle  du  troifième  ordre  , o =j  — 

* *+*  ' ^ar  ^es  fubfifiutions  prefcrites, 

on  aura  o = h°  — } gz  h1  1 g*  h3  , ou  en  divifant 

zhz 

par  1 g 3 , & faifant  attention  que  h°  = 1 , h 3 — — -f- 

Zg  - 

Cette  équation  fe  réfout  en  deux  faveurs  i 
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4-  ~f~  = o , & ( A = o.  Le  premier  fadeur 

étant  comparé  avec  le  fadeur  h — /=o  ,donne/= — 

1 fx  — — 

, & » = aeJ  = ae  16  • L’autre  fadeur  étant 

comparé  avec  la  formule  ( h — f)1  — o , donne/  — 
&cj,=ze  ‘ (a1 +lx).  Donc  l’intégrale  complette 


y — cl  e s -f-  e s (a’  4-  b x). 

Remarque.  Si  la  confiante  a fe  trouvoit  dans 
l’équation  différentielle  propofée  , pour  plus  de  clarté 
on  n’ernploieroit  pas  la  lettre  a comme  confiante  ar- 
bitraire , dans  l'intégrale. 

Exemple  II.  Intégrer  l’équation  différentielle  du 
quatrième  ordre  o =y  — On  formera , par 

fubllitution  , l’équation  0 = 1 — a4  A4,  ou  en  chan- 
geant les  lignes  & divifanr,  o = A 4 — ~=Çh — * 

( A4-  — ) ( A1  -J — , le  fadeùr  h—  — = 0 ; 
V a.  s \ aa'  a 

k 

donne  y — a1  e * , le  fadeur  A 4 = o , 

a 

X 

donne  y =*  a”  e 4 , & les  deux  enfemble 

X X 

donnent  y — a 1 e 4 4-  a ” e * . LefadeurAA4- 
•^  =*  o , qui  renferme  deux  racines  imaginaires  ~ — 1 

& j/* — 1 , étant  comparé  à la  formule  AA  — 

zmh  cof.  V 4-  m m = o , donne  m—  , & cof.  V = o : 

a 

cfoù  l’on  tire  fin.  V = 1.  Car  fin.  V = ^1 — (cof.V)*^  ; 
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toiais  la  formule  AA  — z m A cof.  V.  + tem  = o,  donne^ 

— t a”  fin  ( m x fin.  V -f-  K'  ) > èiï  fe- 

gardant  am  comme  une  confiante  indéterminée.  De  plus 
à caufe  de  côf.  V = o , l’on  a m x cof  V = © , 
mxcof.  V o 

= e = 1 Joncj<  = a'"  fin.  ^ |-B'^  j 


& e 


donc  l’intégrale  complette  cherchée  fera  y = a1  e * -h 

T*  x 

b e 4 a'1’  fin.  Ç— - *+■  B ' J. 

Exemple  ITT.  Intégrer  l’équation  o = -f- 

04  d+y  / 

L’équation  qui  en  rcfulte  par  les  fubftitutions 
eft  o = r a * A * -,  d’où  l'on  tife  o ss  A + -+-  -î-  =3 


(A*  -4- 


A|^; 


hh  — 

aa/  \ 


h z 


a aa/  \ a 

En  comparant  chacun  de  ces  fadeurs  à la  formule  AA 
— ztnh  cof.  V -i-mm’—o  , on  trouve  pôilr  tous  les 

deux  m m = — — , & m = — , On  trouve  de  plus  pour 


le  premier , — a m cof.  V = - — - > donc  ta  cof.  V = 

i/-  j j 

— = — —77= — > & pour  le  fécond  m cof.  V 

. ni  a y 1 

«=  ~—j/~  » & Par  conféquent  pour  tous  les  deux 
m fin.  V = *•  Donc  l’intégrale  complette  cher- 


’Car  i caufe  de  ( fin.  V ) 2 = r — ( cof.  V)  1 , on  a 

1 z — 1 


( fin.  V) 1 = 1 — 

Tome  IV, 


— & fin.V=  ~L- 

1 V 2 


H h 
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chéc  fera  y =-  a1  e 


* £n-  (tpt  -b’) 


*+■  b t 


fin. 


B"). 


Exemple  IV.  Trouver  l’intégrale  finie  Se  com- 
plète de  l’équation  différentielle  d’un  ordre  quelconque 

o = L’équation  qui  en  réfulte  par  les  fubftitu- 

tions  eft  o = h * , dont  toutes  les  racines  font  égales 
entre  elles  ; en  la  comparant  avec  la  formule  (h — f)  ^=0, 
on  trouve  h — n , &'/  = o , par  conféquent  e^x  = 

o r x 

e = 1 , Se  l’intégrale  complette  fera  J»  = eJ  X, 

^ a-l-Jx-f-cxz-+-  &:c.  ......  -f-  N 1 x n 

(.r+ir4-  Sec -t-  N 7 x ” ) . 

Remarque.  Suppofons  qu’on  prenne  les  faéïeurs 
Il  -+-  1 = o > h h -4-  h -t-  1 = o t (h  h — h -1-  r ) 1 = o , 
& qu’on  faffe  leur  produit  = o , on  aura  0=1-4- 
hh  -h  h 3 -h  h+  -h  k*  h7.  Subflituant  dans  cette 

équation  y pour  1 = h° , pour  h1,  Sec.,  on 

formera  l’équation  différentielle  du  feptiéme  ordre  o =s 

ddy  à3  y d+v  , d! y , d7 y _ 

“ ‘ -1 1 -1 -1 On  trou- 


dx1  dx3 


dxs  dx7' 


car  puifque  m — — Se  que  m cof.  V = + — » 
ri  a z 7 — aV  x 

aura  cof.  V = rfc  -p=^-  » * (coCV»)a  =“• 
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vera  l’intégrale  complette  & finie  de  cette  équation  en 
cherchant  Tes  valeurs  de  y qui  répondent  à chacun  des 
fadeurs  qu’on  a choifis  & en  égalant  à y la  femme  de 
ces  valeurs.  Le  premier  fadeur  A - 1-  1 = o , donnera  y 

— a e j le  fadeur  A A -H  A -f-  1=0  donnera  y 

_ x 

~ a1  e 3 fin.  , le  |troifiême  fadeur 

* 

(AA  — A -+- 1)  *=r0  donne  j?  =s«”e*fin.  4-Bf)  ) 

» 

■+-  A * e J^j  fin.  ^ Bw  ^ 1 donc  l’intégrale 

_ x 

complette  feraj  = ae'~~?  +ale  3 fin.^Kj-t-B')-*». 

* jr 

*"*  * -f-  i x e 2 fin.  . 

. On  peut  auflî  prendre  A , ou  h.  * pour  un  des  fadeurs  5* 
k h 

comparant  A avec  ( A •— /}  =ro,  on  aura  /= * o 5e 
jr:=î  a-hbx-h  ex1  H-  &ç.  STI  nÿ  a qu’un  feul  fac- 
teur A , la  valeur  correfpondante  de  y fera  y=ae^x  =a 
ae°  = a.  L’on  peut  donc,  par  ce  moyen , confiruire 
une  table  générale  des  différentielles  de 'tous  les  ordres 
de  la  forme  H 8d  de  leurs  intégrales  refpedives, 
çela  en  prenant  des  fadeurs  convenables  pour  former 
l’équation  K. 

‘JtJ.  P R o B l E ME.  L’équation  y — p fim&hn  de  x 
étant,  une  intégrale  particulière  de  l’équation  o = A y 

•+■  ■+•  1 > dattr  laquelle i dx  ejt  conlant  &• 

Rha 
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les  quantités  A , B , C font  des  fondions  de  x , trouver 
l’intégrale  complette  de  cette  équation.  En  divifant  la  pro- 

À H 

pofée  par  C , & faifant  = P , =P’  > on  aura  o 

= Pj+  , équation  que  j'appelle  (F), 

J dx  dx- 

dans  laquelle  P & P'font  des  fondions  de  x.Mais,par  fup~ 
pofition  , j = p ; donc  dy  — dp  & d à y = d d p ; donc 

notre  équation  fera  Pp  -F  — °*  Suppofons 

maintenant  que  y = p?  foit  une  intégrale  particulière 
de  l'équation  ptopofée  , on  aura  dy=pdi-+~idp  , 
ddy  tssjddi  -H  a dpd\-b  %ddp.  Subftituant  ces  va- 
leurs de  d y & de  d dy  dans  l'équation  F , elle  de- 

. , „ . P' r dp  . v’rdx  , , zdyd^ 

viendra  Ppï  + - d~  f + -j~r  + ~d7? 

o,  équation  que  j’appelle  (N).  Mais  on 

dx  * 


_ Prdp  ddp  . ■ r r 
vient  de  trouver  Pp  -t-  jj-  -h  d~  = o 5 ainfi  en  fup- 

primant  dans  l’équation  N le  premier  , le  fécond  & le 
quatrième  termes  dont  la  fomme  =0  eft  multipliée  par  j,, 

il  viendra  = °‘  Multl_ 

pliant  cette  équation  par  , on  aura  (A) ...  P1  dx -b 

■~^rh  ^ * =0.  L’intégrale  de  cette  quantité  différentielle 

pd\ 

eft  S P?  d x -+-  iL.f  + Li{  = S.  P’rftx  L,f  + 
S P'  dx 

I,.  p * df  ■=  L.  e p 1 df , en  fuppofànt  L.e=  r: 

vEgaîatite  cette  intégrale  à une  confiante  arbitraire  du 

SP’dx, 

■même  ordre  L.  bdx,  on  aura  e p1  d?  = 

Idn  , intégrale  complette  de  l’équation  A.  De -là  on 
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tire  âz=  , & ' =lS. — 1 

' P 1 P* 

— S P’rf* 

doncp=p^  = fc  p S.  fera  une  autre  in- 

tégrale particulière  de  l'équation  propofée  , & en  fuppo- 
fant  que  a 1 foit  une  confiante  arbitraire , on  aura  y = a'p 
— S.P  dx  tjr 

4-  ip  S.  - — pour  l'intégrale  complexe  & 

finie  de  la  propofée. 

Corollaire.  Si  dans  l’équation  F on  a P = 

. ^ • ir>cnfuppo(antqueçeft=~-&  r — ^ . l’é? 

quation  y=p  fonélionde  x , fera  une  intégrale  parti- 
culière de  la  propoiee , dont  l’intégrale  complette  fera 
— S.  Pldx 

y = a1  p 4- 1 p . S.  — — — ••  (B)  ; car  en  fubfti- 


P P 


tuant  la  valeur  de  P dont  nous  venons  de  par'er  dans 

,f  P ^ q Y * 

l’équation  F , la  propofée  deviendra  (M) — y. 


X 

4-  -+•  3 =a  o.  Mais  la  fuppofition  de  y = p 

dx  dx1  j 

, . , dy  dp  d dy  * d dy 

donne  dy—dp,  q , - — dq,  -■  - • 

y 1 dx  dx  d x dx1 

= = r ; donc  en  fubftituant  ces  valeurs  de  y , 

d x ■ ■ 

t-—»  -r--?  dans  l’équatîon  M , on  aura  en  ôtant  la 
dx  dx1 

fraction,  — P’ 9— • r4-P’?  + r = o,  équation  identique f 

donc^  = p fera  une  intégrale  parrculiere  de  la  pro- 
pofée *&  l’équation  B qui  renferme  deux  confiantes  ar- 
bitraires en  fera  l’intégrale  complette.  Si  on  fuppofe 
p = xm  , & qu’on  fubftitue  dans  l’équation  M les  va- 
leurs de  p,  q j r que  donne  çette  fuppofition  , elle  de- 

Hh3 
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viendra  -, . Qlll  *- *S) 

+ ^=,,ou3t)..— m,.r'*-hm-  ' + 

^ dx  dx1  XX 

~ ° » dont  l’intégrale  cotaplette  fera/  = 


e-S-P'^rf, 


Z/R 


. Sion  fuppofe  de  plus 


O.  X n * 

que  P»  = a x»,  on  auraS.  P >dx— i donc  no- 

*■  fl  “f-  I 

tre  intégrale  complette  deviendra  y set  a • je  » ■+• 
— iiï’'1'1 


7I-+-  I 


l X m S. 


. 1 /R 


- , équation  que  j'appelle  (T). 

On  trouvera  , par  la  même  méthode  , qu’en  faifant 
fz=axm-hlJ  x n-4-cx^Scc  , l’intégrale  comp’ette  & finie 
delapropofée  fera^ssa'Cflz:  m + é'xn+c*^-t-  &c.  ) 

H-  b ( a x "!+  J'*  " + c x * -+-  &c.  ) X 
, — S.P’dx  à 

S. 7 ; > a1  & b étant  des  conG- 

(axm-i-b'xn+cxh-+*i  c.) 
tantes  arbitraires. 

Soit  propofée  l’équation  du  fécond  ordre  idy  «f* 
a x1  d y d x—  axydx1=o,  je  lui  donne  la  forme 

a y x H — **,  d-y  4-  = o.  En  la  comparant  à la 

dx  dx * 1 

formule  R , je  trouve  m=  i , P,t=axl  5 donc  fi  à la 
place  de  m & de  a x*  , on  fiibftitue  1 & a x*  dans  l’ito** 

• g — ~axl  j x 

t êgtalt  T , on  aura,?1  — a7  x <4-  2 * S. ; — . 
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1 96.  Problème.  Trouver  l'intégrale  ccmplette  âe 
l’équation  o = Pj  + — -+-  , en  /a  réduifant  d’abord. 

'y  X S.\ix 


au  premier  ordre.  En  fuppofant  y — e 
duira  la  propofée  à l’équation  fuivante  o 


, on  ré- 
: P 4-  P'ï 

+ oao=?dx -h?1  idx-i- 11  dx-^-di  qui 

<ft  du  premier  ordre  & ne  contient  que  deux  variables 
x & 1 , puifque  P & P'  font  fuppofés  des  fondions  de  x 
On  cherchera  parles  méthodes  précédentes,  l'intégrale  de 
cette  équation.  Suppofant  cette  intégrale  connue  , on 
auia  la  valeur  de  ? en  x,  ou  k fondion  de  x.  Cela 
pofc  on  pourra  toujours  avoir  , au  moins  par  approxi- 
mation , Vintégralc  de  çdx  i donc  on  trouvera  l'intégrale 
S.  kdx  qui  fera  = S.  %dx  , fondion  de  x j & parce 

S.pdx  - .»  S.rdx 

que y — e 1 , on  aura  en  Fanant  e x =p,y=t 

p fondion  de  x,  équation  qui  fera  une  intégrale  par- 
ticulière de  la  propofce.  Donc  on  trouvera  par  le  problème 
■fKécédent  l’intégrale  finie  & complette  de  Ja  propofée  > de 

forte  que  l’on  aura  y xstaKp  -h  bp  S. - . 

ï 517.  Problème.  L intégrale  de  l’équation  de  trois  termes 

2~-z  4-  4-  Qu=o  , équation  que  j'appelle  (A)  étant 

donnée , trouver  f intégrale  de  l’équation  de  quatre  termes  (B).... 

4 — -f-  Q y 4-  R = o , dx  étant  confiant, , 

■f,  Q,  R étant  des  fondions  de  x b de  confiantes. 
Supposons,  r°.  que  l’équation  u==t,  fondion  de  * loit 
l’intégrale  de  l'équation  A,  prenez  la  différentielle  dt 

& diviiez-la  par  d x pouravoir  ==  t’,  autre  fond'on 

de  y.z°.Chcrdiez,parla  méthode  ci-deffus(iz8),  l’intégrale 

•de  l'équation  âr  — r-Q*}-X  _ R 1 f * ==o,  dans  laquelle 

Hh  4 . 
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1 Q î R ? 

,f  » -p-fontdesfondionsde.Yqu<onefteenréconnoîtrei 

' & fuppofant  que  cette  intégrale eft  r=m  , fonétion  de  x , 

prenez  la  différentielle  de  m,  & divifez-la  par  dx  pour 
• dm  . 

av°irT*r  :=5/,,  ftUtrc  fon(^lon  ^e  *•  3 • Cherchez  ( par 
N°..n8)  l’intégrale  de  l’équation  — -LL  — . 

ndv=s  o,  & fuppofant  que  cette  intégrale  foit  \=k, 
fonétion  de  x , on  aura  yzzzm-~-lc  pour  l’intégrale  de 
l’équation  B.  En  effet  fi  l’on  fuppofe  dy  -4-  T ?dx  = o , 
T & i étant  deux  variables,  on  aura  dy  = — T?  dx 
& ddy  =—  T d\dx  — \i  T dx  ; donc  l’équation  B devien- 
dra par  fubftitution , — — -îf  — - ?PT+ 

dx  dx 

: R =o  > & en  multipliant  par  , changeant  les 

lignes  & ajoutant  l’équation  djr-t-?Tdx  = o,  on  aura 

l’équation  l H ) dy-f-dç- 4-  -+-çP  4-  -L?~  — 

Q_y  \ , Rd*  , 

'St  y s* — ïp — - = o : cette-  équation  H ferait  in- 

tégrable iî  on  pouvoir  lui  donner  la  forme  (M) . . . . dy  ■+• 

dir+.(y  + %)ydx-* — ■*=, o , fuppofé  queV  & T 
ioient  des  fondions  connues  de  *:  car  en  faiiàntr=e 
Qfl  auroit  dr  — dy  -h  di,  & l’équation  M de- 

R d x „ 

viendrait  dr-t-rVd*' ^ — =?o,  dont  on  trouve- 

rait l’intégrale  r = m,  fonétion  connue  de  x (par  le 
N9.  rz8  );  & en  différenciant , on  aurait  dr=  dy-h  dç 
z=zdm==ndxi  donc dy—ndx  — d\,n  étant  une  fonc- 
tion connue  de  x.  Subftituant  cette  valeur  de  dy  dans 
l’équation  dy  ■+-  %Tdx  = o,  on  aurait  en  changeant 
les  lignes  ,d<  — ? T d x — ndx  = o,  dont  on  trouverait 
i’intégfa!c?;=i>  fonétion  connue  de  * (par  le  N°.  n8J. 
Wftis  on  a jj  donc^  =r  — donc  en  fubfti- 
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tuant  les  valeurs  de  r &:  de  ^ , on  aura^=m  — k, 
intégrale  cherchée  de  l’équation  (B).  11  ne  s’agit  donc 
plus  que  de  réduire  l'équation  (H)  à la  forme  Mj  ce 

'?T  ' 

T 


qu’on  fera  en  fuppofant  ^ T -f-  P -f 


V (?H-j),ou  (N)....  T-+-  P • 


Tï*Vl 

d T Q , 

Tîra“  "T  équa- 


tion d’où  l’on  tire , en  ôtant  les  fraélions  & tranlpo- 
fant  ,Qdx-f-T*d;e-f-PTd*-t-dT  = oSi  on  fuppofe 

S.  tv  dx  , 11  • 

maintenant  u =ze  , t"  étant  une  nouvelle  varia- 

ble , & L.e  = 1 , on  aura,  en  fuppolànt  toujours  dx  conf- 

, S.d'dx  j,  S.tvdxj„, 

tant , d.u=e  t11dx,ddu  = e di''dx-h 

S.  t 11  d x 

e ' tntv  dx*.  Donc  en  fubftituant,  l’équation  A 

, . , S.d'dx  dtn  S.  ï'dx  „ „ D S.t”dx 

deviendra  e -*-e  tV-f-  Pe  t1 

dx 

S ï'1  d 

+ Q<  ‘ — o.  Si  l’on  multiplie  cette  équation  par 

dx  , qu’on  la  divife  par  e 1 ^x  & qu’on  fade  t" 
= T , on  aura  l’équation  Qdx-+-T  1 dx  -4- P T d x-b 
d T=  o , que  nous  avons  trouvée  ci-deffus  ; donc  la  va- 
leur de  T que  donnera  cette  équation  peut  être  fublli- 

tuée  à la  place  de  t”  dans  l’équation  u = e j 

c’eft-à-dire , qu’on  peut  regarder  t"  & T éomme  repré- 
fentant  la  même  fonction  de  x. 

Pour  avoir  la  valeur  de  T,  je  remarque  qu’on  a le* 

équations  T = t ",  u = t,  u =e  } donc  t =3 

S.  t"  dx  T - S.  t’1  dx  o 71  J r n !.. 

« ,L.t=L.e  =nS.t" dx  xb  e^=S.tvdx, 

& en  diftérentiant , = t”  dx  = T dit.  Mais  on  fup- 


pofe ici  dt  =t’dxi  donc 


t'dx 


= T dx,  ou  T as 
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fen&ion  connue  3e  x , & puifque  V = — * ^ (ce 

qu’on  tire  aifément  de  l’équation  N ) , on  aura  V = — 

~j~r  fonction  connue  de  x ; donc  l'équation  dr-f-  rVdx 

Rdx  ...  , rQtdx  R tdx 

• — - — o,  deviendra  dr >■ ; — =o» 

T t ' t* 

comme  nous  l’avons  mife  dans  la  folution , & Ton  in- 
tégrale fera  r=m,  fonction  connue  de  xj  donc  l'intc- 
grale  de  l’équation  B fera  y — m — h. 

Corollaire.  Donc  pour  intégrer  l'équation  B . on  n’a 

qu’à  retrancher  le  terme  R & fubllituer  u pour  y , du 
, . , , , , , d d u 

pour  dy  & ddu  pour  d dy  pour  avoir  1 équation. ■+■ 

P d U 

-+-  Qu  — o.  On  cherchera  l’intégrale  de  cette  équa- 
tion par  les  méthodes  précédentes , enfuite  on  trou- 
vera l’intégrale  de  l’équation  B par  le  préfent  problème. 

Problème.  Une  intégrale  particulière  de  l’équation 

* n jf  • » Bdu  C ddu  . 

cmerenuelle  de  trois  termes  Am — ; 1 ; — — ==  o , 

. . dx  d x 1 

étant  donnée  , trouver  l’intégrale  ~ complette  de  l’équaxion 

j B dy  C d dy  v , 

de  quatre  termes  Ay  -t — 1 — ^ — K , ou  de 

i’éjuation  D4-Ay  + -f-  = o , en  faifant — 

y dx  dx 2 

K — D , dx  étant  confiant,  &*  A,  B , C , D des  fonctions 
‘de  x.  Dieifcz  les  équations  proposes  par  C pour  ïeur 

donner  les  formes  (A)...  -t-  -l-Qu  =o > & (B)..— 

dx  i a x 

"j—  -h  -f-  Qy  R = o.  Maintenant  l’intégrale 

particulière  de  l’équation  A étant  fuppolee  u = mt, 
fonâion  de  x , cherchez  (par  le  N°.  ipy  ) , une  autre 
intégrale  particulière  de  la  nième  équation  qui  fefla 
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u = n , fonétion  de  x.  Cherchez  enfuite  par  le  problème 
précédent  les  deux  intégrales  particulières  corretpondan- 
tes  de  le^uation  B , & luppofant  que  ces  intégrales  foient 
repréièntees  par y = p &cy  = q ,p  & q étant  des  fondions 
de  x ; l’intégrale  complétte  de  l'équation  B fera  y =ap 
~i-bq , a & b étant  des  confiantes  arbitraires:  car  puis- 
que y — p tk  y — q.  y ~ap , & y = b q feront  des  in- 
tégrales particulières  de  l’équation  B,  8c  ^ -=ap-^-bq 
en  fera  l’intégrale  complette , ce  qu'on  prouvera  par 
la  méthode  ci-defius  ( 194.)* 

Remarqui.  On  voit , par  les  deux  problèmes  précé- 
dens,  que  fi  l’on  a une  équation  à trois  termes  de  la 
forme  A,  dont  l’intégrale  (oit  donnée,  on  pourra  tou- 
jours trouver  l’intégrale  de  1 équation  B de  quatre  ter- 
mes, c’eft-à-dire  que  fi  l’on  fuppofe  R ==  o,  & qu’on 

trouve  l’intégrale  de  Qj  R — o , on 


trouvera  aufTî  l’intégrale  en  fuppofant  R une  fonélion  de  x. 
Cette  méthode  feroit  applicable  aux  équations  du 


3e  , 4e , &c.  ordre.  Et  en  général  fi  l’on  a l’équation 

.M?  ^ -ÇiiL  &c + A^JV_=±Rj 


A y-\- 


d x 


dx* 


dxM 


dx  étant  confiant  8c  les  quantités  A ,B,  C. . . . M , R 
étant  des  fonctions  de  x , fi  on  trouve  l’inrégrale  d’uh 
ordre  quelconque  de  cette  équation  en  fuppofant  R = o, 
on  pourra  trouver  l’intégrale  du  même  ordre  en  fup- 
pofant que  R ell  une  fonction  de  x. 

Us  ne  fera  pas  inutile  de  faire  obferver  qu’on  peut 
fouvent  intégrer  facilement  une  équation  donnée  en 
l’élevant  à un  ordre  fupérieur.  Ainfi  en  différenciant 

l’équation  (A) 8 dx 1 -+- 1 yddy  — à y 1 -+-  4 yydx  1 — o'j 

on  aura  (B) d3y  — 4 * = o , équation  dont  une 

f x • 

intégrale  particulière  fera  y — e .En  faifant/=o> 

• O . 1 x 

on  a y = e = 1 ; les  équations  )=î  ï , y — — 
a e , feront  encore  des  intégrales  particulières  de 

la  même  équation.  Multipliant  e 0 par  à > % # 1 * par 
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b — z x c , z X 

, — z e par — , on  auraj  = a -+-  b e 


H-  ce  ' pour  l’intégrale  finie  & complctte  de  l’équa- 
tion B,  a,-  b & c,  étant  trois  confiantes  arbitraires. 
Cette  intégrale  contient  l’intégrale  de  l’équation  (A) 
qui  eft  d’un  ordre  moins  é’evé,  comme  un  cas  particu- 
lier : car  l’intégrale  de  1 équation  A ne  peut  contenir 
que  deux  confiantes  arbitraires.  Si  on  différencie  donc 
notre  intégrale  deux  fois  & qu’on  fubffitue  dans  l’équa- 
tion A les  valeurs  de  y , iy  & ddy , il  faudra  que  le 
réfultat  fatisfaffe  à l'équation  A,  ce  qu’on  obtiendra  en 
comparant  les  confiantes;  ainfi  dans  le  cas  préfent  on 


an  — z 

trouvera  c = j — , 

4* 


& l’intégrale  complette  de  l’équa- 


tion A fera  y =s  a -{-b  e *X  -+-  — — . e 1 * . On 

pourra  auffi  en  différenciant  une  équation  donnée, 
u.ne,  deux,  &c.  fois,  parvenir  louvent  à une  équation 
d’un  ordre  fupérieur  de  la  forme  de  celles  que  nous 
avons  déjà  intégrées , & on  aura  pat  - là  1 intégrale 
cherchée.  • 


De  quelques  Méthodes  d’intégrer 
CERTAINES  EQUATIONS. 


i $9-  Soit  une  équation  formée  de  tant  de  termes 
qu’on  voudra  de  cette  forme  a y " dy  “ idy p dx  i dans 
leiquels  a,  n,  m,p,q  font  conftans  , & m ■+•  z p-+-<? 
confiant;  je  dis  que  fi  n.-f-m-4-p  eft  auÆ  confiant, 
l’équation  lera  intégrable;  on  fuppofe  m -f-z  p -+-ÿ  conf- 
tai.t  afin  que  les  quantités  infiniment  petites  foient  du 
même  ordre.  Maintenant  fi  n + m+peft  confiant,  on 

aura  , en  faifant  y = e 1 ^x,  une  équation  d’où  les  expo- 

nentielles difparc îtront , &qui , ne  contenant  que  t,dt&c 
dx,  pourra  s'intégrer  par  les  méthodes  connues  (on  fuppofe 
dx  contant,  Cette  méthode  eft  du  célèbre  M.  d’Alembert. 
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Soit  l’équation  du  premier  ordre  & dont  parle  M.  le 
Marquis  de  Condorcet  dans  k quatrième  volume  des 
Mémoires  de  l’Académie  de  Turin,  4* 3 dy  — zx2ydy 
— xx2ydx-¥-xy  1 dx  -+-  xy  '■  dy—xy  3 dx  — x 1 dx  — 
x i J y _f.  j x y dx  -xy  à y — zyy  dx—o.  Si  on  le  met 
fous  cette  forme  A dx  -t-  il  d v = o , on  trouvera  qu  en 
la  multipliant-  par  un  fadeur  M = 

1 , die  devient  intégra. 

y (x-y).xxyy -h  xxy  — x3 

ble:  car  alors  ~ * M = ( > & l’intégrale 

cherchée  eft  = L J ~y — ]/* (x— (x  ^y)J 

_ /" , v 


V(*— y) 


= C. 


Soit  l’équation  xajddy — jady1 — y3  dx1  (i-+-xx)  1 — o. 
e la  multiplie  p 
x a\à  dy- — 4 ad  y * 


Je  la  multiplie  par  le  fadeur  M = - pour  avoir 


dxz 
( i-*-xx)  * 


■ = o , dont  l’inté- 


grale en  ajoutant  la  confiante  A dx,  efi 


xdx 


z a d t 
y y 


y~  { I -4-x  x) 
x a 


s=:  A dx  -,  ic  en  intégrant  de  nouveau  , on 


aura' 


— }/~(i-Hxx)  = Ax-+-B. 


. aoo.  Soit  l’équation  = ÿ(Ÿ-^ÿ)-  ” ’ (A)  ' 

je  fais  difparoitre  lesfradions  pour  avoir  dx  y ( i — y y) 
= d ) V^(i  — -xx)  , & en  intégrant  par  parties,  il 

vient  x}^ (i—  J7)"+-s- J'K’t1  — **)"*• 
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y x dx 


C *.  Mais  l’équation  A étant  multi- 


i ’ cquduun  n.  étant  muirw 

pliée  par  xy  & cnfuite  intégrée  , donne  S.  _ 

V (i — xxy  - 

x y d y 

S.  yS  yyj  y donc  l'équation  précédente , en  effaçant 

les  quantités  égales  qui  fe  trouvent  dans  lés  deux  mem- 
bres, deviendra  x]/~(i  — y y)  —yV  ( i — C.i. 
équation  a'gé'orique  qui  donne  l’intégrale  complctte  de 
la  propofée. 

Si  l’on  avoit  l’équation  z-yr-, - == 

V (a-t-i  x-+-cxx) 
dy 

rpn — — ; r-  . . . . ( B ) , en  otant  les  frayions 

y (a-h  b -t-cjyj)  " "* 

& prenant  enfuite  l’intégrale  par  parties , on  trouveroit 

«✓(«-t-fr-t-cj,)-  S.  ^<> +*■*{>*  i*  = 
J 2 V (.a  -+-  b y -h  cyy) 

,yr  , , , , \ c ( b -f-  i c x).y  dx 

y y 4 + l*  + cïï  — S.  -—y- r~— 

JV  v î/(a+b  + cxx) 

-+-C.  . . . (H).  Si  l’oq  multiplie  l’équation  B par  xy , 

on  aura  en  intégrant , S.  -^-7= — = 

V \a  + cxx ) 

S-  + cyÿÿ  Mais  fi’  avant  ^^égrer  on 

multiplie  par  j,  on  trouver^  S.  y^à  *, 


*-  St  l’oa  fait  attention  que  S.  p dx  acp  x — S.  xi  f 
( voyez  le  n«.  79),  on  verra  facilement  que  S.  dx.y' (1  —yy) 
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S. 


- y- ^-7 — r-“  ]/" (a-t-  Ij  -i-cjj) 

y ( a-t- by-hcyy)  c ' j JJ! 


- —S 


— S. — 7»—; -r- T » comme  il  eft  aile  de 

z c y ( a -h  b y -+-  r y y ) 

X J y 


le  voir  en  différenciant.  De  même  S. 


as  S. 


x d x 


y (a-+-  Lj -h cyy  ) 


y (a-\-b x-+-  ex  x ) c 


= — /(tt  + t: 


c.rr) 


— — — S.  -r-, f- : ; donc  faifant  ces  fubfti- 

zc  y (a-hbx -i-c  xx) 

tutions  dans  l’équation  H,  effaçant  ce  qui  fe  détruit, 
on  aura  cette  équation  algébrique  * V~  (a  -+-  b y -+-  cyy) 

— — \/~  (a-hbx-h  exx)  — y y (a-\-lx-ï-cxx) 
zc 

— — y (a  -i- ly -h  cyy) -+-C,  ou  bien  ^ x-f-  ^ x 

y {a-’r-by^y  y ) = ( y -+■  <H-ix-q-orx)-+-C, 

qui  eft  l’intégrale  de  l’équation  propoféç.  Il  eft  bon  de 
faire  attention  à cette  méthode  ingénieufe  que  nous 
devons  au  célèbre  M.  de  La  Grange, 

• dx 

L équation  ^a_^_  j x _^cxx_^e  x x +) 

« 

J y 

; , , ‘ r , s dont  aucun  des  mem- 

4^  ( a -h  b y -+-  cyy  -f-  ey  3 -f-/j  4 ) 


bres  ri’eft  intégrable  algébriquement  a néanmoins  une 
intégrale  algébrique  exprimée  en  général  par  l’équation 
A-f-B(jf-t-j)  +C(rr  + 7;)  + Djr;  -+-  E (xxy  -+■ 
xyy)  H-  F x xyy  ==  o.  Én  effet  fi  on  différencie  cette 

équation,  il  vient  [^B-+-  iC  x-bDy-hE  (z  xy-t-yy) 
fl-  a F xyy  Jdx-f~j^B4-a  -+-D  x-+-  E (z_y  x -i-yy) 
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viendra  —, . ty 

+ gj?  + ^»,ou3t)-— g.  ?'■ ».  + 

ex  dx*  xx 

^Tx  ***  ~ ° * ^ont  *’int^Sra^e  complette  fera  y = 

— S.P  '<i*j 

m * m m ~ il  x /«  r t » 


a'xm  + ixra.S. 


Si  on  fuppofe  de  plus 


que  P'=  ax»,  on  auraS.  P'dx  = j donc  no- 

fl  -t*  * 

tre  intégrale  complette  deviendra  j la  «'  *•  -t- 


n-t-  x . 

f tf  X * 

ï * » S. — > équation  que  j'appelle  (T). 

On  trouvera  , par  la  même  méthode  , qu’en  faifant 
f=axm-hl’  x n-t-cx^&c.  , l’intégrale  complette  &finie 
de  la  propofée  fera y = a,(ax  m + i,x”+fx^-t-  &c.  ) 
S”  b ( a x m •+■  b1  x n -h  ci r ^ -t-  &c.  ) X 


e-S.V'dxJx 


- , a1  & i étant  des  conf- 


tantes  arbitraires. 

Soit  propofée  l’équation  du  fécond  ordre  ddj  ■+* 
ax1  iy  dx  n x y d x * — o > je  lui  donne  la  forme 


«a1  dy  , ddy 


— a y x H Yx~  dx*  ~ °*  a comParant  a *a 

formule  R,  je  trouve  jn  = ï,P?s=a*îi  donc  fi.  à la 
place  de  m & de  a xm  , on  fubftitue  i & a x1  dans  l’ito* 

• — - a x * j 

tégfah:  T , on  aura,?  = a’  x -»- 1 x S.  - — - — . 
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1 $6.  Problème.  Trouver  i‘ intégrale  ccmplette  âe 
l’équation  o — P y + , en  la  réduifani  d’alori 

au  premier  ordre.  En  fuppofant  = e ^ , on  ré- 
duira la  propofée  à l’équation  fuivante  o = P-f-  P'ç 

+^-»  ou  o=P dx  4- P’  ç<f  x -hzzd xfi-d\  qui 


du  premier  Ordre  & ne  contient  que  deux  variables 
x 8e  1 , puifque  P & P'  font  fuppofés  des  fonctions  de  x 
On  cherchera  parles  méthodes  précédentes,  l’intégrale  de 
cette  équation.  Suppofant  cette  intégrale  connue  , on 
auta  la  valeur  de  ? en  x,  ou  k fonction  de  x.  Cela 
pofé  on  pourra  toujours  avoir  , au  moins  par  approxi- 
mation , l’intégrale  de  \dx  ; donc  on  trouvera  l’intégrale 
S.  kdx  qui  fera  = S.  ç d x , fonction  de  x j & parce 

S.rdx  ■ - S.?dx 

que  y —e  x , on  aura  en  raiiant  e 1 =p,j/=z 3 

j>  fonâion  de  x,  équation  qui  fera  une  intégrale  par- 
ticulière de  la  propofee.  Donc  on  trouvera  pur  le  problème 
-précédent  l’intégrale  finie  & complette  de  la  propofée  > de 


forte  que  l’on  autajf=sa!p-MpS. — 


— S.P'd*. 


197.  Problème.  L intégrale  de  l’équation  de  trois  termes 

ddu  h V du  _ . . „ ,,  . . , 

■'T~î  — ~lf7~  *+-  Qu—  o , équation  que  j appelle  (A)  étant 

donnée , trouver  l’intégrale  de  l’équation  de  quatre  termes  (B).— 

H — -g~  ■+*  Q y •+■  R = o , dx  étant  confiant , 

P , Q , R étant  des  fondions  de  x & de  confiantes. 
Supj>ofons>  i°.  que  l’équation  u—t,  fonéiion  de  x foit 
l’intégrale  de  l’équation  A,  prenez  la  différentielle  dt 

& divifez-Ia  par  d x pouravoir  =■  t’,  autre  fonébon 

fle  9f.z°.Cherc1ie2,l>arla  méthode  ci-deffus(i28),  l’intégrale 

•de  1 equattoh  dr - — tas  © , dans  laquelle 

*'<.-■  - * * w l 


H h 4 • 
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r » yr-fonr  des  fondions  de  xquVrn  eft  eenféconnoîtrej 

& fuppofant  que  cette  intégraletft  r — m,  fonction  de  x , 
prenez  !a  différentielle  de  m,  & divifez-la  par  dx  pour 

avoir autre  fonction  de  x.  30.  Cherchez  (par 

le  N°..  128.)  l’intégra’e  de  l’équation  dj  — - LL  _ 

ndx=a  o,  & fuppofant  que  cette  intégrale  foit 
fondion  de  x , on  aura  y — m — le  pour  l'intégrale  de 
léquat;onB.  En  effet  fi  l’on  fuppofe  dy  -+•  T ^ dx  = o , 
T & 1 étant  deux  variables  , on  aura  d y = — T?  dx 
8c  ddy  =— T d\dx  — \dTdxi  donc  l’équation  B devien- 
dra par  fubftitution , — -L^-£ — — ?P  T-t- 

dx  dx 


dx 

: Q>' “t"  R = 0 , & en  multipliant  par  y,  changeant  les 
lignes  & ajoutant  l’équation  dy  -hfTdx  =0,  on  aura 
l’équation  1 H ) dy-t-d{-h  ({T  -4-çP  •+*  ~yj~~  — 

Qj  \ , R dx  ...... 

*y j à.  x — — — > = o : cette-  équation  H feroit  in- 
tégrable fi  on  pouvoit  lui  donner  la  forme  (M) . . . . dy  -f» 

d?H-  (y  ■+■£)  V d x ~r~  o , fuppofé  que-V  & T 

loient  des  fonctions  connues  de  x:  car  en  fai(àntr=a 
on  adroit  dr  — dy  -+- d\,  & l’équation  M de- 


viendrait dr-brVdx  — 


R dx 
T 


==o,  dont  on  trouve- 


rait l'intégrale  r ~yn,  fonction  connue  de  x (par  le 
N9.  iz8  )i  & en  différenciant , on  aurait  dr=  dy-y-  d\ 
z=;dm==ndx-,  donc  dy—ndx  — dç,  n étant  une  fonc- 
tion connue  de  x.  Subftituànt  cette  valeur  de  dy  dans 
l’équation  dy  ^ Tdx  = o , on  aurait  en  changeant 
les  fignes , dx  — jTér  — n dx  = o , dont  on  trouverait 
l'intégrale  fonétion  connue  de  x (par  le  N°.  1 18). 

priais  on  a rzzy-t- zi doncy  = r — n donc  en  fuWU-; 
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tuant  les  valeurs  de  r & de  ? , on  aura  y=m  — k , 
intégrale  cherchée  de  l’équation  (B).  11  ne  s’agit  donc 
plus  que  de  réduire  l’équation  (H)  à la  forme  Al;  ce 

qu’on  fera  en  fuppofant  ^ T -+-P  -H  =* 

V (?  H-  y) , ou  (N)....  T + P+  , équa- 

tion d’où  l’on  tire  , en  ôtant  les  fraélions  & tranfpo- 
fant  ,Qdx-hT  1 dx  -h?T  dx-h  dT  — o Si  on  fuppofe 

S.d’dx  ,,  , „ . , 

maintenant  u = e , t"  étant  une  nouvelle  varia- 

ble , & L.e  = r , on  aura,  en  fuppolânt  toujours  dx  conf- 

, S.tvdx  ...  ,,  S.t"dx  , , 

tant,du=e  tvdx,ddu  — e dv’dx-^r 

S t11  d x 

t ' r":"  dx1.  Donc  en  fubftituant,  l’équation  A 


deviendra  e 

S.t"dx 

-+-Q  e 


S.  t1’  d x dt" 
dx 


' dx 


r'Y’-f-P  e 


S.tvdx 


= o.  Si  l’on  multiplie  cette  équation  pat 
S.  t”  dx 

dx  , qu’on  la  divife  par  e ‘ & qu’on  fafle  t" 

= T , on  aura  l’équation  Q d x -I-  T 1 d*  -+-  P T d x -f- 
dT  = o,  que  nous  avons  trouvée  ci-deffus  ;donc  la  va- 
leur de  T que  donnera  cette  équation  peut  être  fublti- 

S t11  dx 

tuée  à la  place  de  r"  dans  l’équation  u— e i 

c’eft-à-dire , qu’on  peut  regarder  t”  & T éomme  repré- 

fentant  la  même  fonction  de  x. 

Pour  avoir  la  valeur  de  T,  je  remarque  qu’on  a le* 

, . _ „ S.t’'ix  . 

équations  T—t,u  = t,u=e  ; donc  t =3 

t ,L.t=L.e  =3  S.  t11  dx  x Le—S.t’  dx, 

& en  diftérentiant , - — = r"  ix  — Tdx.  Mais  on  fup- 

r,-  t ^ ({  X 

pofe  ici  dt  = t'dx-,  donc = T dx,  ou  T =s 
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fondion  connue  3e  s: , & puifque  V = — ^ (ce 
quon  tire  aifément  de  l’équation  N ) ,on  aura  V ==  — 
ri  * fon&mn connue  de x > donc  l’équation dr-t-  rVdx 

* — — = o,  deviendra  dr  — r—  tdx- 0 

i î'  t'  ~"0' 

comme  nous  lavons  mi fe  dans  la  folution , & fon  in- 
tégrale fera  r — m,  fondion  connue  de  x;  donc  l’inté- 
grale de  1 équation  B fera  y~m k. 

Corollaire.  Donc  pour  intégrer  l’équation  B , on  n’a 
qu  a retrancher  le  terme  R & iublhtuer  u pourj',  du 

pour  dj  8c  ddu  pour  ddj pour  avoir  l’équation,  -f* 

P du  dxl 

ix  — o.  On  cherchera  l'intégrale  de  cette  équa- 

tion par  les  méthodes  précédentes , enfuite  on  trou- 
vera 1 intégrale  de  1 équation  B par  le  préfent  problème. 

tpS.  Problème.  Une  intégrale  particulière  de  l’équation 

différentielle  de  trois  termes  Au+  c<1du  __ 

d*  dx*  — ° » 
étant  donnée  , trouver  l’intégrale  -complette  de  l’équation 

* î“'re  “™"  AJ  + h-  Sjiÿ  =a  K,  ou  de 

**•*■  »+V+4£ 

K==DUdx  itant  confiant,  O A,  B,  C,  D des  fondions 
‘de  x.  Divifez  les  équations  proposes  par  C pour  feur 

donner  les formes(A)...^  ?*£  -+-Q u =Q;  & (B).... 
d dy  P dy 

dxl  ’+‘~dx  ^ ^ — o.  Maintenant  l’intégrale 

particulière  de  1 équation  A étant  fuppolee  u = mt, 

de  f’  *rch^  (Par  le  N°  *p;  ) » une  autre 
«nte^rale  partrculiere  de  la  meme  équation  qui  fera 
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n — n,  fon&ion  de  x.  Cherchez  enfuite  par  le  problêm® 
précédent  les  deux  intégrales  particulières  corretpondan- 
tes  de  1 équation  B , & luppofant  que  ces  intégrales  foient 
repréièntees  par  7 = p & y = q,pîkq  étant  des  fondions 
de  x ; l’intégrale  complctte  de  l'équation  B fera  y — ap 
~hbq , a & b étant  des  confiantes  arbitraires:  car  puis- 
que y — p & y — q , y —ap , &c  y = b q feront  des  in- 
tégrales particulières  de  l’équation  B,  & y =ap-j-bq 
en  fera  l’intégrale  complette , ce  qu’on  prouvera  par 
la  méthode  ci-deffus  ( 194..). 

Remarque.  On  voir  , par  les  deux  problèmes  précé- 
dens,  que  fi  l’on  a une  équation  à trois  termes  de  la 
forme  A,  dont  l’intégrale  foit  donnée,  on  pourra  tou- 
jours trouver  l'intégrale  de  I équation  B de  quatre  ter- 
mes, c’eft-à-dire  que  fi  l’on  fuppofe  R = o,  & qu’on 

irduve  l’intégrale  de  -4-  Q y •+■  R = o , on 


trouvera  aufTi  l'intégrale  en  fuppofantR  une  fondion  de  x. 
Cette  méthode  ferait  applicable  aux  équations  du 
3e  » 4e , &c.  ordre.  Et  en  général  fi  l'on  a l'équation 
B à y C ddy 


A y-i 


dx 


à x '• 


Scc. 


Md  

dx"  —±R’ 


dx  étant  confiant  8c  les  quantités  A , B,  C. . . . M , R 
étant  des  fondions  de  x , fi  011  trouve  l’intégrale  d’un 
ordre  quelconque  de  cette  équation  en  fuppofant  R = o, 
on  pourra  trouver  l’intégrale  du  même  ordre  en  fup- 
pofant que  R eft  une  fonction  de  x. 

Ils  ne  fera  pas  inutile  de  faire  obferver  qu’on  peut 
fouvctit  intégrer  facilement  une  équation  donnée  en 
l’élevant  à un  ordre  fupérieur.  Ainfî  en  différenciant 

l’équation  (A) 8 dx  2 ■+•  i yddy  — dy  2 -+-  4 y y dx  2 = oî, 

on  aura  (B) d 3 y — 4 djdx  2 = o , équation  dont  une 

• x r jf 

intégrale  particulière  fera  y = e . En  faifant/=o  > 

on  a y — e°  = j ; les  équations  y «=  a e 1 x , y ~ ■— 
, ..  , 2,  x 

% e , feront  encore  des  intégrales  particulières  dé 
la  même  équation.  Multipliante0  par  « > j tu  pat 
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•b  — zx  c , zx 

~ , — i e par —,  onauraj  = «+tt 

■ .1-  ^ x 

*4-  c e pour  l’intégrale  finie  & complette  de  l’équa- 

tion B , a b & c , étant  trois  confiantes  arbitraires. 
Cette  intégrale  contient  l’intégrale  de  l'équation  (A) 
qui  eft  d’un  ordre  moins  é’evé,  comme  un  cas  particu- 
lier : car  l’intégrale  de  1 équation  A ne  peut  contenir 
que  deux  confiantes  arbitraires.  Si  on  différencie  donc 
- notre  intégrale  deux  fois  & qu’on  fubllitue  dans  l’équa- 
tion A les  valeurs  de  y , dy  & ddy , il  faudra  que  le 
réfultat  fatisfaffe  à l'équation  A,  ce  qu’on  obtiendra  en 
comparant  les  confiantes;  ainfi  dans  le  cas  préfent  on 


trouvera  c — 


, & l’intégrale  complette  de  lequa- 


a r , tx  aa—z  — Z x „ 

tion  A fera  y — a -+■  b e -) r — . e i . On 

4 0 r 

pourra  auffi  en  différenciant  une  équation  donnée, 
une,  deux,  &c.  fois,  parvenir  louvent  à une  équation 
d'un  ordre  fupérieur  de  la  forme  de  celles  que  nous 
avons  déjà  intégrées , & on  aura  par  - là  1 intégrale 
cherchée.  • 


De  quelques  Méthodes  d’intégrer 
CERTAINES  EQUATIONS. 


ipp.  Soit  une  équation  formée  de  tant  de  termes 
qu’on  voudra  de  cette  forme  a y " dym  ddyp  dxi  dans 
lelquels  a,  n,  m,  p,  q font  conftans,  & m -+■  z p-+-? 
confiant;  je  dis  que  fi  n m -4-  p eft  auili  confiant, 
l’équation  fera  intégrable:  on  fuppofe  m -4-2  p -4-?  conf- 
iant afin  que  les  quantités  infiniment  petites  foient  du 
même  ordre.  Maintenant  fi  n -4- m-t-p  eft  confiant , on 

aura  , en  faifant  y=  e ^ une  équation  d’où  les  expo- 
nentielles difparc  îtront , & qui , ne  contenant  que  t,dt&c 
dr,  pourra  s’intégrer  par  les  méthodes  connues  (on  fuppofe 
dx  confiant.  Cette  méthode  eft  du  célèbre  M.  d’Alembert. 
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Soit  réquation  du  premier  ordre  & dont  parie  M.  le 
Marquis  de  Condorcet  dans  k quatrième  volume  des 
Mémoires  de  l’Académie  de  Turin,  4x*  dy  — i*  '-ydy 
. — xx  zydx  -+-  xy  1 d x -+-  xy  1 dy — ty  3 dx  x - d x — 
x i ^ y _f_  j y y dx  •+-  xy  dy — zyy  dx  = o.  Si  on  le  met 
fous  cette  forme  A dx  -y-  B d y = o . on  trouvera  qu  en 
la  multipliant'  par  un  faéleur  M = 

I — , elle  devient  intégra. 

y (x — y)-xxyy  -t-  xxy  — x3 

ble:  car  alors  — , & l’intégrale 
cherchée  eft  = L — y (x — 

_ K(tz^  = C. 


Soit l’éqttation  ifijiMy  — ^ady1 — y1  dx2  (i -f-xx)  " — o. 
é la  multiplie  p 
x ayddy — 4 ad  y 1 


Je  la  multiplie  par  le  fafteur  M ==  - pour  avoir 


dx  z 
( i+**)  1 


■ = o , dont  l’inté- 


grale en  ajoutant  la  confiante  Kdx,  eft 


xdi 


ta  d y 

yy 


y ( i -t-xx) 


sss  A dx  -,  & en  intégrant  de  nouveau , on 


aura  — — y ( i 4-  x x)  = A x -+■  B. 

y • 

dx  . dy  /AS 

- xoo.  Soit  1 équation  ÿr^  -~x)  = ’ * * (A)  ’ 

je  fais  difparoîtrelcsfraflions  pour  avoir  dx  y ( i — y y) 

— dy  y (i  —xx)  , & en  intégrant  par  parties,  H 

vient  x}/" (i—  yj)  + S.  —xx')-+' 
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S.  - y-: ^ r — (flHr  Ùj-i-Cyj') 

y (a -4-  by-+-cyy)  c y jj  • 

—S.—  y-. — ; — t~~~. r » comme  il  eft  aile  de 

i c Y ( a -t-  b y -+-  r y y ) 


le  voir  en  différenciant.  De  même  S.  777 r- 

V h •+- cjj ) 


xdx _i_ 

' (a-4-ix-f-  ex  x)  c 

b S i* . 

z c ’ ( a -\-bx  -H  c xx)  ’ 


(a  -+■  A*  -+-  exx) 
donc  faifant  ces  fubfti~ 


tutions  dans  l’équation  H , effaçant  ce  qui  fe  détruit , 
on  aura  cette  équation  algébrique  x y (2  ■+•  b y -+-  cyy) 


— j/" (a  -h  b x -+-  Cxx)  = y (aH-ix-J-cxx) 

zc  - ' 


— — — . J/  fa  8v -H  w) C,  ou  bien  ^ * 

zc  ^ v.  2 c y 

y {a-+-by^^yy)  = ^ >•+-  <H-ix-t-cxx>+-C, 

qui  eft  l’intégrale  de  l’équation  propofeq.  Il  eft  bon  de 
faire  attention  à cette  méthode  ingénieufè  que  nou$ 
devons  au  célèbre  M.  de  La  Grange. 

T , . ■ dx 

équation  (a-(-ix-f-c.vx-+-e  x x x -f -f  x *) 

(a -h  b j -h  cyy  ■+-  ey  i -‘rfy  4 ) ^°nt  aucun ^5*  mem“ 

bres  n’eft  intégrable  algébriquement  a néanmoins  une 
intégrale  algébrique  exprimée  en  général  par  l’équation 
A -4-  B ( x -h  y ) -4-  C ( x x ) -4-  D xj  -4-  E ( xxj  -4- 
xyy ) -+-  F x x y y = o.  lin  effet  fi  on  différencie  cette 

équation,  il  vient  £ B-4-  zC  x -4-Dj-i-  E (z xy-hyy) 
!+*  3 F xyy  J <ix-4-£  B 4- a Cj-4-Dx-4-  E(iyx-byy) 


L. 
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* J dy  = o;  mais  en  tirant  de  la  même  équa- 
tion la  valeur  de  x en  y,  & enfuite  celle  de  y en  r,on 
trouvera  i x (C-4-  Ey-t-Fyy  ) -f-  B-f-  Dy  -+-  E yy=*  , 

y £ (B  -+-  Dy  -f-  Eyy)1  — 4(A-+-B>-f-C^j)x 
( C -f-  Ey  -+■  Fyy ) J • Et  de  même  z j»  ( C -4- E x -4- 
F xx)  -+-B-+-Dx-4-Exx  = V [(B  + Dx+Exx)* 

— -4.(A-4-Bx-f-Cxx)(C-4-Ex-4-Fxx)Jide  forte 

qu’en  faifant  a — BB — 4AC  ? b = iBD  — 4 (AE-f-  BC)  i 
c = z B E -+-  D D -*— • 4 ( A F -f-  C C -+-  B E ) i e =t  1 Dt  — * 
4(BF  + CE)i/=EE  — 4 C F,  on  aura  dx  ( a -4- 
ly  -4-  cyy  -4-  e_y  3 -4-  /y4)  = dy  ( <*  -4-  i X +c  xx 
-4-  ex  3 -4-  f x+  ) -,  8c  par  conféquent 

, dje 

j/1  ( a -4-  é x -4-  c x x + «x*  + ) 

~77~/ z — : — — — : r~7~r~rr  > l'équation 

y ( a -t-  b)  -4-  cyy-\-  ey 3 -4-J7  + ) n 

propofée.  Mais  parce  que lescocfficiens  donnés a,b,c,e,f 
ne  font  qu’au  nombre  de  cinq , & que  les  quantités 
A,  B,  C,  D,E,  F font  au  nombre  de  lîx  , il  eft 
évident  qu’il  en  reliera  une  indéterminée  qui  tien- 
dra lieu  de  la  confiante  arbitraire  cjui  doit  le  trouver 
dans  l'intégrale  compleue  de  l'équation  propofée. 
Nous  allons  maintenant  donner  une  méthode  direéte 
pour  intégrer  les  équations  qui  ont  la  forme  de  celles 
dont  on  vient  de  parler,  elle  eft  fondée  fur  le  principe 
fiiivant. 

Principe.  Quand  on  ce  uns  équation  du  premier  ordre 
dont  on  ne  peut  trouver  l’intégrale  , il  faut  la  différencier  (x 
examiner  Ji  en  combinant  cette  nouvelle  équation  avec  la  propo- 
fée , on  pourroit  trouver  une  équation  intégrale  du  premier  degré 

autre 
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autre  que  la  propofée;  car  alors  en  chafdnt,  par  le  moyen  de 
ces  deux  équations  les  premières  différences,  on  aura  l’intégrale 
cherchée.  Si  l’intégration  ne  réuffit  pas  de  cette  maniéré , ori 
paffera  à la.  différentielle  du  troifieme  degré  &■  l’on  cherchera  fl 
Von  peut  parvenir  à une  nouvelle  équation  du  fécond  degré  ; en 
ce  cas  il  n'y  aura  plus  qu’d  éliminer  les  différences  fécondés 
£>-  troifiemès  par  le  moyen  de  l’équation  propofée  & de  fa  diffé- 
rentielle, ainfi  de  Juite. 


/ d X 

Reprenons  l’équation  ; 

v {a  h x ■+-  c x x) 

dy 


sa 


V (.a-hby  -+-  cyy) 

& je  quarre , il  vient  dt’L  = 
dy1 


->  donc 


, je  fais  l’un  & l’autre  membre  =dt , 
d x 1 

d x 


dt1  = 3 


1 drl 

= «■*+-  b y -y-c  x x,  Si 


I . > Vivy  IIV  J KA.  T v A —f—  I.  A A ! IA.  , — 

a -+-  b y -f-  c y y dt * dt 1 

=a=  art-by  -t-  cyy.  Je  différencie  maintenant  ces  équa- 
tions en  fuppofant  dt  confiant  , & divifant  la  premiers 


par  dx  Se  la  fécondé  par  dy , il  viendra 


i dd  x 
~ dt1 


b -+-i exi 


dt * 


■ i cy.  Ajoutant  ces  deux  équa-1 
tions  enfemble  & faifant  *-+ -y  = p , on  aura  l’équation 
— a i ■+•  2 C p , laquelle  étaht  multipliée  par  dp  Si 

tnfuite intégrée , donne ^ —C  -h  ibp-h  cp~-  -,  doit 

l’on  tire  -~-  = yr  (C  -f- 1 bp  -+-cpp).  Mais-^  £s 


■dy 


dt 


■ V ( <t  -H  b x “4“  exx  ) -f—  ’iff ( a -f-  h y -f-  cy  y), 

©onc  on  aura  enfin  Yff  a -f-  b x •+■  ex  x)  *+-  V~  ( a + by 
Tome  IV,  I i 
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+ Cyj)  = yr[c  -+-  zb  ( x H-  Jf)  -f-  c (*-♦-.>)  1 J 

qui  efl  l’intégrale  complette  de  l’équation  propofée  , &: 
qui  > quant  au  fond , ne  différé  pas  de  celle  que  nous 
avons  trouvée  ci-deffus  par  une  autre  méthode. 

dx 

Soit  1 équation  j/- ( a-l-ix-f- cxx-t-cx  3 -t-/x  + ) 

dy  .g  ^ ^ 

yr(a.-hby-+-cyy  -*-eyl~hfy+)  1 

dx  gç  dç  , 

j/-  (a-+-  ix-f-  cxx  -H ex*  -+-/*4)  * . 1 

- — — * . Quarrant  ces 

iS  (a-hby  -hcyy-hey3  -t-fy+) 

équations,  multipliant  enfuite  par  le  dénominateur  du 

fécond  membre  & divifant  par  , différenciant  en 

regardant  d ? comme  confiant , divifant  la  première 
par  d x & la  fécondé  par  dy  , 8e  tranfpofant , l’on 

itdtdx-hittddx_  =.f,_t_1çX+zexi-h4fx)  ; 

aura 

xtdtdy-4-ittddj__l_l_ii  ey  i+tfy  i . J’ajoute 

di 1 

enfemble  ces  deux  dernières  équations,  «e  je  fais  *-+• 
y = ?,  x — y = ç>  8edJ  = Mdp-t-Nd9,  j’aurai  endi- 

mdv1-+-tXdrdq-httddP_h  + 

vifant  par  x , — — — — j~i  ^ 

XL  (pp  -h  qq^-h  (f’+lH1).  & mettant 

4 « • J ..  9 


Jvda  . dx 1 d y1  _ 

au  lieu  de  ■ J J—  & valeur  « 

a-t-tx-l-cxx-t-ex’-hf*4  a-t-éy-f-c  vy-f-ey3 -H/ll 
— rr-  t» 
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# r 

h q ■+■  c p q --  ( i p p q -+-  q 3 ) *+-  d-  (p  » q H- p q 3 ) 

» 

on  aura , après  avoir  multiplié  par  t 8c  ordonné  les  ter- 


mes , on  aura , dis-je , l’équation 


tt(M  dp»  -t-tddp) 

dï 


(i-t-cp)  (r — Ng)  •+•  — (PP-+-Ç l) — N (jy2g4-pg3)J 

•+-  3 3PÎ1) — N (P3?  "H1? ’)}•••  > (H).Sup- 

pofons  maintenant  que  r foit  =s N g , ou  que  t — No  foit 
= o , & N = P , fonction  de  p fans  q , nous  aurons  a t = 
Pdg-+-ç dP.  Mais  dt  = Mdp-f-Ndg  = Mdp-f-Pdgj 


donc  qd P = M dp,  & M = 


g.d  P 

dp 


. Donc  l’équation  H 


icu vtoülLWWW =f , . (-1- 

• „ Pdp.  dP  -h  PP  ddp  e 

Ou  en  divifant  par  P g 3 , — — — ==—  •+■  /p. 

Si  l’on  multiplie  cette  équation  par  2 dp,  elle  devien- 
dra intégrable,  & fon  intégrale  fera  à caufe  de  dj 

n . PP  dp» 

confiant  , fera , dis- je, — 4 — = C -h  ep  -hfp  2} 

d\  » 

donc  r - — \f  C C -+-  ep  -f-/p  *)  ; mais 


d?  —r  v~-  wr  — 

dx-4-dy  V~  ( «-+-  î *■+•  c xx  -4-  ex  3 -4-fx  *) 

_ = 7 •*-' 

+ , Donc  SMta,, 

r 

cette  valeur,  mettant  à la  place  de  p,  x -hyi  8c  à la 
place  de  t , P g , ou  bien  P ( * — y ) , on  aura , après  avoir 
multiplié  par  x — y , l’équation  J/"  (<H-ix-+-c*x-+* 
e*3  -t-/x+)  ■+■  jS^a-t-iy  -t-cyy-hey  3 -+-  fy  + ) =» 

U z 
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(x-r-j).  £ C *f-  e.(x-i-jy)  H-/Orb-j)*] 

» qui 

eft  l’intégrale  cherchée  Si  l’équation  propofée  étoit 
__ l_* 

y'  ( d-bbx  -+-  cxx-*r  ex3  -*-/*  + ) 

y'’  {a  H-  b J 4-  cy  2 -+-  ey  J -H J y 4)  ° * °n  0 aur°k 

qu’à  changer  dans  l’intégrale  qu’on  vient  de  trouver. 
Je  figue  du  radical  ( a.  -f-  b y -j-  c y y -+-  ey  » -t-fy  4 j. 

Les  intégrales  S.  — r-. v — . 

V x-hc xx-t-  ex  >-hfx+)  * 

* <*y  ... 

y (a  ■+■  by+  c yy+ey  *+Jy+)  n aPPartIcnncnt  «“ 
logarithmes , qi  aux  arcs  de  cercle  ; & on  doit  les  rap- 
porter a un  genre  de  tranlcendantes  entièrement  inconnu. 

On  4pû  donc  conclure  de  ce  qui  précédé  qu’il  peut 
tres-fouvent  arriver  qu'une  équation  feparée  dont  aucun 
des  membres  n’eft  intégrale  algébriquement,  ni  parles 
logarithmes , ni  par  les  arcs  de  cercle , ait  cependant 
une  intégrale  algébrique.  N us  reprendrons  cette  m^- 
|içre  importante  dans  la  féconde  partie  de  cette  leéhoa, 


Fin  du  Toms  IVX 
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